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SUPPLEMENTUM    I. 

AD  TOM.  L     (JAP.  IL 

D  E 

INTEGRATIONE    FORMULARUM    DIFFERKNTI ALIUM 

IRRATIONALIUM. 


1.)    De  integratioiie  formularum  differentialiiim  ir- 

rationaliiim.      Acta,    Academiae    Sdentiar.     /V 
tropolitanae.    Tom.  IV.   Pars   I.    Pag.  4        *5L 

P  r  0  b  1  e  m  a     1 . 

§.     1.     Si     fi.ntctio     X    pra^:tcr     ip.Ham     variabiUM    x    elum    fw' 

mulam       irratioriaUm      ?  =   ^  (a  -¥-  hx)     involvat :      ita     tamen ,      ul     X 

st(      functio      rationoUs      hinarrsm      rjuantifatum      x      'i     h  ^      fwmuUim 
differentialem  Xqz  ah  irrationalitat^:  WArnrt, 

S  0  1  u  t  i  0. 

Cimi     irratf^ailitaa     Ur^tunri    in    lunwAh.    h  =  ^  (a  -^  hxj    ir.A/t, 

hanc     tantTiin    ita    p-er     id'.ir:irrj     'r/uhzllVA':'j:.hm     t/Ah     ojjr^.rt/:!,     wt    'uAh 
valor     ipsfus     z     h-.l     £ir     :r:a*.io:.a;.-.       if^-c     i'.t/;m     ;/ri/?<itabit'ir ,     j//- 

nendo    a  -^  hz  =  zz.    w   tv.    i  =  z   h\  ;:  =  — /-^:    l.r-^Ji'*h  ^tz  .-  f  -f^^: 

qnibus     Tilorlizi     \':Ji^..\'A.\ .     \^a     :yr:;...i     ':.Jf.':rf;.-.*..^,..*    7.0'/*    vj     r:^ 
tioDalem.    s»:.Tin  Tir.iMi^r;  ^  :.:.'.;;^/r.;;:/', .    ;.-:::-.d-»r 


-  * 


I 


I 
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S  U  P  P  L  E  M  E  N  T  U  M    1. 

AD  TOM.  I.     GAP.  n. 

D  E 

INTEGRATIONE    FORMULARUM    DIFFERENTIALIUM 

IRRATIONALIUM. 


1.)    De  integratione  formularum  differentialium  ir- 

rationalium.     Actttf    Academiae    Sdentiar.    Pe- 
tropoUtanae.    Tom.  IV.  Pars  1.   Pag.  4  —  31. 

Problemal. 

§.    1.     Si    fmdio    X   praeter    ipsam    variabUem    x    etiam    for- 

mtdam      irrationalem      s  =  y/  (a  -h-  bx)    involvat :      ita    tamen ,     tU    X 

sit      fmctio      rationalis      binarum      quantitatum     x      et     s  y      formukm 
differentialem  Xdx  ab  irrationalitate  Itberare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Gum     irrationalitas    tantum    in    formula    s  =  -y/  {a  -^bx)    insit| 

banc     tantum    ita    per    idoneam     substitutionem    tolli    oportet,     ut    inde 
valor    ipsius    x    non    fiat    irrationalis.      Hoc    autem    praestabitur ,    po- 

nendo   a  ^  bx  =  ez^   ut  fiat  s  =  z  et  a?  =  ^^^^,   hincque  da?  =  y  zdz\ 

quibus    yaloribus     substitutis,     tota    formula    dififerentialis    Xdx    ad    ra- 
tionalem.   novam  variabilem  z  complectens,  perducitur. 

1  * 


4  SDPPLEMEJITUM    I. 

Exemplum     1. 
§.    2.      Si     fuerit     dy  =  ^,  J"  , ,,     seu    dy  =  ^  i     posito 

K  (a  -♦-  oa:)  • 

>/  (a  H-  6a?)  =  0 ,     fiet  dy  =  y  d-er ,    et   integrando  y  =  ^  -♦-  C ,    nnde 
facta  substitutione  colligitur  y  =  —  )/  (a  h-  Ja;)  -i-  C. 

Exemplum     2. 

§.  3.  Si  fuerit  dy  =  da;  |/ (a  h- &a:)  =  «da?,  sumto 
}/  (a  -h-hx)  =  Zj  erit  dy  =  zdx  =  ^  zzdz^  unde  integrando  fit 
y  =  r-T  ^ef^  -I-  C ,  et  facta  substitutione  prodit 


3& 


y  =  A(«-+-6a^)^  -»-  C. 


35 

Quod  integrale  si  debeat  evanescere  facto  ^  =  0 ,  fiet 

ideoque 

2  (a  -I-  Ix)^ —  2  a  -j/a 

^^  3l  ~' 

Ezemplum     3. 
§.      4.        Si      fuerit      dy  =  ttt— ^tt>       ^^^ta      substitutione 

Y  {a-^-  ox) 

y  {a  -^-hx)  =  z^  erit 

"i  2(bz  —  a)  dz         2zBdB  —  2adB 

imde  fit  integrando 
et  facta  restitntione 

2     /_     .     7    V»  2a 


=  — u —  ^  6«  —  i  o)  -*-  c. 


AD  TOM.  I.     CAPDT  H.  5 

Exemplum     4. 

§.     5.        Si      fuerit      dy  =  r-w  >      ^cta       substitutione 

(a  H-  oxp 

|/  (a  -♦-  &r)  =  ^' ,     erit   dy  =  ^;     quae    formula     porro    ob    dx  =  ~ 
abit  in  dy  =  ^j     qua  integrata  fit  y  =  —  ^  ~*"  C ,    seu   facta  restitu- 

2  2 

tione ,    y  =  — ? h-  C.     Ubi    notetur ,     pro    C    sumi    debere  —^ , 

casn  quo  integrale  eTanescere  debeat  facto  x  =  0. 

Problema     2. 
§.     6.       Si    fuerit     X    functio    quaecunqiie    rationalis     hinanm 

n       . 

quantitatum    x     et    s,     existente     s  =   y  (a  +  &z:) ,       formulam      diffe- 
rentialem  Xdx  ab  irrationalitcUQ  liherare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ponatur    |/  (a  -♦-  6a;)  =  £f ,     ut    sit    s  =  e^     erit    a  -^hx  =  £r*, 

hincque     x  =  — ^ ,      et      dx  =  -^ ;      quibus      valoribus      substitutis 
tota  formula  fiet  rationalis. 

Exemplum     1. 
§.  7.     Si  fuerit 


dy  = 


dx  dx 


8 
S 


y  (a  -♦-  Ix)         s 
posito  y/  (a  -h-bx)  =  B  et  substituto  valore  hinc  nato 


unde  integrando  fit 


y  =  ^^ZZH-C  =  :^,Via^bxf-^C. 


SUPPLEMENTUM    L 


Ezemplam    2, 


§.  8.    Si  fderit 

dv-          ^ 

dx 

<>y-  '/(a^b 

xf        ss 

posito  y  {a  -^bx)  =  B  fiet  ^  =  -r- ,  hinc  iutegrando 


y  =  |^^C=|-i/(a-H6x)H-0. 


Exemplum     3. 

8 


§.     9.       Si    fuerit  dy  =  dx  j/  (a  -^bx)  =  sdx^     fecta    substi- 


tutione  fit  ^  =  ^V^ ,  hinc  integrando 


y  =  U^-^G  =  ^^{a^bx)\/{a^bx)^G. 


Problema     3. 

§.  10.  Si  fuerit  X  functio  rationaiis  binarum  qtMmtita- 
tum  X  et  8,  existente  8  =  y^  (a  -+-  6a;) ,  formulam  differentialem 
Xdx  ab  irratumalitate  liberare. 


S  0  f  u  t  i  0. 

Ponatur  y/  {a  -%-  bx)  =  0,    ut    sit    s  =  0,     erit    a  -i-  &c  =  0**, 
hinc 

a^^£Lz^etdx  =  ^^?^^; 

quibus     valoribus    substitutis    formula    proposita     Xdx    certe     fiet     ratio- 
nalis,  si  modo  numerus  exponentiaUs  n  fuerit  integer. 


AD  TOM.  I.     CAPUT  H. 

Exemplnm     1. 
§.11.     Si  faerit 


dy  = 


t/  (a  -f-  &r)  s 


posito  y/  (a  -f-  fec)  =  ier ,  ob  valorem  inde  natom 


dx  —  — ^  d^ 


habebitur 


n^-t 


dy  =  —^dB\ 


unde  integrando  coUigimns 

sive  restitutis  valoribus 

fi  n  —  \  f^  a  -^hx 

6  (n  —  1)  ^  ^  h{n  —  1)     t/  (a  -f-  fto;) 


Exempium    2. 
§.  12.     Si  fiierit 

j.  dx  dx 

y  (a  -+-  6aj)^         5 

posito  y/  {a  -%-  bx)  =  8y  et  substituto  valore 
ox  = r ,  flet 

0 

^=—71 —  =  7^  ^^» 

cujus  integrale  dat 


8  SUPPLEMENTUM    I. 

n               a  -^  hx  ^ 

y  = •  — r  -H  C. 

6  (n  —  X)     |/  (a  -f-  bxf 

Ex    his    aotem    exemplis    jam    apparet,      integratioiiem     non     impediri, 
etiamsi  exponentes  n  et  X  non  fuerint  numeri  integri. 

Problema     4. 

§.     13.       8i     fuerit      X     functio      rationdlis      binarum      quantita- 

ium    X    et    8y      existente    s  =  |/[a-f-6y'(f-#-  gx)] ,      quae    formula 

ergo      duplicem      irrationalitatem       involvUy        formulam       differentialem 
Xdx  ab  hac  duplici  irrationalUate  liberare. 

S  0  1  u  t  i  0. 
Ponatur    iterum     ^/  [a  -«-  6  >/  (/*  -+-  gx)]  =  ^,     ut    sit    5  =  0, 
erit  sumtis  quadratis  a  -i-  6  ^  if  ^  9^)  =  ^^,  hinc 

6  y  {f  -^  gx)  =  ze  —  a : 
ac  sumtis  denuo  quadratis 

66  {f^gx)  =  {zz  —  a)\ 
unde  coUigitur 

X  =  ^-TT-— ~ ,  hmcque 


dx  = 


w>g  g 

4  zdg  (zg  —  a) 


hbg 

Quibus  valoribus  substitutis  tota  formula  reddetur  rationalis. 

Corollarium. 

§.    14.      Perspicuum    est,     eodem    modo     irrationalitatem    tolil 
posse,  si  fuerit  multo  generalius  * 

s=^[a-+-6y(/'-+-  gx)]. 

Posita  enim  hac  formula  =  0,  fiet 

a^by  (f-^gx)  =  ^  etby  (f -^  gx)  =  si^  —  a. 


AD  TOM  I.     CAP.  11. 


Porro  6*^  {f  -i-  gx)  =  (^**  —  a)"* ,  et  hinc  coUigitor 


_(£rn-a)m 


— ,  ideoque 


tf^=  lin^ 

Sicque  etiam  hoc  modo  tota  formula  rationalis  evadet. 


Problema     5. 


§.     15.       Si      fuerit      X     functio      rationalis      hinarum      quawtita^ 
tum     s     et    X,     existente    s  =  i/  V*'  ^ 
ab  irrationalitate  liberare. 


g« 


formidam     differentialem     Xdx 


Ponatur  |/  ^~*"  ^ 


S  0  1  u  t  i  0. 
y^  ^  =  z  ^  jdt  sumtis  quadratis  erit 


■ji =  ^z ,  hmcque  x  =  ^- , 

f-*-gx  '  ^        ,  h  —  ges^ 

unde  differentiando  colligitur 

\     2bpd3  —  2agzdz 

^^~        (h^gzzf      • 

Hisque     valoribus     substitutis     formula     proposita     Xdx 
tem  erit  perducta. 

Exemplum     1. 

dx     ^  ^^V (f-^-gst) 
§.  16.     Si  fuerit  ay  ==  —  =  ~::/-z — rT")  posiio 


dx 


y(a-^hx) 

et  substituto  loco  drz^  valore  supra  invento  colligitur 

2(bf—ag)dz, 


^  =  '-f£ 


gzz) 


2      J 


ad     rationalita- 


quae  formula ,     uti  jam    satis   constat ,     reduci    potest    ad    talem  J  .J^     , 

cujus     autem     integratio    vel     per     logarithmos     vel     per     arcus     circula- 
res  expedietur. 

Vol.  IV.  2 
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Exemplnm    2. 

(Ja;  V  (l  —  X) 

§.  17.     Sit  specialius  op  =  — ■: ,    ubi  /"  =  1 ,    g  =  —  1 , 

V{i-*-x) 

a  =  l  et  6  =  1 ,  ideoque 

-V  (!-*-»)  4>d^ 

'  =  — ; ,  et  (te  =  s 3 ; 

V{l-«)'  (1 -+■«)»' 

quibus  Taloribiis  sobstitutis  fiet  dy  =  » t^lgvt  •  Statuatur  ergo 
nnde  snmtis  diSerentialibus  fiet 

4         A  — Am  B        A-i-B-«-(B  — A)je 

(1-1-««)*     ~     (1-*-«)»    "*~     1-^M     -~  (1-»-«)* 

Oportet   igitnr   sit    A-+-B=4    et   B  —  A=:0,    ideoqne    A  s=  2    et 
B  =  2 ;  et  qnia  J  j-^^  =  Arc.  tang.  e ,  adipiscimur 

.9  =  i^gt  "*~  2  Arc.  tang.  e  -+~  C; 
quocirca  fecta  restitutione,  ob  1  +  e^  =  rzz~i  obtinebitnr 

y  =  y  (l  —  XX)  t-  2  Arc.  tang.  >/  J^  -i-  C . 
Gum    igitur    hujus    arcus    tangens  sit  j/  y^ ,  erit  ejns  sinus  =  }/  ^^ 
et     cosinus     =  >/  -^* ;       anguli     vero     dupli     sinus     erit    |/  (l  —  m) 
et  coainus  =  —  x,  nnde  fiet 

2  Arc.  tang.   y'  ^—  =  Arc.  cos.  —  a:  =  y    -•-  Arc.  sin.  a; ; 
quocirca  integrale  quaesitum  erit 

y  =  \/  {1  —  XX)  -*-  ~  -t-  Arc.  sin.  x  -*-  C , 
quod  si  ita  capi  debeat ,  ut  evanescat  posito  x  =  0,  erit 

C  =  —  1  —  ^ ,  ideoque 

y^y^^l  —  asr)  —  1  -I-  Arc.  sin,  x. 
Tnm   igitar,     si  snmatur  x  =  l ,     fiet  y  =  -|^  —  1 ,     qni    valor    in    frac- 
tionibns  decimalibuB  dat  0,5707963. 


^ 
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Problema     6. 

§.  18.  8i  fuerit  X  fundio  rationalis  binarum  variabi- 
lium  X  et  Sy  existenle  s  —  ^/  V^  ^ ,  formulam  differentialem 
Xdx  ad  rationatitatem  perducere. 

S  0  1  u  t  i  0. 


ue 


Posito  s  =  V  2^  =  z,  erit  ^  =  ^^  hincq 

^  =  S?^'  consequenter  dx  =  ^^^^^^^^^yr^ ; 

hisque     valoribus     substitutis     tota    formula     proposita    Xdx    ad     rationa- 
litatem  erit  perducta. 

Problema     7. 

§.19.     8%  fuerit  X  functio   rationalis  binarum   quantitatum  xx  et 

/  TC/ir 

s,  existente  s  =  i/  (a  -+-  6axr),      formtdam      differentia/sm     —     ab      irra- 
tionalitate  liberare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ponamus     s  =  |/  (a  -i-  bxx)  =  ^ ,      erit     a  -+-  6aKr?  =  ez ,      hinc 

050;  =  ^^^  5     et     quia     in     functione    X     tantum     quadratum   isx ,     ejus- 

que     ergo    potestates    pares     occurrunt:     hac     substitutione    jam     functio 
X  evadet  rationalis.     Sumtis  vero  logarithmis 

2lx  =  l  {zz  —  a)  —  /fe, 

differentiando  fit 

2dx  2zdz       'j  ^«   «    dic  eds 


ee  —  a* 


Hoc     ergo*    modo     formula     proposita     X   .   —     prorsus     reddetur     ra- 
tionalis. 


12  SUPPLEMENTUM    I. 


Exemplum     1. 
§.  20.     Si  fuerit 

%  xdx  *▲    ^  dx  XX  XX       dx 

oy  =  —j ,  erit  oy  =  ~   -  —. =  -    .  — 

^  y  (a-^hxxy  ^  X       y  (a-^hxx)  »         ^ 


Posito     ergo     y^  (a  -i-  hxx)  =  z    erit     dy  =  ^y      unde     colligitur     inte- 


5  ' 

^  "l/  (a-t-hxx) 

grando  y  =  x    = 


g  V  (a-^hxx) 


Exemplnm     2. 
§.21.     Si  fuerit 

\     x^dx  dx      X* 

^  ~  y  (a-*-hxx)    ~    "^  *  T' 

ponendo  |/  (a  -h  bxx)  =  ^ ,  ut  sit 

ss  —  a      .    dx  zda 

XX  =  — 7 —  et  —   = 


h  X  zz  —  a ' 

erit  dy  =  y^  dz  {ez  —  a),  hincque  integrando  adipiscimur 
y  =^{^^  —  3 a)  -#-  C ;  unde  facta  restitutione  prodibit  integrale  quae- 
situm  y  =   ^"^      |/  (a  -f-  hxx)  -+-  C. 

Exemplum     3. 
§.  22.     Si  fuerit 

■\  x^dx  -A.    h  dx     ac^ 

hinc  posito 

l/  (a  ^  6a;a;)  =  5  =  ^r  fiet  ^  =  ^  {^-^~), 

unde  sumto  integrali  fiet  y  =  ^  y^-r^)  ■+•  C ,  quocirca  facta  restitu- 
tione  resultat  y  =  -. — ^"^  ^ 1-  C. 

^         hb  y  (a-^-hxx) 

ProblemaS. 
§.     23.       5e     fuerit     X    functio     rationalis     hinarum     qaantita- 


AD  TOM.  I.     CAP.  n.  13 

iuim    a;"     et     s,      existente    s  =  y/  (a  -*-  bx'*) ,      formulam     differentialem 
X  —  ad  rationalitatem  perducere. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Posito       s  =  "^  (a  -+-  hx'')  =  z,       fiet       a  -^  hx''  =  z"^     et 

a?"  =  ^— j—  •      Quia     igitur     in     functione     X     tantum     potestas    x^    oc« 

currit,      ea     rationalis     reddetur,      si     bi     valores     substituantur.      Tum 
vero  sumtis  logarithmis  habebitur 

nlx  =  l  (/"  —  a)  —  Ib. 

et  differentiando 

X  n  (z^  —  a)  ' 

sicqne  tota  formala  proposita  fiet  rationalis. 

E  X  e  m  p  I  u  m. 

§.  24.     Sit 

.    _      x""'  dx      _  dx    X* 

^  ~  y  {a-*-  to")  ~~  ^  '  T' 

factaque  substitutione  orietur  haec  aequatio 

mi^-^de 


dy  = 


nh 


qua  integrata  prodibit 

^       wi  (m  —  1)  nJ  (w  —  1)  »^  ^  ^ 

m  a  -^hx^ 


»6  (m  —  1)     y  (o  -*-  &0 
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Problema     9. 
§.     25.       Si    fuerit    X    functio    rationalis    quanlitatum    xx    et 

s ,     existente    s  =  V  ^"^^^^ ,      farmulam    differentialem     X  —    ab    irra- 

tionalitate  liberare. 

S  0  1  u  t  i  0 
Ponatur       s  =   >/  ^J^  =  z ,       eritque  ^^  =  -ar;? ,       hinc 

XX  =  ^lS~gg  j      wnde     functio     X     penitus     fit    rationalis.       Porro     sum- 
tis  logarithmis 

2lx  =  l  {fsz  —  a)  —  l  (b  —  gzB)^ 
dififerentietur ,  ut  prodeat 

2dx    2fgde  2%Bdz     2(&/— ag)  ede 

X  fez  —  a  h  —  %zz  (fsz  —  a)  (6  —  gzz) ' 

unde  fit 

dx   (ft/ — gg)  zdz 

X  (fzz  —  a)  (d  —  gzz) ' 

sicque  tota  formula  differentialis  fiet  rationalis. 

E  X  e  m  p  1  u  m. 
§.     26.       Si     fuerit     oy  =  -7— ,      repraesentemus     hanc 

V  (f-^gxx) 

formulam  ita 

dx  X  dx  ^  /       XX 


\  ax  x  ox  ^  / 

ay  =  —  .    -7 =  —  1/7 


V  {f-^gz»)  ^         f-^gxx 


Hic  ergo  erit  a  =  0 ,  6=1,  et 

z  =  ^ ,  itaut(^  =  f^; 

erit  autem 

dx  dz  _j_    lix    :\  dz 


=  —75 -1,  unde  fit  ^  =  - — - 

X  2-  (1  —  gzz) '  '^  1  —  %zz 

cujus     formulae     integratio    per    logarithmos     expedietur,      si    fuerit    g 
numerus     positivus:     sin    autem     fuerit    negativus     per     arcus     circulares 
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absolvetnr,     Sit  igitur  1°.)  ^f  =  -*-  AA,  erit 

et  restitutis  valoribus  supra  iudicatis,  erit 

1         /V  {/•+-hhxx)'*-hx\   . X         V  if-^hkxx^-^-hx 

^  ~  2li       \y{f^hhxx)'-hx)    ~   '^  v7 

Sit  2^.)  g  quantitas  negativa ,  puta  g  =  —  hh,  erit 

\     dz         1  hde 

^  ~  r=rssw  ~  T  *  i-^hhgB' 

unde  coUigitur 

y  =1:  Arc.  tang.  hz  ^  -r-  Arc.  tang.  -i— . 

Ubi     manifestum     est ,      f    esse     debere     quantitatem     positivam ,      quia 
alioquin  formula  differentialis  esset  imaginaria. 


Coroliarium. 
§.  27.     Hinc  ergo  si  proponatur  formula 

ex  casu  priore  ob  A  =  -f-  1  erit 
At  si  fuerit 

colligitur     ex     casu     posteriorc     x  =  Arc.    tang.      .     ,      unde     con- 

y  (1  — ««) 

cluditur 

J  "7 — ' —  =  Arc.  sin.  a;  =  Arc.  cos.  i/    (1  —  xx). 

•^  y  (l  —  aa)  ^      ^  ^ 
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P  r  0  b  1  e  m  a     10. 


§.  28.  8i  fuerit  X  functio  rationalis  quantitatutn  x^  et 
Sj  existente  s=  >^  (y^  ^n)?  formuLam  differentialem  X -^  ra- 
tianalem  efficere. 


S  0  1  u  t  i  0. 


Ponatur  s=,y  (jqr^)  =  ^ ,  eritque 

g-i-da^  n     t  .   ^      n         /?**  —  a 

tum  autem  sumtis  logarithmis,  erit 

fdx  =  l  ifz''  —  a)  —  l{b  —  gz''), 
et  differentiando 

dx    fe^  —  ^ dz  gf ^  —  ^ dz    (6/— «g)  g**"'^^^; 

IT  fz^  —  a     "^      6  — g£r»»  (/arw  _  a)  (6  —  g«**) 

quibus  valoribus  substitutis  formula  proposita  fit  rationalis. 


P  r  0  b  1  e  m  a     11. 


§.     29.       Si     fuerit      X      functio      rationalis      hinarum      quanlita- 
tum     x*^     et     5 ,      existente     s  =  }/  (7^-^)  ?      formulam      di/ferentialem 


X  —  ab  omni  irrationalitate  liberare. 

X 


S  0  1  u  t  i  0. 


Statuatur  s  =  \/  (7^-^)  =  z ,  eritque 
^^  =  ^"•,  unde  fit  o;^  ={i!:^; 

/  -•-  g*'*  '  h  —  %z^ ' 
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hinc  Bumtis  logarithmis  erit 

nlx  :=^  l{f/^  —  a)  —  l(b  —  gsT), 
hinc  differentiando 

nd»    m(l»/— gg)  z^^^dM 

m  (fg^  —  a)  (6  -.  g£^)  \ 

ideoque 

dx   m  (b/ —  ag)  e^      *  ds 

~x    ~  nifM^  —  a)  (6  —  gB^) ' 

qnibos     valoribus     snbstitatis     irrationalitas     formulae      propositae     peni- 
tns  tollitnr. 

P  r  0  b  1  e  m  a     12. 

§.  30.  8i  fuerit  X  fundio  rationalis  quaecunque  bina- 
rum  quantUatvm  x  et  Sj  existente  s  =  |/  (a  -i-  pa;  -i-  yxx) ,  for- 
mulam  differentialem  Xdx  ad  rationdUitatem  perducere. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Hic    duos    casus    a    se    invicem     distingui     convenit,     prout    7 
faerit  vel  quantitas  positiva  vel  negatiya. 

I.     Sit  Y   quantitas  positiva ,     ac  ponatur    y  =  cc    et    p  =  2  &c, 
ut  habeatur 

s=  |/(a-f-2&ca5-i-  ccxx)  =  y^  [a  —  66  -f-  (6  -f-  cxy] 

ubi  loco  a  —  66  brevitatis  ergo  scribatur  e ,  ut  sit 

s=y\e^(b^cxf]. 

Jam  statuatur  5  =  6  -+-  csr  -1-  ^ef ,  eritque 

«8  =  e  -«-  (b  -t-  cxf  =  (6  -H  cxf  -•-  2  (5  H-  <a)  «  -H  w, 
Vol.  IV.  3 


2«     ' 
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onde  sequitar 

e  —  sfz  —  2  0  (6  -H  ca;) ,  sive  b  -^  cx  = 
hincque  colligitar 

e  —  ge  ^       «^      ^         « —  2  6£r  —  ee 

X  =  -^ ,  seu  X  = r • 

2cx  c  '  2€e 

Aequatio  autem  6  h-  ca;  =  ^^  differentiata  praebet 

^^  ede  de  ede-^eede 

<^  =  —  2r,  —  T^~ 2^' 

onde  deducitur 

o  -¥-  cx  —     2^     "®^^  —  ^T^ • 

His  ergo  valoribus  substitutis  formula  nostra  Xdx  reddetur  ratio- 
nalis.     Postquam    igitur     ejus     integrale     fuerit    inventum,     loco    0    valor 

ante  inventus  y/  [e  -*-  (6  -h  cxf]  —  b  —  cx  erit  substituendus. 

n.     Sin  autem  y  fuerit  quantitas  negativa,  ponatur 

Y  =  —  ccet  p  =  —  26c, 
ut  habeatur 

s  =  }/  (d  —  2bcx  —  ccxx)  =  |/  [a  -+-  66  —  (6  -*-  cxf] , 

ubi  evidens  est,  quantitatem  a  +  66  necessario  esse  debere  positi- 
vam,  quia  alioquin  s  evaderet  imaginarium.  Quamobrem  ponamus 
brevitatis  gratia  a  +  66  =  oa ,  ut  fiat 

s  =  y/  [aa  —  (6  -h  cxf] , 

ad  quam  formam  rationalem  efficiendam  statuamus 

y^  [oa  —  (6  H-  cxf]  =  a  —  (6  -+-  ca?)  5 , 

unde  sumtis  quadratis  erit 

aa  —  (6-1-  cxf  =  aa  —  2  cwf  (6  -h  ca;)  -h  (6  h-  cxf  zz 
quae  aequatio  reducitur  ad  hanc: 

—  (6  H-  cfl?)  =  —  2  aj?  H-  (6  -H  co;)  «^ , 


,« , 
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imde  reperitur 

6  -H  caj  =  i-— -  >  ideoque 

2  (MT  —  h  —  hSZ 

X  =  Ti r . 

C  (1  -f-  8B) 

nia  antem  aequatio  differentiata  dat 

\     2  adg  (1  -H  ^f^)  —  4  gg^dir   2  odg  (1  —  88) , 

^~  (1-f-^-p)*  ~       (1  -^  w)»     ' 

mide  fit 

\     2  odisr  (1  —  8z) 

^^  —      0(1-^  zzf    ' 

Porro  autem,  cum  sit 

8  =  a  —  (b  -^  cx)  Zj  ob  &-*-ca;  =  r-^ 


88 


erit    s  =  ^|_^^^  ,     quocirca ,     si    loco  x^     s    et     dx     inventi     hi     valo- 

res  substituantur ,  formula  proposita  differentialis  Xdx  evadet  ratio- 
nalis,  et  per  variabilem  e  exprimetur,  cujus  integrale  postquam 
fuerit  inventum,  loco  z  ubique  ejus  restituatur  valor  assumtus 

o  — V[aa  — (5-4-Cir)*] 

Z  = r ' 

b-f-cic 

et  integrale  obtinebitur  per  solam  variabilem  x  expressum. 

Exemplum     1. 
§.31.     Si  fuerit 


quae  formula  ad  casum  priorem  pertinet,  erit 

cujua  integrale  est  y  =  —  --h ;  restituto  ergo  valore 
^  0  =  y  [e  -*-  {b  -t-  cxf]  —  b  —  cx,  erit 

y  =  —±l[y/[e^(b^cxf]  —  b-cco]-^C, 

qaod  integrale  si  evanescere  debeat  posito  x  =  0,  fiet 

C  =  ^l[y(e-^-bb)  —  b]. 

3* 
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Gorollariam. 
§.  32.     Si  ponatur  ft  i=  0  et  c  =  1 ,  sive 
dy  =  -7 — - —  ,  erit  integraie 

y  (e-k-xx) 

quae  formula  redacitor  ad  hanc 

y  =  ^ Ve • 

Cam  vero  porro  sit 

d   .    i/  (c  -+-  asa?)  =  —J^ —     erit 

•^  y  («^ow)       ^  ^    .     ^ 

Si    igitar    hae     duae     formulae    combinentur,     habebitur    ista     integratio 
notatu  digna 

f.  Adx  -ff-  Bxdx  ,  y  (e  ->-  xx)  -t-  c  / 

J  -T =  A/  ^    .    ^ —  ^B^  (e^xx). 


y  («-♦-«») 


E  X  e  m  p  1  u  m     2. 


8.     33.       Sit    dff  =  -1- ,     quae    formula    ad    casum 

secundum  est  referenda ,  ita  ut  sit  dy  =  — .  Gum  ig^tur  sit 

da;    2  dj? 

unde  fit  integrando  y  =  ^  Arc.  tang.  ^9.  Quia  igitur  est 

_  g-V  [«ia-(t-f-ca!)«]     grit 
0-%-ex 
2     .  ^  a— y  [oa  — (b-i-ca;)»] 

y  =T  A^^-  **««• bi^r^ssr -+-  c. 

Coroliarium. 
§.    34.      Sit    igitur    6  =  0   et  c  =  1 ,     seu  -  formula    differen- 
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tialis  proposita  dy  =  -p ,  reperieturque 

a — "V  iaa  —  xx)        ' 

y  =  2  Arc.  tang. k-  C. 

^  a —  \^  (aa  —  ajx) 

Quia    igitur     taogens     hujus     arcus    est  ;      tangens     dupli 

arcus  erit  =  —, — ,  ita  ut  sit 

y  =  Arc.  tang.  r? — h  C : 

^  ^     y  (aa  —  xx) 

hujus  autem  arcus  sinus  erit  -j,  sicque  integrale  quaesitum 

Jdx  A  »        X 

-7 =  Arc.  sm.  — . 
y  {aa-xx)  « 

Quia  porro 

d  .    y  {aa  —  xx)  =  —  -rr^ — :,  erit 

y  (oa  — asaj) 
^  y  (aa'-'xx)  r    \  J 

quocirca  ista  generalior  conficitur  integratio 

rA^^Bxdx  ^j^    Arc.  sm  ^  — B  V  (aa  —  xx). 

•^  y(aa— «r)  «  ^    ^  ' 

P  r  0  b  1  e  m  a     13. 

§.      35.       Si     fuerU     V     functio     rationalis     binanm     quanti- 
tum  t/^  et  8,  existente 

formulam  differentialem  Vv^'^^  dv  db  irrationalitate  liberare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ponatur  v^  =  a: ,  erit 

s  =  y'  (a  H-  pa;  -f-  '^xx)  et  v^^^^dv  =  ^; 

hic    ergo    jam    erit    Y    functio    rationalis    binarum    quantitatum    x    et    Sy 
existente 
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8  =  |/  (a  -f-  pa;  -♦-  if awc) 

et    formula    ab    irrationalitate     liberanda    erit    — ;      qui     casas     pror- 

sas    conveiiit     cam     problemate     praecedente,      ideoqae     eandem     habe- 
bit  solationem. 

S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.  36.  Praecepta  hactenus  tradita  ad  omnes  fere  formulas 
differentiales ,  quae  quidem  adhuc  tractari  potuerunt,  extenduntur. 
Interim  tamen  ejusmodi  casus  occurrere  possunt,  qnibus  idonea  sub- 
stitutio ,  ad  irrationalitatem  tollendam  necessaria ,  non  tam  facile 
perspicitur,  sed  acri  judicio  demum  investigare  licet,  in  quo  nego- 
tio  cum  praecepta  generalia  tradere  nondum  liceat,  exempla  quae- 
dam  particularia  speciminis  loco  in  medium  afferamus. 

Exemplam     1. 
§.37.     Si  proposUa  fuerit  haec  formula  irratianalis 

^p  =  dxjl-t-xx) 

(1— a»;)  y(lH-«*)  ' 

ejus  ifUegrale  P  investigare. 

Si     quis     hic     ejusmodi     uti     vellet    substitutione ,     qua    formula 

y/  {1  -i-  a^)    ad    rationalitatem     perduceretur ,     oleum    et     operam .  esset 

perditurus,     interim     tamen     singulari    artificio    sequens    substitutio     ne- 
gotium  conficere  poterit.     Statuatur 

j-3^  =  P ,  eritque 
tam  yero  erit  differentiando 


dp  = 


(1  —  xxf 


IU\         -t      ^M.         -.  '> 
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ex  qaibns  valoribus  colligitar 

dp  dx  (1  -•-  OKc)  V  2 


y  (1  ^pp)  (1  -asr)  1/  (1  H-a!«) ' 

qoae  feliciter  cum  formala  ipsa  proposita  conTenit,  ita  at  sit 
-^-^ —  =  dP  /2,  sive  dV=  -^ 7-^ — , 

ande  coUigitar  integrando 

Qaare     si     loco    p    et    ]/  (1  +  pp)    valores    dati    substituantar ,     haec 
obtinetur  integratio  satis  memorabilis 

-  dxiX-^xx)  1  y  (l-«-a5*)-*-j;  y  2 

J  (1— a»)  y  (1 -«-«*)  y  2  1— osx  ' 

Exemplum     2. 
§.      38.        Si      proposita      fuerit      haec      formula      irrationalis 
dQ  =  - — ^,S7T    ^, ,  ^^  integrale  Q  investigare. 

(1  -4-  xae)  |r   (1  -f-  .T*) 

Ad  hoc  praestandum  fiat  ^^^  =  j,  eritque 

/  y(l-f-ar*) 

da;  (1  —  a»;)  y  2 

tum  vero  erit  aq  =  — 77 — --^ — ,  atque  hinc  coUigitur 

Im.    I   XX  jr 

h  _      ^a?  (1  — aa?)  ^2      .  / 

Va~g«)    ~   (l-*-xa:)y(l-»-ar*)   "      ^  >^      ' 

unde  fit 

Q  =  ZT—  f  -7 — ^ —  =  r7~  Arc.  sin.  g. 
y  2^^(1-55)         y2  ^ 

Restituto  ergo  pro  q  valore  assumto,  ista  obtinebitur  integratio 

da;(l-aa)  '1      ^  .      «^2 

Q  =  f 7 -r  =  w—  Arc.  sm. 

^         •'  (1 -«- aa;)  y  (1 -«- a;*)  V^  l-v-xx 

S  c  h  0  1  i  0  n. 
§.  39.     Gum  istae  duae  formulae 
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et 


(1  —  0»;)  y  (l-*-ar*)         {l-t-xx)  V  (l-i-ar*) 

perdactae  sint  ad  has  simplices 

dp  ^t  dq 


V  {i^PP)        V(i~gg)' 

quarum  utraque  facile  ab  irrationalitate  liberatur,  istae  ipsae  for- 
mulae  propositae  ope  idoneae  substitutionis  ab  irrationalitate  libe- 
rari  possunt;  unde  mirum  non  est,  earum  integralia  sive  per  lo- 
garithmum  sive  per  arcum  circularem  exhiberi  potuisse.  Satis  enim 
jam  est  ostensum,  omnium  formularum  differentialium  rationalium 
integralia  semper  vel  per  logarithmos  et  arcus  circulares,  vel  ad- 
eo  algebraice  exhiberi  posse;  quod  igitur  etiam  de  illis  formulis 
irrationalibus  est  tenendum,  quas  certae  substitutionis  ope  ad  ra- 
tionalitatem  perducere  licet.  Unde  vicissim  plures  Geometrae  con- 
cluserunt :  si  quae  formula  differentialis  nullo  plane  modo  ab  irra- 
tionalitate  liberari  queat,  tum  ejus  integrale  etiam  neque  per  loga- 
rithmos  nec  arcus  circulares ,  multo  minus  algebraice  exprimi  posse , 
sed  ad  aliud  genus  quantitatum  transcendentium  referri  oportere. 
Gaeterum  combinatio  duorum  praecedentium  exemplorum  manuducit 
ad  solutionem  sequentium. 

Exemplum     3. 
§.40.     8i  proposita  fuerit  haec  formiUa  differentialis 

.  dxV^l-t-os^) 

ejus  integrale  invenire. 

Hanc  formdlam  per  neutram  substitutionem  ante  usurpatum 
rationalem  reddere  licet:  utraque  tamen  juncta  negotium  confici 
poterit,  namque  ejus  integrale  per  logarithmos  et  arcus  circulares 
sequenti  artificio  expedietur.  Formula  enim  proposita  in  binas  se- 
quentes  partes  discerpi  potest,  quae  sunt 
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\    \  dxjl-^-xx)  i  dx  (1  —  xx) 

^         (l  —  xx)  V  (l-^-ic*)   "*^  (1  -f- aw?)  y  (1  -f- a?*)  * 

quippe  qaarnm  summa  ipsam  formulam  nostram  propositam  pro- 
ducit;  prodit  enim 

\  da;  (1 -4- rca?)»  >f- i  aa;(l  — gg)»   aa;(l>4-g*) 

(1  —  «*)  y  (1-f-ar*)  ~   (1  —  «*)  y  (iH-a?*) 

bx  l/(l-Ha*) 

Quod  si  ergo  duo  praecedentia  exempla  in  subsidium  vocentur^ 
manifesto  fiet  ^  =  |dP-«-|dQy  consequenter  integrale  quaesitum 
erit  y  =  §  P  -*-  g  Q ,  quod  sequenti  modo  exprimere  licebit 

.da?  y  (1-4-«*)  1       ^  y(1.4-«*)-^.a;y  2  1        .  .      a?  y  2 

1 —  =  —7—  l 1 -7-  Arc.  sm. 

^         1—»*  2^2  1  — aa  2^2  1-f-aaj 


Exemplum     4. 

§.      41.       S!      proposUa      fuerit      haec      formula      differentialis 
dy  = ^T^^ ,  ^us  integraie  investigare. 

Haec    formula     simili     modo     ac     praecedens     tractari     potest; 
discerpatur  enim  in  sequentes  duas  partes: 

t  dx  (1-Haac)  ^  da?  (1  —  xx) 

{\—xx)y  (l-f-o*)  (1-f- aaj^y  (l-f-o*)' 

quippe  quae  conjunctae  producunt 

%     i  dx  {l^xx^f  —  \  dx  (1  —  xx)^ 

^~  (1  — ar*)  y  (l^a?*) 

___  \  dx .  4  XX  ^_  XX  dx 

^         (1— «*)  y  (1 -•-«*)  (1  —  0*)  y  (l-f-a;*) ' 

quae    cum    sit    ipsa    formula    proposita,  erit    ex    praecedentibus    exem- 

plis    ^  =  |dP  —  i^Q,       consequenter  y  =  |  P  —  J  Q ,       hinc     inte- 
grale  quaesitum  ita  reperietur  expressum 
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-  icxdx  1       _  V  (l-#-a^)-»-«  V  2  1        ^  ,      aj  V  2 

—    _  i _  ^(.^   gin^ 

•'  (1  — a:*)  y  (iH-o:*)  4y2  1— o:»  41/2  l-4-«c 

S  c  h  0  1  i  0  0. 

§.  42.  Haec  dao  postrema  exempla  si  nuUo  plane  modo 
ope  cnjaspiam  substitutionis  ad  rationalitatem  perduci  possent,  in- 
signe  praeberent  documentum,  quod  conclusio  supra  memorata 
quandoque  fallere  possit:  Re  autem  attentius  perpensa  inveni, 
omnia  haec  quatuor  exempla  ope  unicae  substitutionis  immediate  ad 
rationalitatem  perduci  ideoque  integrari  posse;  id  quod  ostendisse 
utique  operae  erit  pretium. 

Alia    resolatio 

quatuor  postremoram   exemplorum. 
§.  43.     Statuatur  pro  primo  exemplo 

OJ  V  2  ..  /   ,  ^  l-t-OKC 


V  = 


,  eritque  |/  (1  -h-  w)  = 


y  (l^x^)^        ^        r    \  f        y(l-t.a:*)' 

tum  vero 


-/  (1  —  w)  = 


1  —  rco; 


y  (1-t-a:*)' 

unde  fit 

At  differentiando  adipiscimur 

.  da;(l  — a:*)y2 

(iH-a:*)  y  (iH-a;*) 

Cum  nunc  sit  ^^^  =  y  (1  —  t^) ,  erit 

.  da;  y2.y  (l-r*)       .  d»  da;  y  2 

Qf)  = 7 ,  sive 


y(l-t-ar*)         '  y(l-<^)  y(l-*-a;*)' 

quae     aequalitas    maxime    est    notatu    digna.      Quod    si    jam    haec     ae- 


V 
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quatio  multiplicetur  per  |/  j-^^  =  ^^^ ,  nascetur  haec  aequatio 

dv  daj(l-i-flKc)  >/2 

1  — w  (1  —  aKc)  y  (1 -I- aj«)  ' 

sicque  erit 

da;  (1  -f-  gg?)  1      r      dv       1       j  l-Hf? 


r  dX  (1  -f-  XX)  1        r        gf?         1         j 

J  (1  — a»;)y(l-f-iB4)  yTJ  l  —  w  2^2       r— 

Deinde  aequatio 


dv  dx 


y2    y(i— r*)      y(i-*-a?*) 

multiplicetur  per 

/   1— W     Ij^XX 

^     1-t-W  1 


XX^ 


ac  prodibit  formula  exempli  secundi 

r_jxjX:-^)_  =  4-/-^  =  -j-  Arc.  tang.  v. 

^  (1 -♦- a»;) y (1 -f. a^)  ^2  ^  1-f-w  ^2  ® 


Porro  eadem  aequatio 

\  dv  dx 


V2       y(l  — t;*)  y(l-^a:4) 

dividatur  per 

y/  (1  —  t;*)  =  [^,  et  prodibit 

1  dv  da;  y  (1 -f- «*) 

y2       l~r*  1— a;*       ' 

quae  est  ipsa  formula  exempli  tertii,  ita  ut  jam  sit 

-  da;y(l-t-a*)   l  dv      l      ^      dv  l  dv 

•'         1— ar*  y2  •'  1  —  ©*  2^2-'  1 -f- w  2^2-'  1  — 

quod    integrale     cum     ante     invento     egregie    conyenit.      Tandem    postre* 
'  ma  aequatio  bic  inventa 

1  dv      da:y(l-*-«*) 

y¥  '  1— «*  1— a:* 

ducatur  in  w  =  —^ ,  ut  prodeat 

1  wdv  2a;a;da;y  (l-f-a^)  2xxdx 


w' 


y2       1  —  ©*  (1  —  a:*)  (1 -f- «*)  (1  — a?*)y(l-f-a:*)' 

unde  pro  exemplo  quarto  coUigitur 

r xxdx 1       r  vvdv     1      r      dv  1      r      dv 

^  (1— a^)y(l-f-ar*)  2^2''  1  — «*  4^2  ^  1-t-w  ^y^J  1  — w' 

4* 


ff 
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unde  cum  sit  v  —  r-r- ,  erit 


-  dr    1  ,i-«-t^  _  1  ,  y(i-t-iB*)-f-«  y2 


=    -2« 


1    ^  [y(l-Ha:*)-t-a;  y^P  ^  y(l-t.ic*)-t-iB  ^2 


(1  —  xxf 


\  —  xx 


Deinde  vero  est 


|.      d»  V  x  y  2 

J =  Arc.  tang.  v  —  Arc.  sin.  -7 =  Arc.  sin.  - 

1  -*-  w  /■  ^/  (1  -t-  w)  1 


-f-asjB 


S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.  44.  Quanquam  autem  haec  quatuor  exempla  ad  rationa- 
litatem  reducere  licuit,  tamen  conclusio  supra  memorata,  quod  om- 
nes  formulae  integrales,  quae  nullo  modo  rationales  effici  queant, 
ad  aliud  pertineant  transcendentium  genus,  neque  per  solos  loga- 
rithmos  et  arcus  circulares  expediri  possint,  non  solum  manet  sus- 
pecta;  sed  etiam  falsitas  ejus  evidenter  ob  oculos  poni  potest.  Sit 
enim  functio 

a  b  c 


X  = 


y{i-^xx)      y(i-f-a;8)      y^i^a^y 

tum  certe  formula  differentialis  Xdx  nullo  modo  ad  rationalita- 
tem  perduci  poterit;  interim  tamen  singulas  ejus  partes 

adx  bdx  cdx 

-/(1  -^xxy   ]/  {1^0^  ®*  1/  (1  ^  aJ*) 

seorsim  rationales  '  effici  et  integralia  per  logarithmos  et  arcus  cir- 
culares  exhiberi  possunt.  Goronidis  loco  hic  sequens  problema  no- 
tatu  dignum  adjungamus. 


dx 


r* 


Problema     14. 
§.     45.        Formularum      integrdlium     f  ^./^    ,^ 

^  (1  -I-  SCr) 

vaiores    per    series     imestigare^      pro     casibuSj      gutbm 
V  =  1  guam  x  =  \. 


dv 


ponitur     tam 


1./ 


'iS 
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S  0  1  u  t  i  0, 

Cum    posito    V  =  -p ,     ut    supra    fecimus ,    evidens    sit , 

sumto  X  =  0  fore  etiam  t;  =  0 ,  et  sumto  x  =  l  fore  t;  =  1 , 
ita  ut  bae  duae  quantitates  o;  et  t;  simul  evanescant  et  simul  uni- 
tati  aequentur:  liinc  dedudmus  istam  aequationem  differentialem  at- 
tentione  dignissimam 

1  dv  dx 

yi  '  1/(1— «4)  ~  y(i-Haj*)* 

quas  ergo  ambas  formulas  in  series  converti  oportet;  erit  autem 

=  (1  _  i;*)-«4  =  1  ^  4  ^*  H-  ^  t;8  ^  LlUV»  ^  etc.  et 


y(l— «*)  ^  ^  ^  2.4  2.4.6 


1  .  8    o  1.3.6 


y(l-t-a?*)         ^               ^                            ^               2.4  2.4.6 

Hla  jam  per  dv  multiplicata  et  integrata  praebet 

Jdv                              1k             1.3o  1.3.5        iq            M^ 

—, =  t;  H ir  H t;*  h v^^  -*-  etc. 

y(l  — r*)                    2.6               2.4.9  2.4.6.13 

unde  posito  t;  =  1 ,  valor  hujus  integralis  erit 

1                  1.8                  1.3.5  1.3.5.7 


etc. 


2.6  2.4.9  2.4.6.  18  2.4.6.8.  17 

quam     seriem     littera    A    indicemus.     Simili    modo    altera    series    in    bx 
ducta  et  integrata  producit 

f-7-^  =aj--La;5^J:^^9__Ll^^i»^etc. 

•^  y(l-t-a?*)  2.6  2.4.9  2.4.6.13     ^ 

ciqus  valor  facto  x  —\  erit 

^ 1 l_^    _        1.3.5       .  1.8.6.7       . 

2.52.4.9  2. 4. 6.  13   "*"3. 4. 6. 8.  17  ^^" 

quem  littera  B  designemus ,     ita   ut  sit  B  =  -7- ,     sive  A  =  B  y^  2  ; 
unde  patet ,  priorem  seriem  se  habere  ad  posteriorem  ut  y^  2  :  1 . 

S  c  h  0  1  i  0  n. 
§.    46.      Valor    formulae    integralis  f  -7 etiam    hoc    modo 

°       -^  y(i— V*) 

per  seriem  investigari  potest.     Cum  sit 
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<1  *«■)-•.  et 


|/  (1  —  ©*)  )/  (1  —  w) 

(l-Hw^-i^l-iw-Hl^t^-  14-1 1;»  -+-  etc. 

notetur     esse    J  -7- ■  =  y  •       Deinde    pro     integratione     reliquorum 

terminorum  ponatur 

J  y(i-.tw)  ^  V        ^         -^  1/(1— w)' 

quae  aequatio  differentiata  dat 


=  (n  -4-  1)  At;**  1/  (1  —  w) 


Va— w)""^        ^        ^  ^         ^      y(i_w)      y(i— w)' 

unde  per  |/  (1  —  w)  multiplicando  prodit 

t;^-*-^  =  (n  H-  1)  Av""  —  (n  -H  1)  At;''-*-'  —  At;*-*"'  -f--Bt;^ 

Hinc     termini     in     quibus    inest    v*^'*'^^       inter     se     aequati     praebent 

1 

nH-2 


1  =  —  (n  -4-  2)  A ,       ideoque    A  = ^ ;      termini     vero    t;**    con- 


tinentes     praebent     0  =  (n-Hl)A-4-B,      unde    fit    B  =  ^^^ ,       ita 
ut  in  genere  sit 

Jy(l-w)~         n-«-2^  ''^   '^  ^^  "*"  nH-2-'  y(l  — w)' 

quod      integrale     uti     requiritur      evanescit     posito     t;  =  0.       Ponatur 
nunc  t;  =  1 ,  eritque 

r  t?^H-2  ^    nn-l    r        v^^dv      , 

J  y(i-.w)   ~  nH-2  J    y(l— w)' 

binc    ergo    pro    n    scribendo    successive    valores    0,     2,     4,     6,     8^ 
etc.  erit 

wdv  1         K 


J  y(i— w)       22' 

n.  / 


v^dv        B_         l^       j^ 

y(i  — w)        4  '  2  '  2 


f 


I' 


m.  j 
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v^dv  6  8  1  Tc 


y(l  — w)  6         4         2  2  ' 

etc.  etc. 


qnibiis  yaloribus  adhibitis ,  erit  casu  v  =  1 

r    dv  jc  JL  .  Jl     1^«  3^   _5  l^  .  S^  .  5^  ^  jc^      . 

J  y  (1  _  V*)     2      22  '  2     2«  .  42  '  2     2»  .  42  .  6»  '  2 


2«     22  .  4»     2*  .  42  .  62  '^  22  .  42  .  62  .  82 

ita  ut  sit  ex  problemate  praecedente 

.  1  1.3  1.3.5  ^^^^ 


unde  fit 


2.6  2.4.9  2.4.9.  13 

2    \^  22   "*"   2*.42  22.42.62 

1  1.3  1.3.5 


_    ^   r-i    i!   ^    1^.32   12  .  32  .  52  ,     V 


7c  *  2.5  2.4.9  2.4.6.  13 


etc. 


2  .,  12  12.  32    12  .  32  .  52  , 

^  22    "*^    22  .  42  22  .  42  .  62    "•"  ^^* 


2)  De  integratione  formulae  irrationalis. 

^  V(««  —  ibx-1-exx) 

Acta  Academiae  Sdentiar,  PetropoUta/nae. 
Tom.  YI.  Pars  II.  Pag.  62  —  67. 

P  r  0  b  1  e  m  a     15. 
Invenire  integrale  hujus  formiUae  irrationaiis 


/ 


'Yiaa^  2bx  -•-  cxx) 

S  0  1  U  t  i  0. 


§.    47.       Incipiamus     a    casu    simplicissimo ,     quo     n  =  0,     et 
quaeramus       integrale       formulae       -7- ,       quae      posito 
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X  — transit    in    hanc     -7 ,     ubi    duo    casus    distin- 

gui    convenit,     prout  c   fuerit    vel    quantitas    positiva    vel    negativa.     Sit 
igitur    primo    c  =  -^  ff.    et    formula    nostra    fiet    — 7 , 

1        e^y^aaff—^hh^^ee) 

cujus     integrale  .  est    -j  l g ,      ideoque     erit     nostrum 

integrale 

1        cx  —  h-^^y  {aac^^hcx-^ccxx) 

y"c* 1 ' 

quod  ergo  ita  sumtum ,  ut  evanescat  posito  x  =  O^  evadet 

^  1        ex  —  h-^^c^aa—^hx—cxx) 

V 


y  c  — d-HaVc 

At    vero    si    c    fnerit    quantitas    negativa ,     puta    c  =  —  ggy    formula 
differentialis    per    5    expressa    erit    — 7 ,      cujus    integrale 

g  y  (aagg-f-55  — ir;8r)' 

1  X 

est  —    Arc.    sin.    -7; ■  -+-  C ,     quare    integrale    ita    sumtum ,     ut 

g  y  (oagg  -I-  hh) 

evanescat  posito  x  =  O^  fiet 

1     *  •  caj  — 6  1     1  •  ^ 

—  Arc.  sm.  -7 1 Arc.  sm. 


g  '         '   l/ (aagg -4- 55)  g  *         '   y(aagg-H55) 

§.     48.        Denotet      nunc      11      valorem      formulae      integralis 
-7 ita    sumtum ,     ut    evanescat    posito    x  =  0,     sive    c 

y^aa-n^hx-^exx)  '  f  j 

fuerit    quantitas    positiva    sive    negativa ;       ac    si    sit    c  =  -t-  ff    erit 
uti  vidimus 

1        //«  — 5-*- /y(aa  — 2  5« -f- //«?«)  ^ 

altero  vero  casu ,  quo  c  =  —  gg,  erit 

n  =  -  -^  Arc.  sin.    /^^"^^      -1-  ^  Arc.  sin.  -^— i— 

g  y(aagg-»-55)  g  y(aagg-i-55) 

sive  ambobus  arcubus  contractis  habebimus 

1  ,       5g  y(aa  — 25rc  — gga:»)  — a5g  — ag»a; 

n  =  -r  Arc.  sm.  tt 

g  aagg-i-55 

Quoniam     igitur     moz     ostendemus,       integrationem     formulae     generalis 
J  TT. — ^TT^ ;    semper    reduci    posse    ad     casum    n  =  0 ,     si    modo 

•^  y  (oa  —  25a? -«- ciRr)  ^  ^ 

fuerit    n    numerus    integer    positivus,     omnia    haec    integralia    per    istum 
valorem  11  exprimi  poterunt. 


AD  TOM.  I.     CAP.  n. 
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§.    49.       Jam    post    integratioDem     quantitati    variabili    x    ejus- 
modi  valorem  constantem  tribuamus,  quo  formula  irrationalis 

j/  (aa  —  2  6a?  -•-  cxx) 

ad    nibilum    redigatur ,     id    quod    fit ,     si    sumatur    x  = , 

ideoque     duobus    casibus.      Ponamus    pro    utroque    casu    functionem    11 
abire  in  A  ,ita  ut  casu  c  =  //  sit 


1    -1/(66-00)50 


pro  altero  autem  casu ,  quo  c  =  —  gg 

1  .      ±og  y(66-+-aogg)  1  .  og 

A  =  —  Arc.  sm. =  —  Arc.  sm.  -? 

g  oogg-t-66  g  y(66-«-oogg) 

^08  autem  valores  A  in  sequentibus  casibus,  quibus  ipsa  formula 
radicalis  'y/  (m  —  2hx  -t-  cxx)  evanescit ,  potissimum  sumus  con- 
templaturi. 

§.  50.  Nunc  ad  sequentem  casum  progressuri,  considere- 
mus  formulam  8  =  ^  {aa  —  2hx  -%-  cxx)  —  a ,  ut  scillicet  evanes- 
cat  facto  X  =  0 ,  et  quoniam  est 

\    —  hdx  -+•  cxdx 

T/(oo  — 26»-t-caa)  ' 

erit  vicissim  integrando 


o^ 


xdx 


V  (oa  —  2  6«  H-  coBx) 


=  6J 


dx 


1/(00  —  2  6»-»-  cxx) 


8 


unde  colligimus 


xdx  6    „ 

—j =  -  n 

y  (oo-i-2  6«-i-cicaj)  c 


"V  {aa  —  26a;-i-ca:aj)— o 


,        .    .  ..  .    .  6:±:l/(66-ooc) 

quare     si     post     mtegrationem     statuamus    x  = , 


quippe 


quibus  casibus  fit  y^  (oa  —  2hx 

r  xdx 


cxx)  =  0  et  n  =  A  fiet 


I  A  A  — . 

'V  {aa  —  2  6»  -t-  cxx)  c  c 

§.     51.       Sumamus     porro    8  =  x  ^  {aa  —  2hx 
^^  ^  aabx-^zhxbx^%cxxbx ^  ^^^^  ^^.gg.^  integraudo  coUigitur 

y  {flfk  —  26a5 -4- ca?aj) 
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2c[  ^, ^ =  36  f-7 — aaf-^ ^ h5, 

•^  y(aa--2hX'*'CXx)  ''    y  (aa  —  2hx -•- yxx)  •'  V  (oa  — 2&a;-4-ca;a;) 

unde  statim  pro  casu  j/  (aa  —  2  6»  -4-  cxx)  —  0  deducimus 

r gacddp (Shh  —  cuMc)    *    Sdb 

^  y (aa-^^hx-^cxx)  2cc  2ce 

§.     52.      Jam     ad      altiores     potestates      ascensuri      statuamus 
$  =  XX  y/  {aa  —  2bx  -^  cxx) ,  et  quia  hinc  fit 

^  2€Mxdx  —  5  hxxdx  -¥•  Sex^dx      . , 

os  =  — -7 : — ,  ent 

y  (aa  —  26« -♦- cica;) 

x^dx  p^  1.  r  XX  dx 


Sc\-, ^ =  56  f 


V(aa  — 2&a;-t-ca»)  ^  V(««  — 21mb  — «ca;) 

—  2aa|r7r : :  -+-  8 

•^  y(aa  — 26a;-«-c«aj) 

hincque  porro  pro  casu  quo  post  integrationem  statuitur 

hzh  V(hh --^aac)     ,    ,    ,.. 

X  = •  habebitur 

c  ' 

r a^dx  /55^  — 3aa6c\    i    

•'  V  (oa  —  2ia; -4- ca»)  V        2<fi        ) 

§.     53.       Simili     modo     sit    $  =  a^  j/ (aa  —  2hx -¥- cxx)^      et 
quia  hinc  fit 

%  SaaoMcdx  —  75a5'daj*t-4ca;*daj 

y  (aa  —  2&a? -«- cxa;) 

erit  vicissim  integrando 

a^dx  m-L  r  o^dx 


ISahh 
6c» 

-^ 

2a« 
Scc 

6dbh 
2cS 

^ 

2a» 
3cc' 

4c  f^ 5:f5 =  76f 


V  (aa  ^  2hx -*- cxx)  ^  "Y  (aa  —  2hx -^ cxx) 

_3aa  f-7 "^ H  «; 

•^  y  (aa  — 25«-Hca») 

tum      igitur      pro      casu      quo      fit     ^  {aa  —  2hx  -¥-  cxx)  =  0 ,       ha- 
bebimus 

r  x^dx  /356*   Ibadbh  3a*\    a    36 a5^  56a^6  ^ 

^  y  (aa  —  2hx -^  cxx)  \Bc^  U^  8cc/  8c*  24c» 


1  .  8  .fl5 
1  .  2  .  cc  ' 

1.3.  6dbh        1  .  2  .  2aS 


1  .  2  .  3c8         1  .  2  .  3cc  ' 
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§.    54.       Quo    autem     ordo  in    his    formulis    melius     explorari 

possit,       singulas     exhibeainus      per  factores,       quemadmodum      ordine 

oriuntur,      sine    uUa    abbreviatione ,  atque    hoc     modo    formulae     inte- 
grales  inventae  ita  repraesententur 

i-y =  A, 

f  xdx  ^     A  ^ 

•^  "Y  {aa  —  2hx '•' cxx)  c  c  ' 

r xxdx    '  /1  .  Shh  aa    \    a 

•^  Yiaa  —  ^hx-i-cxx)  \1  .  2cc  1  .  2c/ 

r  x^dx  A  .  3  .  bh^ 1.3.  3qad\  a 

^  y (aa  —  2hx -*- cxx)        \1  .  2  .  3c»         1  .  2  .  3cc/ 

r  x*dx  /1  .  8  .  6  .  7&* 1.3.6.  6aaftb  1  .  3  .  3a*   \   . 

J  y  (aa -- 2hx -^ cxx)        \1  .  2  .  3  .  4c*  1  .  2  .  3  .  4c8  1.2.3  .  4cc/ 

1.3.5.  7db^  1.5.  lla^ 

1  .  2  .  3  .  4c*    ■*"    1  .  2  .  3  .  4c» ' 

§.    55.      Instituamus    nunc    in    genere    istam     evolutionem,     su* 
mendo  s  =  a^  j/  {aa  —  2bx  -i-  cxx) ,  et  quia  hinc  fit 

"\    naax^  ^  ^  ^g  —  (2n  -♦- 1)  hx^  ^g  -♦-  (n  -<- 1)  ca;^  "^^dx 

y  (aa-^^hx-^-cxx) 

inde  yicissim  integrando  colligitur 

J  y(aa  —  2hx-*-cxx)  J   y  (aa  — 25«-i-caa:) 

—  ma  f  —r-^ — -i-  x*^  \/  (aa  —  2hx  -%-  cxx). 

J  y(aa  — 26aj-f-ca?a;)  ^ 

Quod  si  vero  jam  ante  elicuerimus 


f    .    '^~''' —  =  MA  — a»  et 

J     V  laa '~~- 2hir.  ^^ MRsr\ 


f  «"^*  =  NA  —  Sl 


V  («a  —  26a5  -♦-  ca») 

ita   ut   hae   duae   formulae    sint    cognitae,    sequens    ex    iis    ita    determi- 
nabitur,  ut  sit 

5  * 
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f  g** ""  ^  ^a?  r(2n  -h  1)  bN,  naaM  n    * 

J  V(««  — 26a;-f-Cica?)  L  (n-#-l)c  (n-f-l)cj 

(2n-f-l)&^  naa^ 

(nH-l)c      ■*"  (n-#-l)c' 

Hoc  igitur  modo  has  integrationes ,  qnousqne  libuerit ,  continuare 
licet,  dum  ex  binis  quibusque  sequens  ope  hujus  regulae  formatur, 
ita  ut  omnia  haec  integralia  vel  a  logarithmis  vel  ab  arcubus  cir- 
cularibus  pendeant,  prouti  coefficiens  c  fuerit  vel  positivus  vel  ne- 
gativus.  Manifestum  autem.  est  istos  valores  assignari  non  posse, 
nisi  exponens  n  fiierit  numerus  integer  positivus. 


3)  De  integratione  formulae  j.^^^^^j^^^  aliammque 
ejusdem  generis,  per  logarithmos  et  arcus  cir- 
culares.  M.  S.  Academiae  exhib.  die  16 
8ept.   1776. 

§.    56.     Cum    mihi    non    ita    pridem    contigisset,    integrale    hu- 

jus     formulae     f  — fzrj^i —     P^r     arcum     circularem     et     logarithmum 

exprimere,  haec  integratio  eo  magis  mihi  visa  est  notatu  digna, 
quod  nullo  modo  perspiciebam ,  eam  ad  rationalitatem  perduci 
posse,     quandoquidem     certum     est,     istam     formulam,     quae     simplicior 

videatur ,     J  da?  |/  (1  -h  «*) ,      neutiquam     ad     rationalitatem      revocari 

posse,  neque  enim  videbam,  accessionem  denominatoris  1  —  oi^ 
hanc  reductionem  prdlnovere  posse,  hincque  concludebam  dari  ejus- 
modi  formulas  differentiales  irrationales ,  quarum  integralia  per  lo- 
garithmos  et  arcus  circulares  exhibere  liceat,  etiamsi  nulla  substitu- 
tione  ab  irrationalitate  liberari  queant:  quaequidem  conclusio  utique 
valet  pro  formulis  compositis,  quanquam  enim  istae  formulae 
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r        dx  r        dx 

iyil  -^a^^    j    i/(l  ^a^) 


ad  rationalitateia  reduci  possont,  tamen  fonnnla  ez  iis  composita 

A  B 


per  DuUam  plane  substitationem  ad  aliam  formulam  rationalem  re- 
dnci  potest;  propterea  quod  utraqne  pars  peculiarem  substitutio- 
nem  postulat. 

§.  57.     Interim  tamen  cum  formulam  propositam 

J         1  -^ar*         *~ 

attentius  essem  contemplatus ,  inveni,  eam  ab  irrationalitate  liberari 
posse,  ope  hujus  substitutionis  prossus  singularis 

y(i^-tt)H-y(i-tt) 

X     =     -7 

t  y2 
Hinc  enim  fit 

dt  dt 


dx  =  — 


«y2(i-4-tt)      «^2(1—«)* 

quae  duae  partes  ad  eundem  denominatorem  reductae  dant 

*"  =  -  iri4^,  [y  (1  -  «) -^  y  (1 H- «)] . 

Cum  igitur  sir 

y"  (1  -H  «)  -4-  |/  (1  —  tt)  =  te  y"  2 , 
hoc  valore  substituto  fiet 


dx  =  — 


xdt 


*y(i-«*)' 

ita  nt  sit 

xdt  y(l-*-a:*) 


ds  = 


*(i-ic*)  y(i— <*) 
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XX  = 


Porro  auteiQ  sumtis  quadratis 
i-*-y(i-*4) 


unde  colligimQs 

1  H-  «r  = g =  -^  [/(1  ^«)^  |/  (1  _  «)], 

sicqne  ob 

/  (1  -f«  «)  -*.  |/  (1  —  «)  =  te  >/  2,  erit 

«y2(i^tt) 
1  ^  «r  = j 

Simili  modo  erit 

Hinc  igitur  sequitnr  fore 

1  —  a    = j^ , 

qui  valor  in  nostra  formula  snbstitutis  praebet 

«a«y  (!•«-««) 

O^  =   -^     j,«(l_^)    • 

§.  59.    Deinde  sumtis  quadratis  habebimus 
(1  ^  ^Y  =  2f£(Jjt«)  et 

(1  -  <^)\  -  ^^^. 
quibuN  additis  pn)dibit 

(1  -^.  x^f  -H  (1  —  tw?)»  =  2  (1  H-  **)  =  ^, 

undd  flt 

K  (•  -^^)  =  -7—5 
quo  vuloro  HubHtituto  nostra  formula  abit  in  hanc 

quuii  <«rf(0  forniula  ONt  ratloualis  et  solam  variabilem  <  complectitur. 
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§.  60.     Ciim  igitur  porro  sit 


1  •  -i_  ^  1  .      1 


1— t*  8         l-#-tt  8         1—«' 

tum  vero  integrando  reperiatur 

J  j^  =  Arc.  tang.  «,  et 

J  1-«  —  8     i-#  ""     y(i-«)' 


qnibns  valoribus  substitutis  reperietur 


S  =  —V  Arc.  tang.  t  h ^  Z    /"*"^    . 

2  1/2  ^        2y2    y(i— «) 

«y^ 

Quare  cum  regrediendo  sit  t  =  -7 ,  supra  autem  invenerimus 

y  (l-f-a:4) 


2a»B      .i    A.  2«« 


hincque 

1  _  «  =  (Izi^  ideoque  /(!-«)=    /""^   , 

l^a^  '  1       r    V  ^'        y (1-1-0?*)' 

his    valoribus    substitutis,  integrale    quaesitum    per    ipsam'   variabilem 
X  sequenti  modo  exprimetur 


fdxVil-^-x^)  1        .  xV^  1       ,a;y2-*-"V 

I : —  =     -,/    Arc.  tang.  -7 1 tt-  ' 

J         1  —  «*  2^2  ^    y^l^ic*)  2^2  1  — 


§.  61.  Hic  autem  merito  quaeretur,  quonam  artificio  ad 
substitutionem  illam,  quae  primo  intuitu  a  scopo  prorsus  aliena 
videtur  pertigerim?  quandoquidem  nemo  eerte  in  eam  incidisset, 
neque  etiam  ipse  memini,  quanam  ratione  ad  eam  sim  perductus. 
Yerum  postquam  omnia  momenta  accuratius  perpendissem ,  me- 
thodum  multo  planiorem  detexi,  qua  istud  negotium  sine  tot  amba- 
gibus  absolvi  potest,   quam  igitur  hic  perspicue  proponi  conveniet. 
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M€th>dm     plmiar     et     magis     naturalis^      formukm     integralem     pro- 

positam  tractandi. 

§.     62.       Quo    ex    formnla    dS  =  ^ ]l^ -     irrationalitatem 


saltem  apparenter  tollamor,  ponamos  y/ (l -^  s^)  =pXj  ut  fiat 
dS  =  Y~^'  Cum  igitur  sit  1  -t^  a?*  =  ppxx^  erit  radicem 
extrahendo 

XX  =  Ipp  -t-  yi\p*  —  1). 

Ponatur  hic  |  i^p  =  9,  nt  habeamns 

XX  =  q  -+-  y/iga  ~  l)y  et 
2to  =  J[g-H  |/to—  1)], 

hincqoe     differentiando    —  =  r7— ^ — ■:      ergo    loco    q    restitato     va- 

X  Viqq  —  i) 

lorejM),  eritH^  =  :p^^j,  sicque  fiet  dx  =  ^^^,  quo 
valore  substituto  fit  dS  =  ; ^^ -. 

§.   63.    «Ut    nunc    hinc    quantitatem    ox  penitus    ejidamus,    quo- 
niam  invenimus 

jy^y(|,4^4) 

ossr  =  jj ,   ent 

x^  =  5 ,  hmcque 

.  _  4-i)^-j)py(p*-4)  _  ^  y(p^-4)to>-i-y(i>4-4)] 

Unde     coUigitur     fore    — —  =  —  vTTTl'      ^^^     valore     substituto 

impetramus  formulam  di£ferentialem  rationalem  per  novam  variabi- 
lem  p  expressam,   quae  est 

ppdp  y  (!-♦-«*) 

dS  =  —  ~4^,  existente  p  =  — ^ — ; 

unde  idem  integrale,  quod  ante  nacti  sumus,  deducitur^  Similis  au- 
tem  substitutio  cum  successu  adhiberi  potest  in  formulis  inte- 
gralibus  multo  magis  generalibus;  veluti  in  sequente  problemate 
ostendemus. 


AD  TOM.  I.     CAPUT.  U.  41 

Problema     16. 

§.  64.     ProposUam  formulam  integralem  8  =  1  — -j 

ope  idoneae  substittUionis  db  omni  irrationaiitate  liberare. 

S  0  1  u  t  i  0. 
Ad  speciem  saltem  irrationalitatis  toUendam,  ponamos 
-j/  (a  -f-  hoox  -+•  csc*)  =  px , 
ut  habeamus  S  =  f  ^zr^  •     Cum  igitur  sit 

P  =  s ,   ent 

•j      odjg  —  ex*dx  adx  —  cx^dx 

axc  V(«-*-^aa?-*-c«*)  px*        ' 

unde  erit 

quo  valore  substituto  fiet 

O^  —   —  ^a^cx^r 

§.  65.     Deinde  cum  sit 
O  -•-  CiT*  =  {jpp  —  h)  xx^ 
hincque  porro 

(a  -f-  CiC*)^  =  (fiP  —  W  ^^ 
aufferatur  4aca;^,   ac  remanebit 

(a  —  caff  =  [{!PP  —  bf  —  4ac]  ic*, 
'    quo  substituto  formula  nostra  fiet 


dS  =  —  r. 


ppdp 


Sicque     quantitas     variabilis    x    penitus    e    calculo    est    extrusa,     ac    de- 

* 

ducti     sumus     ad    formulam     differentiatem     prorsus     rationalem,      cujus 
ergo     integratio    per     logaritbmos     et    arcus     circulares     nuUa     amplius 
VoL  IV.  6 
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laborat    difficultate.       Quin    etiam    formulae    adhuc     generaliores     eodem 
modo  feliciter  tractari  poterunt. 


P  r  0  b  1  e  m  a     17. 
§.  66.     ProposUam  hanc  formtdam  integralem 


-j 


»""'  dx  y  {a -t- Ik^  -t-  esB»") 


ope  idoneae  substUutionia  ab  otnni  irrationdUate  liberare. 


S  0  I  u  t  i  0. 
Utamur  igitur  hoc  substitutione 
^  (a  -♦-  fei^  -*-  ax?^)  =  px , 
ut  formula  proposita  hanc  induat  formam 

tum  vero  cum  sit 

P     —  a.n  j 

erit  differentiando 
unde  fit 

/)r    —    _  j)^-^  «**■*-*» 

quo  valore  substituto  formula  nostra  induet  hanc  formam 


•.■*.; 


4 
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§.  67.    Deinde  cam  sit 

fl  -4-  ca?"  =  (p*  —  6)  «",  erit 
(a-*-<«c*7  =  (l)"  — 6)' «"»; 

binc  subtrahator  4  aca?'* ,  et  remaoebit 

(a  —  <a»")»  =  [(p"  —  6)»  —  4  ac]  «»" , 

substitoto  igitur  boc  valore  fiet 

^    ifl P^^ 

qnae     ergo     omnino    est    rationalis,     atque    adeo    integratio    per    loga- 
rithmos  et  arcos  circolares  facile  expeditur. 

P  r  0  b  1  e  m  a     18. 

§.      68.       Invenire      fcrmulas     integrales     adhuc     generaliores  j 
quae  ope  substitutionis 

>/  (a  -f«  &D'*  -f-  ax^'')  =  px 

ad  rationalitatem  perduci  guea/nt. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Quoniam    in    praecedente    problemate    invenimuSi      hanc    formu- 
lam  di£ferentialem 

a  —  ca?'' 
ope  hujus  substitutionis  reduci  ad  istam  formulam  rationalem 

—  (p-  —  bf  —  4ac'   ^"^^ 


(»«'•  Cp'*  — 6)*  — 4ac' 

6* 
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ubi    loco    P    functiones  quaecunqne    ipsius    x    accipi    possunt    ejusmodi, 

ut    facta    substitutione  praebeant    functiones     rationales    ipsius    jp,      id 

quod     infinitis     modis  fieri     poterit,      quorum     praecipuos      hic      per- 
curramus. 

§.  69.     Cum  vi  substitutionis  sit 


=  P 


X 


loco    P    potestas    quaecunque    ipsius   p    assumi    poterit,     quae    sit    p^. 
Sumatur  igitur  P  =  jp^Q,   eritque  etiam 

Q  ^  (a  -H  &«•*  -H  cx^^ 
p  =  ■ 


quibus  yaloribus  substitutis  prodibit  ista  aequatio 

Qx^^-^-^dx  ^  (a  -H  fec'*  -H  cx^f''*^'  Qp^^^^dp 


a—car  (p**  — 6)«  — 4ac 

quae  posterior  formula  denuo  est  rationalis. 

§•     70.       Deinde    in    praecedente     problemate     quoque     inveni- 

mus  esse 

(a  —  ax^? 

i— 5^  =  (p^  —  hy  —  4.ac, 

quam  ob  rem  pro  Q  sumamus  potestatem  exponentis  t  harum 
quantitatum,  vel  potius  harum  quantitatum  reciprocam,  scilicet  ca- 
piatur 


Q  = 


«*'•*  1 


(a  _  cx^y^        [(j>"  _  6)2  _  4  ac\^ 


Quibus       valoribus      substitutis      obtinebimus      formulam      latissime      pa- 
tentem  hanc 
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45 


^^,j^_x-a^^  f/  (a  -H  &c~  -I-  CiO^-^^ 


p^^^^^dp 


(a  —  caT) 


al-*-i 


[ilf^  —  hf  —  4ac]* 


ubi  pro  litteris  X  et  i  nameros  quoscnnque  integros  sive  positivos 
sive  negativos  accipere  licet,  perpetuo  enim  formula  differentialis 
per  p  expressa  manebit  rationalis. 


§.     71.  Quin  etiam     haec,  reductiov  multo     generalior    reddi 

potest,     propterea  quod  necessum     non     est    ut    X    sit    numerus    inte- 

ger:      Quaecuuque  enim  fractio     pro    X     assumatur,      formula    per    p 

expressa     semper  facile  ad     rationalitatem     reduci    poterit.       Si    enim 

ponamus  X  =  -^,  membrum  dextrum  fiet 


vn 


dp 


[(p"  —  6)' —  4  ac]' 


p 


qaae    rationalis    redditur    ponendo    p 
ideoqae  hoc  membrum 

~  Hg"*  —  hf  —  Aac]*-*-*' 


Kanc  autem  uti  oportebit  hac  sabstitatione 
y  {a  -t-  baT  -+-  cx^")  =  q^  X , 


=  2* ,    erit    enim    fllp  =  vj'    '  dj , 


atqae  babebitur  ista  redactio 


X 


(2»-i-  l)n 


^—2 


dx  y/ (a -t- bx*  -*-  ca^") 


H-^v 


(a- 
vg"* 


Vfl  -•-  V  —  1 


dq 


[(2 


nv 


6)2  —  4acf 


I» 


quae  postrema  formula  utique  est  rationalis. 
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§.    72.     Ut    etiam    in    membro    sinistro    ezponentes    fraetos    ip- 
sias  X  tollamas ,  ponamos  x  =  y* ,  eritqae 


(a  — (^-y-' 
==  _        gii-*»-«-i>-«^^ 

~         [(j»»  —  ^)»  —  ^^^]'-*-'' 

quae    expressio    autem    multo    generalior    videtur,       quam    revera    est. 
Si  enim  loco  nv  ubique  scribamus  n  resultat  ista  aequatio 


haec  autem  aequatio  manifesto  non  discrepat  ab  illa  §.  70.  alla- 
ta ;  si  enim  hic  loco  (jl  h-  v  —  1  scribamus  X  et  loco  y  et  2  ^^ 
ante  x  et  jp,  ipsa  praecedens  aequatio  reperitur,  sicque  sufficiet 
loco  X  numeros  integros  assumere. 


Corollarium. 

§.  73.  Quo  clarius  indoles  harum  formularum  perspiciatur , 
sumamus  n  =  2,  et  formula  differentialis  variabilem  x  invol- 
vens  erit 

x**-^  dx  y  {a -t- hxx  ■+■  cxf-*-* 
(a  -  ca^f  ■*-' 

qaae      focta      sabstitatione    y/  (a  -¥■  hxx  -*-  caf')  =  px ,      transmutatar 
in  hanc  rationalem 

[(^__6)»_4ac]'*" 
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nnde  samendo  X  3=  4t  resaltat  ista  aeqaatio 


(a  —  (o*)»*-*-'  [(pp  _  6)» .—  4  ac]**' ' 

in  qoa  si  porro  ponatur  i  =  0 ,  fiet 

dx  ^y (a-*-bxx-*-ae')  PP^ 

_^^_^__^__^^^_^_^^_^____^_      ""■■      _a^B      — ■_v___^________^>n  • 

a  —  cx^  {pp  —  fc)*  —  4  oo  ^ 

quae  si  insnper  ponatur  a=l,   &  =  Oetc=l,  praebet 

qnae  est  ipsa  reductio,   quae  supra  §.  63.  fuerat  inventa. 

Corollarium     2. 
§.  74.     Si  sumamus  n  =  3 ,  prodibit  ista  reductio  generalis 


< 

^61-XHHI 

^dx  ^(a-H6a?-H(^)^-^^ 

— 

^^-« 

^ 

(a-ca;^)^'"*-^                    " 

[(?•- 

6)»- 

-4ac]**' 

quae 

ponendo 

t  =  0  migrat  in  hanc 

a?"" 

^"*-'da?|/(a-H&r^-»^c«V*"' 

p^- 

• 

a  —  cx^ 

■■"  (!>' 

-6)» 

—  4ac' 

posito 

vero  b 

=  0,  haec  prodit  formula  concinnior 

tc*" 

^'*^'dxy(a-^<^f'^' 

p' 

—  4ac 

» 

a  —  c^                  ~ 

cujus 

duos  casus  evolvisse  juvabit. 

I.     Sit  X  =  0 ,   eritque 

8 


xdx  |/  (a  -4-  ca?®)  p'  djp 


a  -^  cx^  p^  —  4  oc ' 
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qnae  conciimior  redditnr  ponendo  xx  =  y^  reperietur  enim 
dy\/{a-^cf)  2jp»fl>p 


*         • 


a  —  q^  p^  —  4  oc 

IL     Sumto  autem  X  =  1 ,  ista  prodit  expressio 


dx 

i/(a 

-¥-eaff 

p^dp 

a  — 

cafi 

Sc 

t^  —  4oc 

• 

;  h  0  1  i  0  n. 

§.   75.     £z    his    exemplis    satis    intelligitur ,    qoam    egregie  re- 

ductiones    ex    nostris    formulis     generalibus     deduci    queant,     quarum  re- 

solutio,     nisi    methodus    nostra    adtubeatur,     omnes    vires    analyseos  su- 
perare  videatur. 


4.)  Memorabile  genus  formiilarum  differentialium 
maxime  irrationalium ,  quas  tamen  ad  rationa- 
litatem     perducere    licet.      M.    S.    Academiae 

exhib.   d.   15,    Maii  Ylll. 

§.76.     Cum  nuper  hanc  formulam  differentialem 

dx 

(1  —XX)  \/  {2xx—  1) 

tractassem      eamque      singulari      modo      ad      rationalitatem       perduxis- 
sem,      mox     vidi     eandem     methodum     succedere     in     hac     generaliori 

j-- ,      atque     adeo      in      hac      multo      generaliori 

(a  -♦-  hxx)  y  (a  -*-  2  hxx) 
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dx 

abi      irrationalitas     ad      ordinem      quantam- 


vis  altum  assurgere  potest,  cujus  resolutio  sequenti  modo  instituitur. 

8.    77.       Utor     scilicet    hac     substitutione  s— =  Z, 

^  y(a-+-26a;^ 

ut      formula      nostra     integranda ,       quam     per     d  V     indicemus ,       fiat 
dV  =  —  •  j^TjjBj  sumtis  ergo  logarithmis  erit 

IZ  =  Iz  —  ^l(a-H  26x"), 
unde  differentiando  fit 

dZ    dx  b^*»  — 1  dx   dx  (a •+■  hx^) 

~Z  ~x  a-4-26a^  a:(a-#-26a^) ', 

erit  ergo 

djc   a  Z  (g  -t-  2  hx*^) 

X  Z  (a-4-6aj**)    ^ 

hinc  ergo  nostra  formula  erit 

•x-rr    dZ  (g  -♦-  2  &g^) 

'^^    —        (a-^-haf^f     • 


Cum  igitur  sit 


a***  -x  ^»  1.  n  a:*  ** 


Z"*  =  ^£h^^  e"t  a  -*-  2&t^  =  2,«, 
ideoque 


Z2^  (aH-6a;*»)«* 

Cum      porro      sit      oa  h-  2  abaf^  =  ^^,      addatur     utrinque     66ai***, 
et  prodibit 

(a    *    hxy   =  ^    H-   6&a^"    =   ^NaHHbbZtn)^ 

qao  valore  snbstitato  nostra  formala  evadet 
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quae    ergo    formula    est    rationalis,    ideoqoe    per    logarithmos    et    arcns 
circolares  integrari  poterit. 


§.  78.     Obseryavi    porro,  cum    hic    post    signum    radicale    tan- 

tum    binomium     involvatur^     ejus  loco    quoque    trinomia,     atque    adeo 

polynomia     introduci     posse.       Pro  trinomiis     autem     formnla     di£feren- 
tialis  talem  habebit  formam 


(a  -H  6rr^)  y  {aa  -h  3abx''  -h  366«'*)' 

ubi  ergo  irrationalitas  ad  ordinem  multo  altiorem  ascendit.  Nihilo 
vero  minus  etiam  ista  formula  ab  irrationalitate  l|berari  poterit  ope 
similis  substitutionis 

X 

Z  = 


"y  {aa-^  3a6a?''-H  366a;*")' 
hinc  enim  sumtis  logarithmis  per  differentiationem  nanciscemur 

dZ  dx  abx''*'^^  dX'*-2hha^'-^  dx 


Z  X  aa-*-3afca5^-*-3  66«**»        ' 

dZ   dx  (g  -H  ha^)^ 

Z  a;  (aa  -4-  3  ad«**  -♦-  3  hha^  •*) ' 


seu 


ideoque 


dx  dZ       aa -4- 3  adrc^ -f- 3  &ftaj*" 


X  Z  (a-^-ha^)^ 

Cum     igitur  nostra    fonnula    jam    sit    ^V  =  —  •  ^^^,      introducto 

elemento  dZ,  obtinebimus 

^Y  aZ(aa-^3afea;*»-fr-3bfea^^) 

^^  ~  (a-4-ba;»»)»  ^ 


t  . 


I-  . 
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§•  79.     Gum  igitur  vi  substitationis  sit 
V  {aa  -H  3a6a;"  -h  Sbbx^'')  =  f ,   erit 


aa 


iabx''  -^  31M''  = 


28n- 


Multiplicetur  utrinque  per  a,   et  addatur  utrinque  b  x    ,   eritque 

hoc  igitur  valore  substituto  ex  formula  nostra  littera  x  penitus  ex- 
cludetur,  prodibitque  dV  =  ^-ijrja^n-  Cujus  ergo  integrale  semper 
per  logaritbmos  et  arcus  circulares  reperire  licebit. 


§.  80.     Pro  quadrinomiis  autem  ponamus  brevitatis  gratia 

I 

y  (a* -+- 4 aofca?'' -+-  Gabbx^''  -^  ^ft^a^^^^S, 
ac  formula  ad  rationalitatem  reducenda  proponatur  haec 

dx 


dv  = 


(a-*-lw«)S' 

X 


id    quod    simili    modo    succedet^  ope    hujus    substitutionis    -^^  =  Z,     un- 
de  formula  nostra  erit  dV  =  —  •  ^i^r^-     Cum  nunc  sit 

dS   _    aabx^'-'^  dx -^  S  dbhx!^^  —  ^  da; -1- 3  ftga?»^  ""  >  dx 
S  a8-*-4aa5a;*»-»-6a66a:2**H-4  68aj»»»  ' 

sive 

dS   djc        ha^{aa-%-S dbx^ -4- 3 bbx^^) 

'¥   ~   ~x     '  S*»*  ' 

..  dZ  dx  dS  . 

ent  -Y  =  — g-;   consequenter 


-r   =  -:r  •       sin  \   hmcque  —  = 


S^^dZ 
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qno  valore  sabstitato  formala  nostra  erit 


dV  = 


(a -*-&«•»)*• 


§.  8L     Gam  aatem  sit 

S'**  =  a'  -H  ^aah^  -+-  eoftfer**  -i-  46V,   erit 
aS''*-+-6V*  =  (a-i.6aO\ 

qao  valore  sabstitato  erit 

S«»»dZ 


dV  = 


aS*«-»-b*«**»' 


qoia     igitar    posaimas    Z  =  -|-,     erit     S  =  ^j    ideoqae     S^**  =  ^, 
qui  valor  sarrogatas  dabit 


dY  =        ^^ 


sicqae  itidem  ad  rationalitatem  est  perducta. 

§.  82.  Hinc  jam  facile  intelligitar ,  qao  modo  pro  omni- 
bas  polynomiis  formalae  differentiales  comparatae  esse  debeant,  nt 
tali  sabstitatione  ad  rationalitatem  per^aci  qaeant,  id  qaod  in  ^se- 
qaente  problemate  expediamus. 


P  r  0  b  I  e  m  a     19. 

§.83.     Si  proposita  fuerU  haec  farmida  differentiaiis 

dx 


dV  = 


X  Jim » 


(a  -t-  bx^^y  [{a  -H  &»•*/  —  6V-] 


eam     ad     ralionalUatem      reducere^      qwmlumvis      magni      tyumeri     pro 
n  e<  X  accvpiantwr. 
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S  0  1  u  t  i  0. 


Ponamas  etiam  hic  brevitatis  gratia 

y  [(a -*- 6ic~)^  —  6 V'*]  =  S, 


nt  formula  fiat 

^  ^    —   (a -*-&«♦*)  8' 

fiatqne  insuper  ^  =  Z^   ut  habeamus 


av  =  ^  . 


X        a^  bx^ ' 

Jam  logarithmos  differentiando  reperietur 

dS  hx^--^  dx  {a-^bx^^  —  ^  —  h^a^^—^  dx      ^. 

—  =  ■        \  ■  ,   sive 

dS    djc        hx^  {a-^hx^^^  —  ^  —  l^x^^ 

S     ~     rc     '  SX» 

Cum  igitur  sit  -^-  =  -^  —  "s"'  ^^^  valore  substituto  erit 

dZ    d£        g  (g -4- ba?*>)^  —  ^ 

Z  a;     '  S^*»  ' 

hiucque  vicissim  erit 

dx  S^«  dZ 


«  aZ  (a-*-l>a;*»)^— i' 

quo  valore  substituto  impetramus 

a(a-*-bx«)^' 

quia  nunc  est  (a  -+-  bx'')^  =  S^''  -^  6^a?^",   erit 

S^«  dZ 


dV  = 


a  {^n  ^  i\  ajXfi) 
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Deniqae    ob     S  =  ■-,       ideoque     S     =  -j^,      hoc    valore    substitnto 
obtinebitur 


dY  = 


dZ 


a  (1 -4- b^  Z^»») ' 


quae    est    rationalis    unicam     variabilem    Z    involvens,     cujos    adeo    inte- 
grale  per  logarithmos  et  arcus  circulares  >assignari  poterit. 


CoroHarium     1. 

§.     84.       Eadem     solutio     etiam     locum    habet,     si    pro    X    nu- 
meri    fracti    accipiantur,     qua    ratione    post    signum    radicale     denuo    ra- 

dicalia  involvuntur:   ita  si  fuerit  X  =  --,  erit  formula  radicalis 

1.  L 

S  =    /  [(a  -H  bary  —  V^xx], 

9 

et  formulae  nostrae 

dY  =        ^^ 


integrale  erit 


V  =  1  r ^ =  \  Arc.  tang.  6'*  Z. 

^  J  1  -I-  fe^  ZZ         ab^ 


G  0  r  0  1 1  a  r  i  u  m     2. 

§.  85.     Quo  haec   clariora  reddantur,    capiamus  a  =  1  ^    &  =  1 , 
et  n  =  4    ut  pro  postremo  casu  sit 

S  =  >/  [(1  -H  ic*)*  —  XX],  et  dV  =  ^^ 


(1  -+-  rr*)  -|/  [(1  -+-  o^y*  —  XX] 
cujus  integrale  posito 
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Z  =  — ,   erit 

y/  [(1  -H  a;*)i  —  (cx] 


V  =  Arc.  tang.  Z ,  sive  V  =  Arc.  tang. 


-/[(1  -i.rc*)i  —  xxY 
Siv  autem  manente  n  =  4  et  a  =  1 ,   fnerit  b  =  —  1 ,   ideoque 

&   =    y/  [{1  —  X^y^  —  XX  y/  —  1], 

ipsa  formula  prodiret  imaginaria. 


Corollarium     3. 

§.   86.      Pro     eodem     casu     X  =  — ,     sitn  =  6,     a=let 
6=1,   eritque 

S  =  |/  [(1  -*-  of)\  —  x(c\ ,   ideoque 


dv  = 


dx 


(1  -H  a;«)  |/  [(1  -+-  (xf)\  —  xx\ 


Cnjus  integrale  posito  ~  =  Z,   erit 


s 

X 


V  =  Arc.  tang.  Z  =  Arc.  tang. 


l/  [(1  -+-  a^)i  —  aja?] 


Similique    modo    alia     hujus    generis    exempla    pro    lubitu  formari    pos- 

sunt,       verum    quamquam     formula     problematis    admodum  est    genera- 

lis,     tamen    adhuc    multo    magis    generalior    fieri    potest,  uti    in     se- 
quente  problemate  sumus  ostensuri. 


P  r  0  b  I  e  m  a     20. 


§.87.  Si  proponatur  ista  formula  differentialis  mtdto  ge- 
neralior ,  quippe  in  qua  tres  occurrunt  exponentes  indeterminati 
X,   n^   et  m^ 
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(a  -+-  &r-)  y  [(a  -+-  bx^^f  —  b^x^^ ' 
eam  a&  ifYatianalitale  liberare. 

S  0  1  n  t  i  0. 
Ponatar  iteram  brevitatis  gratia 

V  [(a  -H  6a;**)^'  —  b^x^""]  =  S , 

ut  formula  integranda  proposita  fiat 


(a -*- 6«**)  S*»»  «         (a -*-&«•»)  8*»» » 

quae  ergo  si  porfo  at  ante  statnamus  -^  =  Z,  jSet 


unde     variabilem    x    penitus     eliminari    oportet.       Quoniam    nunc  am- 

bae    litterae   S   et    Z    eosdem    habent    valores,     ut    in    problemate  prae- 

cedente    atque    adeo     ipsa    formula     dY    oriatur,       si    praecedens  per 
Z^"*    multiplicetur ,     etiam    integrale    quaesitum    obtinebimus,    dum    su- 

perius     integrale    per    Z^'^^    multiplicabimus ,       quo    facto    erit  inte- 
grale  quaesitum 

y  _  j^  r  z^  —  ^dz 

a  J  1  -*-  6^  Z^^ ' 

fl 

Corollarium     1. 

§.    88.      Si    exponentem    m    negativum    capiamus,     irrationalitas 
in  numeratorem  transferetur ,  ita  posita  m  =  —  1  habebimus 

_  ^  V  K^  -^  ft^V  —  ^>^^^^] 

XX  (a  -^  bx^) 

c^juB  ergo  integrale  per  Z  expressum  erit 


V  =  i  f  _£±_ 

a  J  ZZ  (l-t-b^Z^*')* 
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dZ 


Qain     etiam    per    hunc    exponentem    m    irrationalitas     simplicior    reddi 
poterit,  yeluti  si  smnamns  m  =  X,   erit 


{a -*- hT)  y  [(a -^-  bx^f  —  h^  a^"] 

Cujus     integrale     posito     Z  =   g^,      retinente     S    superiorem     valorem 

erit 

y  _    1  r  z^  —  ^dz 

o  J  l-*-ft^Z^*»' 


Corollarium     2. 

§.  89.  Deinde  vero  etiam  si  pro  m  fractionem  assumamus, 
irrationalitas  adhuc  magis  complicabitur ,  veluti  si  sumamus  ni  =  |, 
formula  ^iff^^i^entialis  jam  erit 

dx 


dY  = 


(a  -H  hx'')  V  a?^'*  [(a  -h  IhxT)^  —  b^x^''] 


Yerum     hic    casus    facile    ad    primum     problema     revocatur     statuendo 
X  =  Wj   ita  ut  sit 

2dv 


dV 


2^»»/  r/^     .     r.jnxX  LX^jiXiii  » 


(a  -^.  6t;?«)  Y  [(a  ^  ?^Y  -  6V**] 


quae    formula    a    primo     problemate    aliter    non     discrepat     nisi     quod 
hic  exponens  n  duplo  sit  major. 


S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.     90.      Quamquam     binae    litterae    a    et    &    pro    lubitu    tam 
negative,     quam    positive     accipi    possunt,     tamen    occurrunt    casus,     qui 
8ub    hac    generali     forma    non    comprehenduntur :       veluti    si    propona* 
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tur      haec      formula    t-t ,       haec      in      problemate 

(1  —XX)  \/{2xx~  1) 

primo  non  continetar,  quia  fieri  deberet  aa  =  —  1,  qnod  cum  in 
genere  evenire  posset,  etiam  problema  generale  ad  hnnc  casnm 
accomodatum  subjungamus. 

Problema     21. 

§.     9L       Si     ponatur      ista      formula      differentialia      latissime 
patens  tres  exponentes  indeterminatos  invdvens 


e<m  db  omnx  vrratiomlitate  liberare. 

S  0  1  n  t  i  0 
Statnamus  ut  ante  brevitatis  gratia 

tnm  vero  Z  =  -|-,  nt  formnla  differentialis  fiat 


Nunc  autem  sumendo  differentialia  logarithmica  est 

dS    bx  ^  y^gXn  — /gfi  (ygn _ g)X  —  i 

S     ""     «    '  ^»  ' 

atque  hinc  colligitur  fore 

bZ   da   dS    bx  ^  g  (/g*>  —  g)^  —  1 

Z    ~    X  S    ~     aj    '  ^^  ' 

sicque  habebitur 

dx  dZ  S^« 


X 


Z    '  g(/a;*»-g)^-i' 
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qao  valore  substituto  nanciscimur 

Manifesto  autem  est  (fx^  —  gf  =  fx^^  —  S^**,   ideoque 
>y  _    z^  —  t  s^^ dZ  , 

unde  postremo  ob  S  =  ^  concluditur  haec  forma 
dY  =     ^*^~'^z 


quae  formula  a  praecedentibus  tantum  signis  discrepat. 


8* 


SUPPLEMENTUM    II. 

AD  TOM.  I.     GAP.  m. 

D  £ 

INTEGRATIONE    FORMULARUM    DIFFERENTIALIUM 

PER    SERIES    INFINITAS. 


De  resolutioiie  formulae  integralis,  jx^^-^M^-^^^^f 
in  seriem  semper  convergentem.  Ubi  simul 
plura  insignia  artificia  circa  serierum  summa- 
tionem  explicantur.  M.  S.  Academiae  ex- 
hib.  die  12  Av^.  1779. 

§.     1.       Obtalit     se     mihi      naper     haec     fonnola     integralis 

J  ^  |/  (A  -*-  «*) ,    cajas    valor ,     cafti    casa    qao    A  =  0    sit   |  a^ ,    in 

mentem  mihi  venit,  eos  ejas  valores  investigare,  qaos  indait,  qoan- 
do  A  est  quantitas  valde  parva.  Moz  aatem  vidi,  hoc  valgari 
evolatione  praestari  neatiqaam  posse.     Cam  enim  sit 

T/(A-Ha^)=>/Ax(lH-?y, 
ideoqne  per  seriem 

,/(4^^)=/4x(l^J.?-iH-S*,iT^-S?-e'c-) 
erit  valor  formulae  hajus  integralis 

/Ar>/(AW)  =  a;i/Ax(l-^rS-i^i-.,4-.-,^.^.-etc.) 
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qnae  series  ei^go  manifesto  maxime  divergit,  qooties  A  faerit  qnan- 
titas  valde  parva^  atqne  adeo,   quoties  fractio  -^  anitatem  superaverit. 

§.2.       Ut    igitur    ad    scopum    propositum    pertingerem,     ipsam 
hanc    qnaestionem     sub    hac    forma    som     contemplatns :      Valorem    for- 

mviae      integralis     J  da;  |/  (A  -t-  rr*)     a    termino     x  =  0     usque     ad 

terminum  x  =  a  extensum  per  seriem  semper  convergentem  ex- 
primere^  quicungue  valor  lUterae  A  trihuatur.  Hnnc  in  finem  for- 
mulam  A  -h  2^  snb  hac  specie  repraesento 

A  -^  0*  —  (0*  —  a;*), 
sive  hac 

Hinc  igitur  erit 

/(A -H^;*)  = -/(A  H-a*)X  [1 -I  .  ?^-H(?^)' -  ete.]. 

Sicque  totum  negotium  huc  redit  ut  harum  formularum  inte^alium 

Jda?(a*  — a?*),  ^dx{a^  —  (xff,  ^dxia^  —  ixff,   etc. 

valores  ab  o;  =  0  usque  ad  x  =  a  extensi  investigentur ,  unde 
primus  terminus  J  dx  dabit  a. 

§•  3.     Pro  secundo  termino  habebitur  integrando 
J  dx  (a*  —  af)  =  c^x  —  ^ic^, 

cujus  valor  sumto  x  =  a  erit  \a^.    Pro  tertio  termino  erit 

Jda?(a*  — ir*)^  =  a8rr  — |a*a/^-H4a;», 


quae     expressio     posito    x  =  a    abit    in    ^  a^.       Simili     modo     pro 
quarto  termino  habebimus 
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Eodemqne  modo  reperitur  fore 

et  ita  porro.  Hanc  aatem  elegantem  progressionis  legem  infra 
sum  demonstraturus 

§.    4.      His    igitur    valoribus    substitutis,     totus    vaior    integralis 
quaesitus  reperietur  fore 

Quoniam  hic  duplices  coef&cientes  occurrunt,  si  singulos  factores 
priorum  tam  supra  quam  infra  duplicemus,  ista  series  contrahetur 
in  sequentem 

•/(i*«*)X[l-|j^-|:i(j^)'-^(j|5>)'-etc.], 

quae  series  manifesto  semper  convergit,  propterea  quod  non  so- 
lum     cogfGcientes     haud     mediocriter     decrescunt,       sed     etiam     formula 

-.  unitate  est  minor. 

1.4 


a^ 


§.    5.      Jam   nihil    obstat    quo    minus    loco  a  restituamus    ipsam 
quantitatem     variabilem     x^       sicque     valor     hujus     formulae     integralis 

J  da;  |/  (A  -+•  oif)    exprimetur     per     sequentem      seriem      semper      con- 

vergentem 

.  V^W  *  ^)  X  [1  -  S .  j^  -  |i|(j^)' - 1^  (j^)' -  ete.]. 

Hic  casus  quo  ista  series  minime  convergit,  est  ille  ipse,  quem  ini- 
tio  commemoravimus ,  quo  A  =  0 ,  ipsumque  integrale  =  ^(x?, 
Posito  igitur  A  =  0  pervenimus  ad  sequentem  seriem  maxime  no- 
tatu  digiiam 

8  /^    2  2  .  2  2.2.6   2  .  2  .  6  .  10   .     v 

^    ^^  5  6.9  5  .  9  .  13  5  .  9  .  18  .  17  ^^'^  ' 

cujus  adeo  summam  novimus  esse  =  \  a?^  ita  ut  jam  habeamus 
hanc  summationem 

1   1    8  22  226  226      10  ^io 

3  ^  5  5     9  5     9*13  5913*  17  ^^^' 
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cujus  demonstratio  altioris  indaginis  videtar.  Interim  tamen  qno* 
niam  ejns  snmma  est  cognita^  veritas  sequenti  modo  ostendi  pot- 
est.     Hinc  enim  erit 


2 
5 


2.2 
5.9 


2.2.6 
5  .  9  .  13 


etc.   =  I 


2 
§• 


quae  aequatio  in  |  ducta  dat 


z 

0 


2.6 
9.  13 


2  .  6  .  10 
9  .  13  .  17 


etc.  =  i 


5 
8' 


Transponatur    hic    primus    terminus    in 
cando  per  |  prodibit 


alteram     partem,     et    multipli- 


J6 
13 


6.  10 
13  .  17 


6  .  10  .  14 
13  .  17  .  21 


etc.  = 


0 
3* 


Translato    iterum     primo    termino     ad    alteram     partem    factaque    multi- 
plicatione  per  ^^  colligitur 


10 
17 

?ri 

^diei 

10 
17. 

ndo 

.14            10  . 
.21      '      17 

prodibit 

.  14 

.21 

.  18 
.25 

■*" 

etc. 

13 
3  • 

ii 

21 

-H 

14. 
21  . 

.18            14  . 
.25      '      21  . 

.  18. 
.25. 

.22 
,29 

-H 

etc. 

— 

17 
3  ' 

IS 
25 

^ 

18. 
25. 

.22            18  . 
.29      '      25  . 

.22 
29. 

.26 
33 

-+. 

etc. 

= 

21 
3  • 

Sicque  innumerabiles  nacti  sumus  series,  quarum  summa  est  cogni- 
ta,  et  quoniam  lege  aequabili  ulterius  progrediuntur ,  signum  hoc 
certutn  est  summam  primo  datam  esse  justam.  Hanc  autem  in- 
signem  veritatem  infra,  ubi  rem  in  genere  persequemur,  accuratius 
demonstrabimus. 


Fonntdae      inlegralis     J  a? 
mim    X  =  0     usque     ad    x  =  a 
vergentem  exprimere. 


Problema    generale. 

^  dx  {L  -^  sc^f     valarem     a 
extensum    per    seriem    semper 


m  — 


ter- 
con^ 
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S  0  1  n  t  i  0. 


§.     6.      Formolam     A  +  rr      sub     hac     forma     repraesentemus 
A  -H  a*  —  (a**  —  rr*"),   quae  reducitur  ad  hanc 

sicque  formula  integralis  proposita  erit 
At  facta  evolutione  est 

/,  a«  — «»\^  ,  X   /a«--^\  ^  X  (X  —  1)  /o*»  —  g*»\« 

V^  ~  Tws^j  —  ^  ~  T  vTw^;  ■■ 2     vx;:^^/  ■" 

quae  ergo  series  ducta  in  x*^^^  dx  ita  integrari  debet,  ut  inte- 
grale  aba:  =  0ad2;  =  a  extendatur..  Hinc  patet  totum  negotium 
reduci     ad     hanc     integrationem    j x"^-' dx  {a''  —  x^ ,       cujus     valor 

casu    quo    6  =  0    manifesto    est    —  =  —     Casu    vero    quo    6=1 


etc. 


m  m 

erit 


.m— iji^/^n  _n\  a^x^         a-m-t-n 


^x"^-'  dxia""  —  x'')^ 


m  m-i-n  ' 


qui     valor,      posito    x  =  a^      evadit    ^  /^^ ^x  a**"*"**.       Ac     casu    quo 
6  =  2  erit 

f  iT^-'  (te  (a^  -  xy  =  a^^^—  2a-*  ^!^  -h  ?^^, 

•^  ^  -'  m  m-i-n  m-t-2n' 

quae     expressio    posito    x  =  a    abit    in    hanc    —7 — **  \^/ — r-v  a*"  "*"  ^^ . 

^  *^  ^  m  (m-*-n)  (m-t-2n) 

Simili  modo  calculo  subducto  reperietur 

f  x"^-^ '  dx  (a^  —  xj  =  —, r;^^;,^^    f  ,  ,  a^-*-*^ . 

•'  ^  ''  m  (m  -H  n)  (m  -I-  2  n)  (m  -H  3  n) 

Ne    autem     hic    inductioni    nimium    tribuamus,     hanc    progressionem    se- 
quenti  modo  accuratius  demonstrabimus. 

§.     7.       Ponamus     formulae     ^  x^  ^  ^  dx  (a**  —  x^^     valorem 
jam     esse     inventum    =  V,     hincque    quaeramus    valorem    formulae    se- 
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qoentis  j  x^"^^  dx  (a**  —  x^f'^^   Hunc  in  finem  ponamus 

^x^^-^dxia^^  —  xy^'  =  k^x"^"'  dx(ar  —  x^  -+-  Ba?"*(a^  —  aO^"*"*, 
quae  formula  differentiata  et  per  a?"*""^  dx  (a^  —  af^f  divisa  praebet 

a**  —  rc**  =  A  -H  mB  (oT  —  rc^)  —  (0^1)  nBx''] 
unde  nascuntur  hac  duae  determinationes 


A  -H  mBa**  =  a**  et  wB  -i-  (0  -+-  1)  nB  =  1 , 
qui  praebent 

§.  8.     Quoniam    igitur    post    integrationem    fieri    debet   rr  =  a, 
membrum  littera  B  affectum  evanescit,   eritque 

Ja;         da;(a  —  a;")        = -i_^^__  v. 
Cran  igitnr  casu  0  ==  0  sit  V  =  ^,   erit 
/«""'^(a"  — »")  = 

J-^m  — ii^/_n.       „n\8 n.:s«.»n  .m-t-sn 

^  tf^(a    — g)    =ni(m-4-n)(m^2n)(m-4-3n)^ 

Unde     patet     ordinem     supra     observatum     in     ipsa     rei     natura    esse 
fundatum. 


§.    9.      Quia    hic    integralia    ita    capi    debent,     ut    evanescant 

posito    a?  =  0 ,     in    reductione    generali ,     qua    sumus     usi    ubi    postre- 

mum     membrum     erat    Bc*"  (a**  —  x^^  ■*"  ^ ,      evidens    est ,      hoc    mem- 

brum  non  evanescere,    nisi  fuerit  w  >  0;     quamobrem,     si  forte  ejus- 

Vol.  IV.  9 


mim-t-n) 

} 

n  .  2n 

m-*-in 

m  (m-t-n)  (m 

■*- 

2n)^             ' 

}       n.2 

n 

.  8n 
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modi    formulae    occurrant,     ubi    exponens    m    faerit    vel    0     vel    adeo 
negativus,   reductiones  hic  inventae  locum  habere  nequeunt. 

§.  10.  Singuli  hi  termini  factorem  involvunt  comunem 
— ,  qui  si  cum  multiplicatore  generali  conjungatur ,  series  per  in- 
tegrationem  orta  erit 

!1  —  ^    -^  /   «**   \ 
X(X— 1)  n.2n 


_  /_^Y  _  etc 

1.2         (w-^-n)  (w-^-2n)  VA-^-a*»/  ^'^' 

ubi  coefScientes  sequenti  modo  contrahi  poterunt 

i  -   ,      Xn     /    g*»    \  Xn      ^  (X  —  1)  n  /     a*»    \» 

a***  r A  nxX  I  w -♦- n  \A -♦- a**/         in-i-n  '    m-*-2n   \A-*- a**/ 


«i  ^  ^    1  Xn         (X  —  1)  n      (X  —  2)  n  /    a»    \8 


ffi-i-n       iii-i-2n        m-i-3n 


/    a»    V 

Va-^J 


etc. 


Quod     si    jam    hic     loco    a    substituamus     ipsam     qtiantitatem     variabi- 
lem  X,  haec  series 

Xn_  /    a?*»    \  Xn      ^  (X  —  1)  n  /    a^    y 

n  \A-*-a;''/         m-*-n  '    m-*-2n   \A-*-a;**/ 

L?  /    ^**    Y 
in  VA  ■<-«**/ 


«I  ^  ^     I  Xn         (X  —  1)  n      (X  —  2)  n  /    g»»    V    .       . 


m-f-n       m-*-2n        m-*-3i 

exprimet     vaJorem     formulae     integralis    j  x^"^^  dx  (A  h-  x^f     a    ter- 
mino  o;  =  0  sumtum. 


§.    11.     Casibus    quibus    exponens    X    est    numerus     integer     po- 
sitivus,    veritas  seriei  inventae  sponte  elucescit;   uti  his  casibus 

1°)     Si  X  =  1 ,   erit 

J  «— -d.  (i  ^  .0  = '^  (4 -H  «0  (l  -  ;^.  ■  slW). 


quae      expressio      reducitur      ad      hanc     —  (A  -*-  a?** —  x^) :     inte- 


m 

m  ^—  m-i-n 
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grale    vero    ordmano    modo    sumtum    ent 1 ,      quod    cum 

praecedente  conyenit. 


2°)    Si  faerit  X  =  2,  erit 


K-to(A*»^'  =  '^(4+^[l-S^.(j|^)^^..;^(j^)'] 


quae  ezpressio  redacitur  ad  hanc 

AA-»-2Aa;"        -•-«*•' 


X 


m\  2ii      A  ^n  2n 


t^ £=_  r^^ 


ui  ■  w-+-n  iii-+-n 


n  .  2n  2n 

21^ 


(wi-f-n)  (m-*-2n) 

sive  ad  hanc  coDcinniorem 

wi    ^                fw-i-n                    m-*-2n  ^' 

quod    egregie     convenit    cum     integrali  more    solito     sumto^      Caeterum 

hic    meminisse  juvabit,     haec    integralia  locum     habere    non    posse,     nisi 

m    fiierit    nihilo    major,     quia    alioquin  integrale    non    ita    sumi     posset, 
ut  evanesceret  casu  x  =  0. 


§.  12.  Sin  autem  exponens  X  non  fuerit  numerus  integer, 
series  inventa  in  infinitum  progreditur,  ejusque  veritas  non  amplius 
in    oculos    incurrit.      His    autem     casibus     forma    nostri     integralis    sim- 

plicior    et    concinnior    reddetur,     si    statuamus    X  =  —  — ;    tum    enim 

*  '  n 


t^ 


hujus  formula  ^  x^    ^  dx  (^  -^  x*^    ^  integrale  erit 

I  m-^-n  \A-f-a;*»/         m-h-n  '  m-t-2n  \AH-a;**/ 

^  /-A  _^  /..♦»\"»»  I       _^       fit  fi-Hn       tA-»-2n  /     x^    \»  . 


9* 
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§.    13.       Hinc    jam     sammaiii     hnjiis    serid    generalis 
re  licebit 

Si  enim  hanc  seriem  cnm  iDveiita  comparemus,  p.  =  a,  et 
m  -4-  n  =  6,  ideoque  m  =  h  —  n;  tnm  vero  erit  x  =  aTS*»  ™* 
de    rebitio    inter    x    ^^    ^    innotescit.     Tnm    igitor    hnjos    seriei    snm- 

ma      aequabitnr     hnic     formnlae     integrali     |  —     divisae     per 


—  n 


hanc  qnantitatem  -;  ideoqne  ista  snmma  erit 

(6  —  n)  (A  -H  aO^ 


(A  -+-  a^)" 

qnae     autem    .snmma    snbsistere  neqnit,     nisi    fuerit    (  >  n.      Caetemm 
evidens    est,     istam    seriem     semper     esse    convergentem ,     cnm    non     so- 

lum     fractio    ^^^    sit    unitate    minor,     sed    etiam     coef&cientes    omnes 

sint  nnitate  minores. 


§.    14.      Gasus    autem    maxime    memorabilis,     qui    hic    occurrit 
est  qnando  A  =  0;   tum  enim  nostra  formnla  integralis  erit 

huic  ergo  quantitati  semper  aequabitur  sequens  series 

£^^  (l  ^  -t-  -I-  -!i-  .   ^*-^^  -H  -»!_  .  -!i±^  .  iil!l?5  -I-  etc."!, 

m      \  m-i-n         m-i-n      m-i-2n         m-t-n      m-i-2n      m-i-8n  /' 

si    modo    fuerit    m    numems    positivus,     nti   jam    aliqnoties    est    animad- 
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etc. 


yersam.     Consequenter  hujus  seriei 

1   ^       i*      ^         |i  iiL-^ny       ^         ti  (ti-f-n)  (|fc -4-211) 

w-f-n         (m-i-n)  {m-*-2n)         (m-4-n)  (m -1-2 n)  (m-i- 3 n) 

summa    est    j^-zri      4^^^     summatio     est     eo     magis     notatu     digna, 
quod  vix  ulla  via  patet,   ejus  veritatem  investigandi. 

§.  15.  Statim  autem  apparet,  banc  summam  subsistere  non 
posse,  nisi  tam  n  quam  m  —  ^  fuerit  numerus  positivus.  Cum 
enim  formula  nostra  integralis  casu  A  =  0  sit  J  a?*^ ""  *  ~  •*  ^ , 
quam  ab  o;  =  0  inchoari  oportet,  evidens  est  boc  fieri  non  posse, 
nisi  m  —  ^  fuerit  numerus  positivus;  praeterea  etiam  notandum 
est,  exponentem  n  necessario  positivum  esse  debere.  Cum  enim  in 
Analysi  supra  exposita  boc  integrale  occurrat  J  a;^  ~*  ^  d^  {a^  —  x^f , 
manifestum  est,  si  n  esset  numerus  negativus,  integrationem  non 
ita  instituti  posse,  ut  casu  x  =  0  evanescat.  His  notatis  istam 
seriem  accuratius  sum  contemplaturus  et  quoniam  ejus  indoles  non 
parum  abscondita  videtur,  ejus  veritatem  duplici  modo  sum  osten- 
surus.  Primo  scilicet  ostendam,  summam  assignatam  revera  ae- 
quari  summae  totius  progressionis ;  deinde  analysin  prorsus  singu- 
larem  apperiam,  quae  non  solum  directe  ad  ipsam  hanc  seriem 
perducety  sed  etiam  ejus  summam  indicabit. 


Demonstratio    hujus    summationis: 

=  1    "*"   LL  .  „  -f-  „   .  „  •  „  .  ^„  -f-  — r  •  r: — 77n  •  srr  "♦-  eiC. 


m  —  |Ji  •  m-t-n         m-i-n      m-i-2n         m-i-n      m-i-2n      m-i-3n 

§.  16.     Hic    scilicet    ostendam,     si    omnes    hujus    seriei    termini 
a    summa    inventa    ^  ^       successive     subtrahantur ,     tandem    revera    ni- 

m  ^  jx  ' 

hil    relictum    iri.      Subtracto     enim     primo    termino     1     remanet      ^    . 
Hinc      terminus      secundus      ablatus       relinquet       , — y-i^^-^*^)  Hjnc 

^  (m  —  |a)  (m-^-n) 
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porro  subtrahatur  tertius  terminas  ac  remanebit 

(w  —  |a)  (m  "•-  n)  (m  -+-  2n) '  ^ 

Hinc  jam  quartus  terminus  ablatus  residuum  praebet  sequens 

V'  iv^-^n)  (|A-*-2n)  (|fc-t-8n) 
(m  — |i)  (m-i-n)  (m-*-2n)  (m-*-3n)' 

Unde  jam  satis  liquet^  omnibus  terminis  ablatis  tandem  remansurum 
esse  hoc  productum  in  infinitum  excurrens 

IL  liL-t-n)  (|A-*-2n)  (|A-t-3n)  (|A-t-4n)  (etc. 
(m  —  |i)  (m  -♦- n)  (m  •+-  2n)  (m  -♦-  8n)  (m  -f-  4n)  (««c.  ' 

§.    17.       Facile    autem    intelligitur    valorem    hujus    producti    re- 
vera    nihilo     esse    aequalem.      Omisso    enim     primo     factore    ^^zrij     ^™* 

nes  reliqui  factores  sunt  fractiones  unitate  minores ,  quia  fx  <  m  , 
et  quoniam  tam  numeratores  quam  denominatores  in  arithmetica 
progressione  increscunt,  jam  satis  constat,  valorem  talis  producti 
revera  evanescere.  Hic  autem  probe  tenendum  est,  ut  productum 
infinitarum  talium  fractionum  in  nibilum  abeat,  non  sufficere,  ut  sin- 
gulae  fractiones  sint  unitate  minores,   veluti  evenit  in  hac  forma 

4       9        16       »       86       49       ^^^* 

cujus  producti  in  infinitum  protensi  valor  facile  ostenditur  esse  = 


8* 


§.  18.  Quoniam  in  nostro  producto  singuli  denominatores 
superant  suos  numeratores  eadem  quantitate  m  —  |i.,  istam  formam 
generaliorem  considerabo 


a             0             c             a             e  j, 

.  ^ .  .  ^ . .  etc. 


a-i-A      5-4-A      c-hA      d-«-A 


et     perscrutabor ,      sub     quibusnam     conditionibus     ejus     valor     in     infini- 
tum    extensus,     qui    sit    11,     revera    in    nihilum    sit    abiturus.      Evidens 
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aatera  est,  boc  evenire,   si  eadem  forma  inversa 

1  a-i-A      5-i-A      c-#-A      d-*-A        . 

ff  =  -5 i c j-  •  etc. 

in    infinitiim     excrescit.      Sin    autem     ejus    valor    fuerit    infinitus,     etiam 
ejus  logarithmus  infinitus  evadat  necesse  est.     Cum  igitur  sit 

&cta  evolatione  reperietor 


; 


1         i  /1  1  1  1  1  .    \ 

ff=  ^(t^t-*-t-^i[-^t-*-  «*c.) 

—  etc. 

quae  expressio  semper  erit  infinita,  quoties  summa  primae  seriei 
--•-f--r--«----+--r-4-  etc.     fuerit     infinita.       Hanc     autem     summam 

a  0  c  a 

semper    esse    infinitam ,     quoties    numeri    a ,   & ,   c ,    d^    etc.  in    progres- 

sione     arithmetica    crescunt,    jam     notum     est     et     per    se  perspicuum, 

quod    cum    in    nostra    serie    contingat^     certum    est,     illius  producti    in- 
finiti-valorem  esse  evanescentem. 

§.     19.       Circa    nostram     autem     seriem     id     imprimis     notatu 

dignum     occurrit,     quod     ejus     summa    ^^—    litteram    n    non    involvat, 

ita    ut    ejus     summa     semper     maneat    eadem,     quiciiique    valores     litte- 
rae   n    tribuantur,     quod    quidem    pro    casu    n  =  0    per    se    statim    fit 
.manifestum,   quandoquidem  tum  series  nostra  evadit 


[L  1*2  fx' 


1    .j n  ^  jz-   ^  j:-  ^  atc 

m  m^  w' 

quae    cum    sit    progressio    geometrica,     ejus    summa    erit       ^    .       Quod 
vero    summa    perpetuo     maneat    eadem,     quicunque    valores    ipsi    n    tri- 
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buantar,     non    tam    facile    perspicitnry     etsi    veritas    a    nobis    jam     sit 
demonstrata. 

§.  20.  Quin  etiam  demonstratio  hic  tradita  multo  latius 
patet,  cum  adeo  in  eadem  forma  valores  ipsius  n  variare  liceat. 
Ita  si  posito  a  loco  n ,  pro  ejus  multiplis  2n,  3n,  4n,  5n,  etc. 
scribamus  novas  litteras  ^,   y,   ^»  ^y   etc.  ut  habeatur  ista  series 


wi -+- a         in -I- a      ifi -f- p  in -I- a      in-f-^     in 


etc. 


m 


ejus    summa     etiam    nunc    erit    ^_    .      Subtracto    enim     termino     primo 


v- 


remanet  — ^ .     Hinc  terminus  secundus  subtractus  relinquit 

Ifl  —  \L  * 

lA  (|i-i-a) 


(w  — |a)  (m-Ha)' 

Hinc  tertius  terminus  subtractus 

|A    (|A-Ha)  (>!■»- P) 

(m  — |i)  (m-i-a)  (m-i-P)' 

Unde  jam  patet,   in  infinitum  tandem  prodiri  productum 

jA  (ti-f-tt)  (|i-HP)  (m-i-Y)  (m-i-d)  (gtc. 
(m  — ji)  (m-i-o)  (m-i-p)  (m-i-p)  (m-f-d)  (etc.  » 

cujus  valor  semper  erit  evanescens,   si  modo  haec  series 

1111. 

|A-i-a  ii-i-p  |i-f-Y  ,iH-d    ^    '"'^- 

habuerit  summam  infinite  magnam,   uti  modo  ante  ostendimus. 

Analysis    singularis 

directe    ad    seriem    supra    inventam    perducens. 
§.  21.     Ponamus 
a;^(l  —  a;Y  =  A/»^""'da;(l  —  icY -+- B /a;^-' da?  (1  —(^f"' 
et  reperietur  A  =  i»-i-6netB  =  —  On;   hinc  ergo  si  ponamus 

^x"^"'  dx{\  —xy  =  V  et  /a;^""'da?(l  —  xy  =  Q, 
erit 


I 
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a*  (1  —  aO*  =  («» -fr-  6  n)  P  —  e  «Q,  ideoqne 


Q_«*^.p_l        ^«(j__^_ 


6n  dn 

Qnodsi    jam    ambo    integralia    P  et  Q    a    termino    x  =  0    usqae    ad 

■f-e 

0n 


«  =  1  eztendamas,      erit    Q  =  ^TJ!^  X  P;      si    modo    ftierit    tam 


m  >  0  quam  0  >  0. 

§.    22.      Cnm    jam    sit    dQ  =  r=r^>     denominatore    in    se- 
riem  eyolato  erit 

dQ  =  dP  (1  -t-  ai^  -f-  fl?*»  -4-  ai^'*  H-  a****  -4-  etc.): 

consequenter  babebitnr 

Q  =  P  -+.  Jai"  dP  -f-  /rr""  dP  -H  /a^**  dP  -f  etc. 

qnae  singola  integralia  ita  snnt  comparata,  nt  qnodlibet  ad  praece- 
dens  rednci  possit,   ope  hnjns  rednctionis 

aj«(i  _  xy-*-'  =  Aja?-^**-"'  dx{l  —  x^  h-  Bja:*-^  dx(l  —  «Y, 

pro  qna  reperitnr  A  =  —  a  —  n  (0  -*-  1)  et  B  =  a. 

§.   23.     Si  etiam  haec  dno   integralia  a  termino  x  =  0  nsqne 
ad  a;=  1  extendantur,  fiet 

0  =  — [aH-n(0-+-  l)]^^;"-^'*"*^^?^— a;Y-»-aJa;*-"*da?(l— a:Yi 

si  modo  fiierit  a>0et6-f-l>0.  Faciamns  nunc  a  =  m  -t-  Xn, 
et  qnia  ante  posueramns  a!^~*  dx  (1  —  x*^f  =  dP,  haec  aeqnatio 
abibit  in  hanc  formam 

_  [a  ^  n  (6  -f-  1)]  Jo^^"^*^  dP  -f  a  Joj^**  dP  =  0, 

qnocirca  habebimns  hanc  rednctionem 

Jrt^^^-^^^dP^ ^ -Jaj^^^dP^ !=^ii!L_  J  x^*»  dP. 

§.     24.      Haec    ibrmula    generalis    nobis    jam     suppeditat     se- 
quentes  integrationes  speciales 
Vol.  IV.  10 
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l^  Si  X  =  0 
2*0  Si  X  =  1 


3*0  Si  X  =  3 


4*0  Si  X  =  4 
etc. 


/»"  dP  = 


m 


m-t-n  (0-1-1) 
m 


P. 


m-i-fi 

m-«-2n 

m- 

m 


m  m  -f-n       j* 

I  (0-t-l)*  m-i-n  (0-1-2)  *^ » 


/»"dP  = 
/a?"dP  = 
/a^dP  = 
/«♦"dP^ 


JiJ^)/a^dP,  ideoqae 

m-i-2n 


m-i-n 


m-Hn(«-Hl)    m-*-n(0-t-2)    m-*-n(a-»-3) 
m  mn-n  m-4-2n 


p, 


m-t-8n 


m-t-n  («-♦-^'m-t-n  (e-H2)'m-i-n  (0-H8)'m-Hn  (•-t-fl 

etc. 


§•25.     Cum  igitor  ex  soperioribos  fdisset 


9n 


Q  =  /  dP  (1  -+.  (if*  -+.  fl?*  -I-  tc^"  -4-  o^'*  H-  etc.), 

si    pro    singolis    terminis    valores     modo    inventos    sabstituamas , 
atrinqae  per  P  dividamas,    nanciscemar  banc  aeqaationem 


atqae 


S-i 


m 


m 


m-^-n 


m 


m 


m-t-2n 


etc. 


P      ^'^m-t-n^d-f-l)     mH-n(0-i-l)'m-t-n(a-t-2)     m-^n(0-*-l)'m-*-n(O-*-2)'^m-*-n(O-t-8} 

supra     aatem    ostendimas    esse    ^  =  ^Tn^^     ^^^    ^^^    fractio    est 
Bumma  istius  seriei  infinitae. 

§.  26.  Ut  jam  consensum  hujns  seriei  cum  supra  in- 
venta  ostendamus,  primo  loco  6  scribamus  -^,  atque  series  nostra 
inventa  hanc  induet  formam 


m-i-tt        « 


m 


m 


m-^-n 


m 


m 


m-t-2n 


etc. 


m-t-n-t-|i      m-t-n-t-|i   m-i-2n-i-|i      m^n-*-|i   m-t-2n-t-|i   m-t*8n-t-|L 

c^jus     veritas     eodem     modo     quo     ante     fueram     usus,      demonstrari 
potest.      Si    enim    a    summa    subtrahatur    terminus    primas    relinquitur 


m 


m  (m-^n) 


|L  (m-t.n-*-|i)* 
m  (m-t-n)  (m-*-2n) 


Hinc 


— .      Subtracto     hinc     termino     secundo     remanet 

porro  tertius  terminus  subtractus  relinquit  « (»H-n-t-^u)  (m-K^n-^-ii^ 
et  ita  porro^  quae  operatio  si  in  infinitum  continuetur,  producti 
hujus    resultantis    valor    est  =  0.      Tum    vero    evidens    est,      seriett 
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hanc    inventam    in    eam    ipsam    qoam    snpra    dedimus    transmutari,    ai 
hic  loco  m  scribatnr  (t,  at  vero  m  —  ^  loco  [x. 

§•  27.  Coronidis  loco  hic  subjungam  seriem  multo  genera- 
liorem  ejnsdem  generis,  cujus  summam  parit^  assignare  licet, 
quam  sequenti  problemate  sum  complezums. 

Problema     1. 

§.  28.  ProposUa  hac  serie  A  -^  B  ^ -^  C"^^  D^^  -^  ete. 
kmsliQQfre  candiiumes «  sub  auibus  ejus  aummam  assumare  liceat. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Haec  ergo  series  involvit  temas  series:  primam  litterarum 
^)  Pi  Yf  ^i  ^^'  4^6  numerttores  seriei  propositae  constituunt; 
secundam  litterarum  a,  &,  c,  d^  etc.  ex  quibus  denominatores  for- 
mantur;  tertiam  litterarum  A,  B,  C,  D,  etc.  quae  coSfficientes  ter- 
minorum  exhibent.  Quemadmodum  igitur  temae  istae  series  com- 
paratae  ess^  debeant,  ut  seriei  propositae  summam  per  expressio- 
nem  finitam  atque  adeo  rationalem  assignare  liceat,   hic  investigabo. 

dem    methodo    utamur    quam    jam    supra    adhibuimus^    scilicet    ab    hac 
summa     primo     subtrahamus    primum    terminum    A    et    cum    remaneat 

— j-^,     statuamus    S  «—  A/  =  a,     ut    habeamus    -j]     hinc    subtrahar 

mus     secundum     terminum     B  — ,     et    residuum     erit    iitnM.      hjc 

jam    faciamus    a  —  Bt  =  ^^    ut    habeamus    ^;    unde    si    subtrahatur 

tertius  terminus  C  ^ ,     residuum  erit  ^^^^^ .    Fiat  hic  J  —  C«  =  y  , 

ut    habeamus    ^,     unde    terminus    quartus    ablatus    relinquit    *^\  ^^^aJ^  • 

Fiat    hic    iteram    c  —  Dt  =  S,    ut    habeamus   f^,    unde    quintum 

10* 
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terminom     subtrahendo      colligitor     ^^^j-^^j^*       Haecque     operationes 
in  infinitom  continuari  intelligantur. 

§.   30.      Ex    his    igitur    determinationibus   tam    littera    S    quam 
litterae  a ,  b^  c^  d^  etc.  sequenti  modo  definientur 


S  =  a-HA<,  a=p-f-B<;  6  =  Y-t-C<;  c  =  «-4-  D«;^etc. 
Atque    his    valoribus     introductis     residuum,      postquam     omnes     seriei 

a 

termini  fuerint  a  formula  -j  ablati,  remanebit  hoc  productum  in 
infinitum    excurrens    rr^Se^,^     9^^^    ^^^    productum    si    in    nihi- 

a 

lum  abeat,  tum  summa  seriei  propositae  revera  erit  =  -j-  Videa- 
mus  igitur  snb  quibusnam  conditionibus  hoc  productum  evanescat. 

§.    31.     Designemus    hoc    productum    littera    11,    ut   substitntis 
pro  a,  &,  c,  etc.  Taloribus  inventis  erit 

ubi     scilicet     factorem     -|-     praefiximus.      Nunc    igitur     quaeritur     sub 

quibuKiam  conditionibus  istud  productum  in  infinitum  continuatum 
in  nihilum  sit  abiturum.  Evidens  autem  est  hoc  evenire,  si  pro- 
ductum  istud  invertatur,  ejusque  logarithmus  eveniat  infinite  magnus. 
Hoc  ergo  locum  inveniet,  quando  summa  horum  logarithmorum 

j  (1 -.  4-V(>  *  f)  * '(1 -t) -'('-?)*»'«•  =  ~= 

id  quod  semper  continget,  si  sumtis  tantum  primis  terminis,  qui 
omnes  £ACtorem  comunem  habent  t^  series  haec 

habuerit  summam  infinite  magnam,  tum  igitur  nostrae  seriei  pro- 
positae  summa  semper  erit  ^^^^*. 


3  8.  16  8  .  15  .  86  8  .  15  .  86  .  68 
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§.  32.  Neque  vero  absolate  necesse  est,  ut  prodactum  11 
penitas  evanescat,  sed  qaemcanqae  habaerit  valorem  scilicet  11, 
quoniam    is    oritar    postqaam     tota     somma     seriei    propositae,      qaam 

8  S 

ponamns  =  S,    ablata  fderit  a  formala  y,    ita  at  sit  11  =  -j-  —  S, 
ande  manifesto  fit  S  =  y  — -  11. 

§.  23.  Ut  hoc  ezemplo  illnstramas,  Utteris  a,  ^,  Yi  'i  ^^- 
hos  tribaemas  valores  a  =  3,  p  =  15,  y  =  35,  8  =  63,  etc. 
praeterea  vero  sit  <  =  1 ,  atqae  insnper  A  =  B  =  C  =  D  =  etc.  =  1 : 
'hinc  ergo  determinationes  inventae  praebebant 

S  =  4,  a=  16,  6=36,  c  =  64,   d=100,   etc. 

Sicqae  series  nostra  jam  erit 

8  .  16  .  86     8  .  16  .  85  .  g8      . 
*  ^  16  ^  16  .  86  ■"  16  .  86  .  64  "**  16  .  86  .  64  .  100    ™^' 

pro    cnjas    samma   notetar    esse   n  =  4  .  4  le, 86  64  100  ^*^'    Constat 

aatem    ex    qaadratara    circali    WaUisiana    esse  ^  \q' s^.u  looetc.  ~  ¥» 

existente    ic    peripheria    circali    cajas    diameter  est    anitas.      Hinc    ergo 

erit    n  =  — ,    ideoqae    samma    nostrae    seriei  S  =  4  —  -l^,     ideoqae 
proxime  |f. 

§.  34.  At  vero  series  generalis,  qaam  hoc  modo  samas 
adepti,  maxime  est  faecanda  in  formatione  innamerabiliam  serieram 
specialiam,  cam  non  modo  tam  seriem  litteraram  a,  ^,  Yi  ^9  ^tc. 
sed  etiam  litteraram  A,  B,  C,  D,  etc.  prorsas  pro  labita  assamere 
liceat,  qaandoqaidem  inde  litterae  a,  6,  c,  d,  etc.  sponte  determi- 
nantar;  tam  aatem  taliam  serieram  sammam  semper  assignare  li^ 
eebit,  si  modo  valor  prodacti  in  infinitam  excarrentis,  qaod  littera 
n  indicavimas  definiri  poterit,  nbi  perinde  est,  atram  iste  valor 
fderit  rationalis  sive  adeo  ,  transcendens  qaadrataram  qaamcanqae 
involvens. 


i^  ^ 
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AD  TOM.  1.    GAP.  IV. 

D  £ 

INTEGRATIONE    FORMULARUM    LOGARITHMICARUM 

ET    EXPONENTIALIUM. 


1)     Evolutio    formulae    integralis    //~Vda;(Zrc)%    In- 
tegratione  a  valore  «  =  o  ad  a?  =  i    extensa. 

Nov.     Commmtarii     Acad.     Imp.     Sc.     Petro- 
politanae.    Tom.  XVI.  Pag.  91  — 139. 

Theorema     1. 

§.  1.  Si  n  denotat  numeram  integrum  positivum  quemcun- 
que,  et  formulae  J  a/"^  dx  {\  —  «*)'*  integratio  a  valore  x  =  0 
usque  ad  o;  =  1   extendatur,    erit  ejus  valor: 


^  1.  2.  3. 


/      (/-*-g)  iJ^H)  {f-^H) (/-Hng)- 

Demonstratio. 
Notum  est  in  genere,    integrationem  formulae  ^ 

reduci    posse    ad    integrationem    hujus    J  a/""^  dx  (1  —  sff^~\    quo- 
niam  quantitates  constantes  A  et  B  ita  definire  licet,    ut  fiat 

i^^'dx{l  —  a^r  =  Aj/-*da?(r— a;^"*"'-*-B/(l  —aFf: 

sumtis  enim  differentialibas  prodit  haec  aequatio 
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m  — 1 


a/-'  ^  (1  —  aO"»  =  a/-'  dr  (1  —  ixlT~"  -*-  Wo^~'  dx(l—a^ 

—  Bmgaf*'-*  dx  (l  —  af^ 
qnae  per  a/""'  ^(1  —  aF)^~*  divisa  dat 

l—af  =  A-i-Bf(l—3!l^  —  BmgaF ,  sen 
1  —  JB»  =  A  —  Bmg  -t- B  (f -t- mg)  (1  —  aF) , 
qnae  aequatio  ut  consisteFe  possit,  necease  est  sit 

1  =B(f-¥-mg)  et  A  =  Bmg; 
nnde  colligimas 

Quocirca  babebimas  seqaentem  redactionem  generalem 

j<>/-*dx(l--aT-=j^j^-'dx(l-a^''-'H.j:^></(l-<^'^ 

qaae  cam  evanescat  posito  x  =  Oj  siquidem  sit  f  >  0,  constantis 
additione  haad  est  opas.  Quare  extenso  utroque  integrali  usque 
ad  a;  =  1 ,  pars  integralis  postrema  sponte  evanescit ,  eritque  pro 
casu  X  =  1 

Cum  igitur  sumto  m  =  1  sit  J  a/""^  dx  {1  —  cff  =  -j  o/  =  j, 
posito  X  =  1  j  nanciscimur  pro  eodem  casu  x  =  1  sequentes  valores 


8 


jaf-'  dx(l  —«*)'  = 


«  ^  :^  .      1 


—    • 


/    /-«-g    /-*-ag 

etc. 
hincque  pro  numero  quocunque  integro  positivo  n  concludimus  fore 

i  ^^  ^  /       /H-g       /-*-2g       /H-8g  /-t-Hg 

si  modo  numeri  f  ^i  g  sint  positivi. 
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Corollarium    1. 


§.  2.  Hinc  ergo  vicisEtim  valor  hqjasmodi  prodacti  ex  quot- 
conqae  factoribus  formati,  per  formolam  integralem  exprimi  potest, 
ita  at  sit 

t/^g)  (/^2g)  c/-.8g)  '.'(fJ^ng)  =  -^  J  a^""*  d»  (1  —  aj^**, 

integrali  hoc  a  yalore  o;  =  0  asque  sA  x  ^  1  extenso. 


Gorollariam    2. 
§.  3.    Qaodsi  ergo  hajosmodi  habeator  progressio 

L        1.         2  1.         a.  8     \     1.         2.  8.  4      ,    X 

/^g'  (/-t-g)Cf-t-2g)5  t/^-Hg)tfH-2g)a.H8g)'  tf-»-g)(/-»-ag)tfH.8g)a-t-4g)'  ®^- 

ejas    terminus    generalis    qoi    indici    indefinito    n    convenity      commode 

bac   forma.  integrali  /  J  a/-  d«  (1  -  o^f   repraesentatar ,    cujus   ope 

ea    progressio    interpolari,      ejusqae    termini    indicibas    fractis     respon- 
dentes  exhiberi  poterunt. 

Corollarium     3. 
§.4.     Si  ioco  n  scribamas  n  —  1 ,  habebimos 

i-        a»  8 (11— 1) /     fo/— «A-n        ^\»— « 

t/-Hg)(y^2g)t/-H8g)....(y^(i— ijgl~p=ij^       (te(l— af)       , 

quae  per  r^  multiplicata  praebet 

t/^nlg)  {f^2g)  (f^Sg^.^l.if-^ng)  =  g*  ifl?ng)  /  «^^'  *»  (1  —  aff^' . 

S  c  h  0  1  i  on     1. 

§.     5.      Hanc    posteriorem    formam    immediate    ez    preecedente 
derivare  licuisset,  cum  modo  demonstraverimus  esse 
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n  —  1 


siqnidem  atrumqne  integrale  a  valore  x  =  0  nsqne  ad  rr  =  1  extendatnr ; 
qnam  integralinm  determinationem  in  seqnentibns  nbiqne  snbintelligi  opor- 
tet.  Deinde  etiam  perpetno  est  tenendnm,  qnantitates  /*  et  g  esse  positi- 
yas,  qnippe  qnam  conditionem  demonstratio  allata  absolnte  postnlat.  Qnod 
antem  ad  nnmemm  n  attinet,  qnatenns  eo  index  cujnsqne  termini  pro- 
gressionis  (§.  3.)  designatnr,  nihil  impedit,  qnominns  eo  nnmeri  qnicnnqne 
sive  positivi  sive  negativi  denotentur,  qnandoquidem  ejns  progressionis 
omnes  termini  etiam  indicibns  negativis  respondentes  per  formnlam  in- 
tegralem  datam  exhiberi  censentnr.  Interim  tamen  probe  tenendnm  est, 
hanc  rednctionem 


non  esse  veritati  consentaneam ,  nisi  sit  m  >  0 ;  qnia  alioqnin  pars  algebraica 
j-^ —  o/  (1  —  cf)^  non  evanesceret  posito  a;  =  1. 


S  c  h  0  1  i  0  n     2. 

§.  6.  Hnjnsmodi  series,  qnas  transcendentes  appellare  licet,  qnia  ter- 
mini  indicibns  fractis  respondentes  snnt  quantitates  transcendentes ,  jam 
olim  in  Comment.  Petrop.  Tomo  V.  (*)  fusius  sum  prosecutus;  unde  hoc 
loco  non  tam  istas  progreggiones ,  quam  eximias  formnlamm  integralinm 
comparationes ,  qnae  inde  derivantur,  diligentius  snm  scrntatums.  Cnm 
scilicet  ostendissem,  hnjus  prodncti  indefiniti  1.  2.  3.  .  .  .  n  valorem  hac 
formnla  integrali  j  dx  {10^  ab  a?  =  0  ad  a;  =  1  extensa  exprimi ,  qnae  res 
qnoties  n  est  nnmems  integer  positivus  per  ipsam  integrationem  est  mani- 
festa,  eos  casus  examini  subjeci,  quibns  pro  n  nnmeri  fracti  accipinntnr; 
nbi  qnidem  ex  ipsa  formnla  integrali  nentiqnam  patet,  ad  qnodnam  genus 
qnantitatnm    transcendentinm    hi   termini   referri  debeant.     Singnlari   antem 


(*)  InBtitat  Galc.  integralis  Toxd.  I.  Sect.  I.  Cap.  IV. 
Vol.  IV.  11 
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artificio  eosdem  terminos  ad  quadratnras  magis  cognitas  reduxi,    quod  prop 
terea  maxime  dignnm  videtor,   ut  majori  studio  perpendatur. 


Problema    1. 
§.  7.     Chm  denumstratum  sit  esse 

(/'ig)(f-!-"2g)(/'i3gi.:;.(fl«g)=?J"^"'^^^i-^>"  ^- 

grali  abx  =  Oadx=::l  extenso ,     ^usdem  produdi  casu  guo  g  =  0  tn»- 
lorem  per  formuUm  integralem  assignare. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Posito  g  =  0  in  formula  integrali  membrum  (1  —  afy^  evanescit , 
simul   vero   etiam   denominator  g^,     unde  quaestio  huc  redit^     ut  fractionis 

^ ^— ^  valor  definiatur  casu  g  =  0 ,    quo  tam  numerator  quam  denomi- 

nator   evanescit.     Hunc  in   finem   spectetur  g  ut  quantitas  infinite    parva, 
et  cum  sit  7?  =  c*'* ,   fiet  o;^  =  1  -*-  glx ,   ideoque 

(1  —  i^^  =  g^  (_  l  xf  =  g^  (Zir ; 
ex  quo  pro  hoc  casu  formula  nostra  integralis  abit  in 

fja/-''dx{lir; 


ita  ut  Jam  habeatur 
1.       2. 


^  =  fjaf-'  dxiUTsen 


r 

1.       2.  •    3 n^r-*"  jix/'^'dx(lhT. 

Gorollarium     1. 

§.  8.    Quoties  n  est  numerus  integer  positivus,  int^ratio  formuiae 
Ja/""^  da;  {lif  succedit,    eaque  ab  o;  =  0  ad  a:  =  1  extensa  revera  prodit 


1. 
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id  prodactam,  cm  istam  formnlam  aequalem  invenimus.  Sin  autem  pro 
n  capiantur  numeri  firacti,  eadem  formula  integralis  inserviet  huic  pro- 
gressioni  hypergeometricae  interpolandae 

1;    1.  2;    1.  2.  3;    1.  2.  3.  4;    1.  2.  3.  4.  5;    1.  2.  3.  4.  5.  6;   etc.  seu 
1;        2;  6;  24;  120;  720;   etc. 

Corollarium     2. 

§.9.  Si  expressio  modo  inventa  per  principalem  dividatur,  orietur 
productum,  cujus  factores  in  progressione  arithmetica  quacunque  pro- 
grediuntur 

)  ar       ax  {1  —  ar) 
cujus  ei:go  etiam  valores,   si  n  sit  numerus  fractus,   hinc  assignari  licebit. 


Corollarium     3. 
§.  10.     Cum  sit 

erit  etiam  simili  modo  pro  casu  g  =  0 


,n  — 1 


hineqae  per  istas  alteras  formulas  integrales 

1.     2.     3 n  =  nrjc/-*dxiV^''-*et 

(/•-Hg)  (f^2g).  .(/•-*-ng)  =  r-'  g"-'  if-*- ng) ■  .  jf~'  ^^^  ^^'^" ~ ! 

Jar       dx(l — ar) 

S  c  h  0  1  i  0  n. 
§.  11.     Cum  invenerimus  esse 

1.     2.     3 n  =  r"*"'/^^'  dxiHT, 

11  * 


n  — 1 
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patet  hanc  formnlam  integralem  non  a  valore  qoantitatis  f  pendere ,  qnod 
etiam  facile  perspicitor  ponendo  (xf  =  y^  nnde  fit  /"a/""*  dx  =  dy^  et 
li  =  —  lx  =  —  ily  =  ill^  ideoque  /^(^1^  =  («*)'',  ita  ut  sit 

1.       2.       3 n  =  Jdy(Z^r, 

quae  formula  ex  priori  nascitur  ponendo  /*=  1.  Pro  interpolatione  ergo 
hujusmodi  formarum  totum  negotium  huc  reducitur,  ut  istius  formulae 
integralis  j  dx  {l l)^  yalores  difiniantur ,  quando  exponens  n  est  numerus 
fractus.     Yeluti  si  n  sit  =  | ,    assignari    oportet    valorem    hujus    formulae 

j  dx  |/  2 1 ,    quem   olim  jam   ostendi   esse  =  |  y"  tc  ,    denotante  ic   circuli 

peripheriam  cujus  diameter  =  1 :  pro  aliis  autem  numeris  fractis  cujus 
valoi^m  ad  quadraturas  curvarum  algebraicarum  altioris  ordinis  revocare 
docui.  Quae  reductio  cum  minime  sit  obvia,  atque  tum  solum  locum 
habeat,  quando  formulae  j  dx  {Ih)^  integratio  a  valore  o;  =  0  ad  a;  =  1 
extenditur,  singulari  attentione  digna  videtur.  Etsi  autem  jam  olim  hoc 
argumentum  tractavi,  tamen  quia  per  plures  ambages  eo  sum  perductus, 
idem  hic  resumere  et  concinnius  evolvere  constitui. 


Theorema     2. 

§.  12.  Si  formulae  integrales  a  valore  x  =  0  usque  ad  ^  =  1  exten- 
dantur,  et  n  denotet  numerum  integrum  positivum,  erit 


-  =|ngy-*-^-"^  dx{l  -^arf"^'  X 


(n^l)  (n-H2)  (n-H3)...2n     ^  ^  Ja/""'da?(l -a^)^""' 

quicunque  numeri  positivi  loco  f  et  g  accipiantur. 


Demonstratio. 


Gum  supra  (§.  4.)  ostenderimus  esse 


i 


1.  2. 
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(/•■+-  g)  (fn-  2g). .  .(f-i-ng)       g"  (/• -f-  «g) 
habebimas ,  si  loco  n  scribamns  2  n , 

1-  2-  3 2n       _       f.2ng       f^-ij^^r^       ^»-i 

(/•-Hg)(/"-f-2g)...(/--H2ng)-g"(r-*-2ng)J''       '^  ^'       "^^ 

Dividatnr  nunc  prima  aequatio  per  secondam,  ac  prodibit  ista  tertia 
[/-H(n-f-l)g]  \f^(n-^2)g].  .(/'-4-2ng)  _  g"  (f^2ng)  Si>/-'dx{l-<^"~' 


«1I--1 


(n-f-l)(n-+-2) 2n  2  (/*-+- ng)    j/~'da;(l— ic^) 

At  si  in  prima  aequatione  loco  f  scribatur  /*  h-  ng ,   orietur  haec   aequatio 
quarta 

^'      2.        3 n       ^ y-^^)^  f/-*-^^-^^a -a;T-^  • 

lf^(n^l)g]\f^{n^2)g].  .{f^2ng)      gV-+-2ng)  J  ^^'         ^ 

Multiplicetur  haec  quarta  aequatio  per  illam  tertiam,    ac  reperietor  ipsa 
aequatio  demonstranda : 


'-  '•  ' ^  =ingj/-'--^i-^)-x-["^  ;^^^-?' 

(n-»-l)(n-*-2)(n-i-3)...2n      *    -^  Ja/-' da;(l—aO 


in — 1 


Gorollarium     1. 

§.  13.     Si  in  prima  aequatione  statuatur  f=n  et  g=l,  orieturidem 
productum 

!•  2.  n  «  r      n — I    ji^  /1  ^\fl — 1 


^        „    =|n  f!i!"-'d«(l  —  «)• 
{n-t-  1)  (n-H  2) 2n       *     •'  ^  '' 

qna  aeqnatione  cnm  illa  collata  adipiscimnr 

gj-^+«g-.^^(j_^«-i        J /- '  da;  (1  —  o;^' 
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Corollarinm    2. 

§.  14.     Si  in  illa  aeqnatione  loco  x  scribamos  a?  ^  fiet 
1.     2.    3 n 


(n  -+-  1)  (n  -I-  2) 2n 


^ingJiB^^-^diB^l  —sf) 


n  — 1 


ita   ut  jam    consequamur    istam    comparationem    inter    sequentes    formulas 
integrales 


fa;"'-'  dx  (1  — a^"-'  =  \a/-*-'^-'dx  (1  — «0"~'  X  K   '^(1— a^' 
•^  V  /  j  Ja/-'dr(l— a^* 


»  — 1 


Corollarinm     3. 

§.  15.  Si  in  aeqnatione  tbeorematis  ponamns  g  =  0,  ob  (1 — af)* 
=  g*"  (HT  >  potestates  ipsins  g  se  destrnent ,  orieturque  haec  aeqnatio 

(n-i-l)  (n-H2)...2n       *     •'  ^^  //-'d» (/!)«"-' 

nnde  colligimns 

[K--e^.(/r-T^    ^^_^      ^^„ 

]af-'dx(^T~ 
jaf^^dx  (/1)"- '  =  -^  J  /- '  da;  (iS)" ,  hanc 

2j,u^''dx(iin^      .^ 

n      J  a/- '  daj  (Zl)»'        * -^  ^ 


seu  ob 


CoroIIarinm    4. 

§.  16.    PonamuB  hic  /*=  1 ,  g  =  2  et  n  =^,  nt  m  sit  nnmems 
liitegor  positivns,  et  ob  j  dx  (hf*  =1.  2.  3 w,  erit 
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hincque 


:;^  •  1    9    q    i  =  2  J  a;"'     '  d»  (1  —  a;^'      , 


jdx{liy=  V  1.  2.  3...«i.T/a;"*-'da;(l  —V)"     \ 


et  sumendo  w  =  1  '  ob  (  -7 =  —  habebitur 


S  c  h  0  1  i  0  D. 

§.  17.  Ed  ergo  sncciDctam  demonstrationem  theorematis  olim  a  me 

prolati,    quod  sit  ^  dx  y  II  =  \  )/^,    eamque  ab  interpolationis   ratione, 

qua  tum  usus  fueram,    libera.     Deducta  scilicet  hic  ea  ex  hoc  theoremate, 
quo  iDveni  esse 


—    1 


PriDcipale  autem  theorema,   uude  hoc  est  deductum  ita  se  habet 
//-'^(l-g^-X//— a.(l-aO- 

atramqne  enim  membnim  per  integrationem  ab  x  =  0  ad  x  =  1  exten- 
sam  eyolvitnr  in  hoc  productam  qumericam 

1.  2.       3 (n—  1)    1 


(n  -H  1)  (n  ■+-  2) (2n  —  1)    n' 

Ac  si  alteri  membro  speciem  latias  patentem  tribueri  velimas,    theorema 
ita  proponi  poterit  ut  sit 

//-a.(l-x')-x/a/-"'-a.(l-a^-^,^^.-,         _^^„. 
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hicqne  si  capiatur  g  =  0 ,  fit 

Imprimis  igitmr  Dotandnm  est,  quod  iiia  aequaiitas  subsistat,  quicunque 
numeri  loco  f  et  g  accipiantur:  casu  quidem  f  =  g^  ea  est  manifesta, 
cum  sit 

i:x^-''dx{l—afr'"  ^l—(l-afr  ^    1^^ 

tig  ng 

fiet  enim 

2gJa;^-*-'"'da?(l  —  aFf"'  =  k  j  x"^--'  dx  (1  —  a^'--^ 
et  quia 

J  x"^-^^-^  dx  (1  -  arf-'  =  i  J  a;^- •  da;  (1  —  oTf 


aequalitas  est  perspicus,     quia  k  pro  lubitu   accipere  licet.     Eodem  autem 
modo,   quo  ad  hoc  theorema  perveni,   ad  alia  similila  pertingere  licet. 


Theorema     3. 

§.18.  Si  sequentes  formulae  integrales  a  valore  x  =  0  ad  x=l 
extendantur,  et  n  denotet  numerum  integrum  positivum  quemcunque, 
erit 


1.         2. 


-  =  |ngJ/-^^-^da;(l  —xT^''  X 


(2n-+-  1)  (2n-f-  2)...3n 

jaf"'  dx{l—af) 


»1  —  1 


quicunque  numeri  positivi  pro  /*  et  g  accipiantur. 


Demonstratio. 
In  praecedente^  theoremate  jam  vidimus  esse 
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1-  2.       3 2n        _        f.2ng        f^-,;^„         .. 

(f -H  g)  (f  H-  2g). .  .(f-*-  2ng)  -  g»»(r  ^  2«g)  J  ^"       ^^^        "^^ 


*»  — «. 


simili  atitem  modo,  si  in  forma  prindpali  loco  n  scribamus  3n  habebimas 

(/•-i-g)(/'-i-2g)...(/'-*-3ng)       g'»(f-H3ng)J^       *"  ^'  ^ 

ex  qao  illa  aeqaatio  per  hanc  divisa  producit 

y-f-  (2n  -H  l)g]  [f-H  (2n  -i-  2)g] (f -*-  3ng)  ^  2g"  (f -«-  3ng) 

(2n -I- 1)  (2n -*- 2) 3n  S  (f -t- 2ng) 


»»— I 


iaf-'dx(l  —a^ 
^af-*  dx(\—a?) 

Verum  si  in  aeqoatione  principali  (§.  4.)  loco  f  scribamus  f  -t-  2  n  g ,    adi 
piscimar  hanc  aeqaationem  * 

1.         2.         3 n  (f-*-  2ng).ng 

[/•-*-  (2n  -*-  l)g]  [/•-*-  (2n  -i-  2)g] (f -h  3ng)  "  f  (f  ^  Zng)  ^ 


«— « 


Moltiplicetur  nanc  Iiaec  aequatio  per  praecedentem ,  et  orietur  ipsa  aequatio , 
quam  demonstrari  oportet 


1.         2.         3 


(2n  -f-  1)  (2fi  -+-  2) 3n        '    ^  -^  ^  ^ 


f  fl/"^^aa;(l  — a;^ 
](x/^'  dx{l  —(^ 


2n— I 


Corollariuml. 

§.  19.     Eundem  valorem  ex  aequatione  principaii  nanciscimur,  po- 
nendo  /*  =  2  n  et  g  =  1 ,   ita  ut  sit 

Vol.  IV.  12 


? 
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qnae  formiila  integralis,  loco  x  scrtbendo  a^,  transforraatar  in  hanc 

ita  nt  sit 


—  f 


=  fcja?^-"*dir(l  —  a^**""'. 


Gorollarinm     2. 

§.  20.     Si  hic  statnamns  g  =  0^    ob   1  —  a?  =  gll  habebimuB 
hanc  aeqaationem 

cnm  igitur  ante  invenissemus 

habebimus  has  aequationes  in  se  mnitiplicando 
J  ar       da;  (Z|) 


Gorollarium     3. 


sumto 


§.  21.    Sine  ulla  restrictione  hic  ponere  licet  /*=  1;    tum  ergo 
n  =  I  et  ft  =  3 ,   erit 

LL^?^' =  9  J  d.;  (1  -  .B»)-^  X  J  o^Ar  (1  -  a;»)-^ 
et  ob 

J  d»  (/|)    '  =  3  J  d»  (^D*  et  J  d»  Qhf  =  1 ,  obtinebimns 
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8  —8 


[/ ^' («!)']' =  IJ  *»  (1  —  a^   »Xja^(l  --a!») 

I 
I 

tnm  vero  somto  n  =  |  et  i;  =  3 ,  erit 


seu 


Udx{lhff  =  ljxdx(l—a!)  'Xfa?dx{l-a?)  \ 


Theorema    generale. 

§.  22.  Si  seqnentes  formnlae  integrales  a  valore  x  —  0  nsqne  ad 
X  =  1  extendantnr ,  et  n  denotet  nnmemm  integmm  positivnm  qnem- 
cnnqne,  erit 


1.       2«     3 n  A 


(Xn  -^  1)  (Xn  -H  2). .  .(X  -*-  l)n       X  -♦-  1  ^•'  '^^  ' 

ia/-'dxil—iilf-' 

^  -  -   ■  -  -  — —  — 


— 'x 


—  i» 


jaf-' dxil— aff^'^-* 
qnicnnqne  nnmeri  positivi  pro  litteris  /*  et  g  accipiantnr. 


Demonstratio. 
Gnm  sit  nti  snpra  ostendimns 

1.  2 n  f.ng 


(f^g)(f^  2g). .  .(f^  ng)       g**  (/--4-  ng) 


jaf-^dx^l—dT-^ 

si  hic  loco  n  scribamns  primo  Xn,    tum  vero  (X  +  l^n,  nanciscemnr  has 
dnas  aeqnationes 

1-  2 Xn         _        /-.Xng       j/-.^(i_^)>n-iet 


(/•-*-  g)  (/"h-  2g). .  .(/--4-  Xng)       g^"  (/• -I-  Xng) 

12* 


i  ^ 
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1.  2 (X-»-  l)«t      _  /•.(Xh-  l)ng 

tf^g)(f-^  2g).  ...{f^(k^  l)ng]  ~  g'**''"  [f  H-  (X  -•-  Dng]  ^ 

qDamm  iUa  per  banc  divisa  praebet 

(/■->-  Xwg  -H  g)  (/• -I-  Xng  H-  2g) (f  H-  Xflg  H-  wg) 

(X»  -»-  1)  (Xn  -*-  2) (Xn  -»-  n) 

_    nX(/-H-Xng-«-ng)       Ji/-^^(1— a^*"-^ 

^  (Xh- 1)  (/•-f-Xng)'/a/-'aa;(l— aO<^-^""-'" 

At  si  in  aeqnatione  prima  loco  f  scribamos  f  -*-  X  n  g ,  obtineba& 

1. 2 n 

(/"  H-  Xng  -»-  g)  (f  -I-  Xng  H-  2g) (f  -»-  Xng  -h  ng) 

g"  (/•  H- Xng  H- ng) •' "^  *^^*       '^^       ' 

qnae  dnae  aeqnationes  in  se  dactae  prodncunt  ipsam  aeqnalitatem  demon- 
strandam 

(Xnn- l)(XnH- 2)....(XnH-n)       X  h-  l^  '^^         ^         ^ 

/a/-'d»(l—a^)<^  ■'-""-'" 


Corollarinm     1. 

§.23.     Si  in  aeqnatione  principali  statnamus  f  =  Xn  et  g  =  1 , 
reperiemns  etiam 

(X»-»- 1)  (Xnn-a) .   .   .   .  (Xn-i-n)  ~  X  -«-1  J  '^  *'*  v*         '^^         ' 

quae  forma  loco  x  scribendo  a^  abit  in  hanc 
j^/«^"»-'a*(l— a;*)"-'; 
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ita  at  habeamns  hoc  theorema  latissime  patens 


Corollarium     2. 

§.  24.  Hoc  jam  theorema  locum  habet,  etiamsi  n  non  fit  numems 
integer ;  quin  etiam  cum  numerum  X  pro  lubitu  accipere  liceat ,  loco  X  n 
scribamus  m,  et  perveniemus  ad  hoc  theorema 


ja/^'  dxjl  —afr^'    _    kjx^^^^dxjl  —a^ 
jaZ-^dxil  —a?f'^'"''  ~gj/-*-^-'daJ(l  —  af) 


Corollarium     3. 

§.    25.     Si  ponamus  g  =  0,    ob    1  —  a;«  =  gZ|,    hoc  theorema 
istam  induet  formam 

/a/-"^(zir-*-*'* ~    ja/-^^(zjr-^    ' 

quae  commodius  ita  repraesentatur 

ja/-'a*(/ir-^"-'  . 

nbi  eyidens  est  numeros  m  et  n  inter  se  permutari  posse. 


S  c  h  0  I  i  0  n. 

§.  26.  Dupltcem  ergo  deteximus  fontem,  unde  innumerabiles  for- 
mularum  integralium  comparationes  haurire  licet;  alter  fons  §.  24.  patefac- 
tns  complectitur  hujusmodi  formulas  integrales 
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qnas  jam  ante  aliqnod   tempns   perfractavi  in  obsemtionibns    circa    inte* 
gralia  formnlarnm  (*) 


i-^ 


a  valore  x  =  0  nsqne  aA  x  =  1  extensa ,  abi  ostendo  primo  litteras  p  etq 
inter  se  permntari  posse,  nt  sit 


l-i        ,   -_.  ,  ^4-1 


jcfi-^dxil—s^"        =/a!«-'daj(l  —  aO" 
tnm  vero  etiam  esse 

ar""   dx  K 

imprimis  antem  demonstravi  esse 


,n\fi— 9' 


X) 


f      a^~*dx  C   (iP^^~*  dx     _  f     xP-^^dx         f  ap-' 

}y{i-arr~'^jyii-^--'~jy{i-a^r-'^}yii 

in  qna  aeqnatione  comparatio  in  §.  24.  inventa  jam  continetnr;  ita  nt  hinc 
nihil  novi ,  qnod  non  jam  evolvi ,  dednci  qneat.  Alternm  igitnr  fontem 
§.  25.  indicatnm  hic  potissimnm  investigandum  snscipio,  nbi  cnm  sive  ulla 
restrictione  snmi  queat  f  =  1 ,  aeqnatio  nostra  primaria  erit 

cnjns  beneficio  valores  formnlae  integralis  J  dx  (Uf ,  qnando  X  non  est 
nnmerus  integer,  ad  quadraturas  curvamm  algebraicamm  revocare  iicebit; 
qnandoquidem  qnoties  X  est  nnmems  integer,  integratio  babetnr  absolnta 
qnoniam  est 

jdx(Uf=  1.  2.  3 X. 

Maximi  antem  momenti  qnaestio  versatur  circa  eos  casus,  qnibus  X  est  nn- 
merus  fractus,  quos  ergo  pro  ratione  denominationis  hic  successive  snm 
definitnras. 


(*)  Miscellanea  TaarineoBia.  Tom.  III. 
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Problema     2. 
Denotante  i  mmerufn  integrum  positivum,   definire  vahref 

i 

5  f  dx  (Uf ,  integratione  ab  x=  0  usgue  ad  x=l  extensc 


S  0  1  n  t  i  0. 
In  aeqaatione  nostra  generali  faciamus  m  =  n ,   eritqne 

[J  dx  (11)^       T  _  7.  C  ^nk  —  i  :^^  /,  Jk\n  — I 

Sit  jam  n  —  1=§>  etob2n  —  l=t-i-l,   erit 

jdxihf'^'  =  1.  2.  3 (t-H  1): 

snmatnr  porro  fe  =  2 ,   nt  sit  nft  —  l  =  i  -#-  i ,   fietque 


4l3 


1.  2.  3....(tH-  1) 
ideoque 

jdxy/ilQ* 


=  2  J  «*•*-' d«;(i  —oey, 


y/  [l.  2.  3 («-+.  1)] 


=  -/[2ja;*-"'^/(l-^*]. 


ubi  evidens  est ,  pro  t  numeros  tantum  impares  sumi  convenire ,   quoniam 
pro  paribus  evolutio  per  se  est  manifesta. 


Gorollarium     1. 

§.  28.  Omnes  autem  casus  facile  reducuntur  ad  t  =  1 ,  vel  adeo 
ad  t  =  —  1 ;  dnmmodo  enim  t  -^  1  non  sit  numerus  negativus ,  reductio 
inventa  locum  habet.     Pro  hoc  ergo  casu  erit 


J  l/«^         V  J  i/(i- W 


dx  rt 


y/  (1  —xx)        2 
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Corollarium    2. 
§.  2&.    Hoc  autem  casu  principali  expedito,   ob 

habebimns 


kfi— 1 


8 


atquo  in  genere 


9m-«-1 


jAi^(/j)"^-  =  M-i-i ^V^ 

P  r  0  b  1  e  m  a    3. 
§.  30.     Denotante  i  numenm  integrum  positivum ,  definire  valarem 

farmulae  integralis  J  dx  (Hf      j   integratione  abx  =  Oadx=l  extensa. 


S  0  1  a  t  i  0. 
Inchoemns  ab  aeqnatione  praecedentis  problematis 

atque  in  forma  generali  statuamus  m  =  2  n ,  ut  habeatur 


I 


flc  multiplicando  has  doas  aeqaalitates  adipiscimnr 


Hic  Jam  ponatar  n  =  |  ot  sit 

/^(Zi)«"«  =  l.  2.  3 (i—l), 


it 
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snmatarqae  &  =  3  ,  ac  prodibit 


1.  2.3...(«— 1) 
onde  concladimas 


=  9/a;*-'^|/(l—a!V-»X/iC^-'dr|/(l— »»)*-•; 


SdxyQl)*-'  /     f        x*-'dx  f       x^-'dx      \ 

Vl.2.3...(i-1)~  ^  V    J  yn-xy-*^}  \/il-:>^'-*)' 


Corollarium     1. 

§.  31.  Bini  hic  occurrunt  casus  principales^  a  quibus  reliqui  omnes 
pendant ,   ponendo  scilicet  vel  i  =  1  vel  i  =  2 ,   qui  sunt 

J  V^       V  J  Vo-^  J  V(J-«^/ 

quae  posterior  forma  ob 

^dx  1  r         dx 


-y 


Vil—^        3j    V(l-«^ 
abit  in 


i/'i     "^  \  J  >/(i-a^    J  >/(i-«^/ 


Corollarinm    2. 

§.  32.  Si  nti  in  obserrationibns  meis  ante  allegatis  breritatis  gratia 
ponamns 

Vol.  rV.  13 
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J 


aP-*dx 


V(i-^' 


-9  ~(«)' 


atque  at  ibi  pro  hac  classe 


3  sm.  i 


tam  vero 

dx 


(D  =  f-s/    ""     ^,  =  A ,  erit 


V(^^) 

Gorollarium     3. 
§.  33.     Pro  casu  ergo  priori  habebimuB 

8  /  /i,v  — «  8  /  «        A         r    \       8 


pro  altero  vero  casu 


JArV(^l)-'=V¥J^V(^i)'  =  iV¥,et 


Problema     4. 
§.  34.     Denotante  i  numerum  integrum  posUivum^    definire  valorem 

formulae  integralis  J  dx  (Uf      ,  integratione  dbx  =  Oadx  =  l  extensa. 
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S  0  1  u  t  i  0. 

In  solntione  problematis  praecedentis  perducti  sumus  ad  hanc  aequa- 
tionem 

idx{V^-'  J  (1  _a;*)'-«  ^"  J  (1  _<B»)«-«' 

forma  generalis  autem  sumendo  m  =  3  n  praebet 

/  dx  mf-'  Xjdx  (/ir-'  ^jC   aT»-^  dx 
jdxinr-'  J(i_a^— •' 

qaibus  coigangendis  adipiscimur 

Udx(ikr-'y  ^j^C   <^-'dx       c  ^-'dx       f  (^^-'dx 

jdx(lkr-'  1(1  _a!*)'—     j(i-3^y—^}(i-a*)'-''' 

Sit  nonc  n  =  {,  et  sumatur  %  =  4 ,   fietque 

jdxiuj''      ^*yf,s(    x*-'dx         f    a?*-'dx        f   a?^-^^   ^ 

i/1.2. 3....(t-i)    ^  V  J  i/(i -**)*"*  J  i/(i-^/-*  J  )/(i -**)*-*. 


Gorollarium     1. 
§.35.     Si  igitur  sit  t  =  1  ^   habebimus 


quae  expressio  si  littera  P  designetur,   erit  in  genere 


C  0  r  0  1  Ka  r  i  u  m     2. 

§.  36.     Pro  altero  casu  principali  sumamus  t  =  3 ,   eritque 

13* 
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j*.  W«r-  =  v(...'j^xj^xj^) 


seu  facta  redoctiane  ad  nmplidores  fixnnas 

quae  ezpressio  si  littera  Q  desigiietar ,  erit  genentim 

idx\/mr-'  =  \-i.ii *%-'.Q. 


A 


S  c  h  0  1  i  0  n. 
§.  37.     Si  formolam  integralem 
aP"^  dx 


M — « 


i/(i-^*) 

hoc  signo  f^j  indicemus,   solutio  problematis  ita  se  habebit 

JA.1/(?|)'-*=t/l-2.3 (i_l).4»(4)(^)(¥), 

et  pro  binis  casibus  evolutis  fit 

p=  t/4*(i)(f)©etQ  =  |/8®a)a). 

Statuamns  nunc  pro  iis  formulis  quae  a  circula  pendent 

©  =  r^.  =  «et(D  =  -^  =  P, 

4  sm.  4  4  sm.  7 

pro  transcendentibus  autem  altioris  ordinis 


0) 


r        xdx        f         dx         . 


qni|^  a  qoa  omnes  reliquae  pendent  ac  reperiemus 
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P  =  ^  4'  •  ?^  •  AA  et  Q  =  i/  4  .  aap  .  ;^; 
ande  patet  esse 


PQ  =  4a=  - 


sin.  ^ 


Gnm  autem  sit 


P=  j/327rAA,    Q=  V  r?r  et  ^  = 


4A 


8AA  Q  y 


ic 


Problema     5. 

§.  38.     Denotante  i  numerum  integrum  posUivum,    definire  valorem 
fonmlae  wUegralis  j  dx  i/Cii/"'^  integratione  abx  =  Oadx=l  extensa. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Ex  praecedentibus  solntionibus  jam   satis  est  perspicuum  pro  hoc 
casu  perventum  iri  ad  hanc  formam 

V  1.  2.  3. .  .(i  -  1)  ~  ^  V  J  V  (1  -  ^f~*     J  l/  (1  -  ^)'~* 


(_J^_dx_       f  __«1__^_\ 


quae  formulae  integrales  ad  classem  quintam  dissertationis  meae  supra 
allegatae  sunt  referendae.  Quare  si  modo  ibi  recepto  signum  l^)  denotet 
banc  formulam 


j 


ap-'dx 
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valorem  quaesitam  ita  commodias  ezprimere  licebit,  at  sit 

/  dx  V  (?!)'-»  =  i/  1.  2.  3. . .  .(i  -  1)  5*  (4)  (V)  (^)  (V). 

ubi  quidem  sofficit  ipsi  i  valores  qainario   minores  tribaisse,    quando  autem 
nomeratores  quinariom  superant,  tenendum  est  esse 

(6-i-m\  m     /m\ 

tum  vero  porro 

(10-#-«\  m  m-*-6     lm\ 

i     )         m-*-t  *  w-i-f-i-S  \  f  / 

(16 -t-m\  m  m-f-6  m-f-lO     tm\ 

%      }         m  -I-  f  *  m  -♦-  f  -H  6  *  m  -I-  f  -•-  10  \  f  / 

Deinde  vero  pro  hac  classe  binae  formulae  quadraturam   circuli   iuvolvunt, 
quae  sint 

5  sm.  -r-  5  sm.  -^ 

6  6 

duae  autem  quadraturas  altiores  continent,   quae  ponantur 


Hk 


■^  =B; 


v8 


atque  ex  his  valores  omnium  reliquarum  formularnm   hujus    classis  assig- 
navi,  scilicet 

(?)=i;(D  =  i;  (D  =  l;  (D  =  h  0)  =  ^ 

(!)  =  «;  a)  =  |-;0  =  2T;a)  =  3i 

(f)  =  A;  (D  =  p;  0)=^^ 


aB 


a)=f;(D  =  B 
(l)=T. 
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Corollariam     1. 
§.  39.     Sumto  exponente  i  =  1 ,   erit 

J^  V(^i)-*=l/5*(l)(!)^(f)=  l/5*-f;A»B; 

ande  in  genere   concladimus   fore,    denotante   n  numemm  integrum   quem- 
cunque 

/  dx  V  (ir-*  =  M  •  V  •  •  •  •  V  •  >/  5* .  ^;  A'B. 

Gorollarium     2. 
§.  40.     Sit  nunc  i  =  2 ,   et  cum  prodeat 

jatr^(/i)-«=f/i. 5^a)a)(D(D,  ob 

(D  =  !(D  =  ^(D  et  (D  =  i^, 

erit  haec  expressio 

l/5»(Da)(^(D=i/5».ap.f 
et  in  genere 

/  dx  y  inr-'  =  ii-'i----^v  5».«p.^. 

Gorollarium     3. 
§.41.     Sit  t  =  3 ,   et  forma  inventa 

/^  >/(;!)-'=  >/2.  5*  (D(D(D(f),   ob 

(D  =  i  (D;  (D  =  1 0);  (?)  =  i  •  ^  (D.  awt  in 

i/2.5»(D(f)a)(D=>/5'^|^-^; 

unde  in  genere  coUigitur 

jdxVinr-'  =  vv'i--'^V^'-^-rB' 
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Gorollariam     4. 
§.  42.  Posito  denique  i  =  4 ,   forma  nostra 

Jdr  V(^i)~'=  i/6.5*a)a)(?)(^),   ob 

(D  =  f  (D;  (L«)  =  i  .  ^  ^;  (V)  =  r  ^  .  H(t). 
tnnsformabitur  in  hanc 

i/6.6(})a)(D(?)=  Vs-SI; 

ita  nt  sit  in  genere 

S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.     43.     Si  valorem  formulae  integralis  J  ^  {Ihf  hoc  signo  [X]  re- 
prMsentemus,  casus  hactenus  evoluti  praebent 

[-  J]  :=  V  5* .  ^  .  A«B ;  [^  ij  =  J  V  5*  •  g  •  A»B 

l_  1]  =  V  5'  .  «P  .  ^ ;  [H-  i]  =  I  i/  5»  .  «p  .  ^ 

l-8]=i/5'.?.^;[-H|]  =  ii/5'.^.A 

[_  «]  =  i/  5  .  a'p«  .  ^;  [-H  1]  =  J  i/  5  .  «'P«  .  jig; 

uiuli^  binis  I   quarum  indices  simul  sumti  fiunt  =:  0 ,   coijungendis  coUigimus 

KJJ-[-i]  =  «=     "" 


5  sin. 


6  sm.  -5 
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5  sm.  -g- 

[-*-!]  •[-!]  =  4«=    ^'^ 


5  sin.  ^ 


Ex  antecedente  autem  problemate  simili  modo  deducimus 

[_  3]  =  P  =  i/  4"  .  y  .  AA ;  [H-  ij  =  1  V  4'  •  y  .  AA 

[-|]  =  Q=i/4-««p.^^;  [-f-ij=ti/4.aar  -^^ 


hincque 


[-H  n  •  [-  n  = « =    ^" 


4  sin.  -^ 


[-Hi].[-i]  =  3«  =  -4^; 

4  sm.  -j- 

unde  in  genere  hoc  Theorema  adipiscimur,   quod  sit 

cujus  ratio  ez  methodo  interpolaodi  olim  exposita  ita  reddi  potest 

1'~*.2^     2'-\3^     3'-\4^   , 
cum  sit  [X]  =  ^-^  .  ^—^  •  ^^etc. 

•X    r         ^n  l'"*"^2-^       ^'■''^S-^       S''*"^^-^       , 

ent  1 —  Al  = • .  — — etc. 

•^        J  1  —  X  2  —  X  3  —  X 

hincque 

Wr       ^i 1  •  1         2.2         s^     .  Xu     . 

•  [—  ^]  =  T^  •  TiTTx  •  9:rwi  etc.  =  jj^; 

Qti  alibi  demonstraTi. 

Vol.  IV.  14 
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Problema     6     generale. 

§.44.     Si  litterde  i  et  n  denotent  numeros  integros  positivoSj    de- 
finire  vatorem  formulae  iniegralis 

Sdxihy^,  seu  jdxV  (11)'-^% 
integratione  ab  x  =  0  ad  x  =  l  extensa. 


S  0  1  u  t  i  0. 


Methodus   hactenus    usitata   quaesitum    valorem   sequenti    modo   per 
quadraturas  curvarum  algebraicarum  expressum  exhibebit 

SJx  y  (/!/-'•      «//  ^_J    x^-^dx        f  x^"'  dx  ^x^-"'^'-'  dx^ 

V 


i.2.3..(t-i)"r  v"*    J y{i^xy-* ^J yii^xy'^''] y{\^xy-*) 


Quod  si  jam  brevitatis  gratia  formulam  integralem 

— —  hoc  charactere  (— ), 

]  y  {l  —:^f-^  \^r 

formulam  vero  ^  dx  >/ (il)*^  isthoc   r~"|   designemus,    ita   ut   |^J   valorem 

hujus   producti   indefiniti    1.  2.  3 z  denotet,    existente   z  =  —^    suc- 

cinctius  valor  quaesitus  hoc  modo  expressus  prodibit 

[i-:-"]  =  i/l.  2.  3.  .  .  .,i-  1)«"-  .  (4)(i-')(-) (=-); 

unde  etiam  colligitur 

[4]  =  ii/,.2.3....«_.)n— .(4)(V)^) {^\ 

Hic   semper   numerum   i  ipso  n  minorem   accepisse   sufficiet,     quoniam   pro 
majoribus  notum  est  esse 
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L— J  =  —  LnJ'  ^*«"»  L-T-J  =  -li — s-  L«J  ^^- 

hocqae  modo    tota  nnTestigatio    ad    eos    tantum    casus    redncitur,    quibns 

fractionis  ~  nuiDerator  i  denominatore  n  est    minor.     Praeterea    vero    de 
ft 

formnlis  integralibos 


yil-oTf 


-«  — (W' 


sequentia  notasse  jnvabit. 


I.     Litterae  p  et  q  inter  se  esse  permutabiles  ut  sit 

(f)  =  (f)- 

n.     Si  alteruter  namerorum  p  vel  q  ipsi  exponenti  n  aequetur,    va- 
lorem  formulae  integralis  fore  algebraicum,   scilicet 

\p)  \n)  J'      ^^    \q)  W    ~    T' 

m.     Si  summa  numerorum  p  -^  q  ipsi  exponenti  n  aequatur ,  formulae 
integralis  (~)  valorem  per  circulum  exhiberi  posse,   cum  sit 

(^)  =  (V^)  =  zzr^'  ^'  (s^)  ^  (V)  =  riir 


n  sm.  ^        X"     >/         XX,         ^  gjjj   «5 

n  n 


IV.  Si  alteruter  numerorura  p  vel  g  major  sit  exponente  n ,  formulam 
Integralem  f^ j  ad  aliam  revocari  posse,  cujus  termini  sint  ipso  n  minores, 
quod  fit  ope  hujus  reductionis 

/p^\  _     p    /p\ 
\    q    /        p-^-qKq/' 

Y:  Inter  plures  hujusmodi  formulas  integrales  talera  relationem  inter- 
cedere,   ut  sit 

14* 


■=-     '.         .T. 
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(f )  r-^')  =  (f )  m = (f )  (T). 

CQJus    ope    omnes   reductiones   reperiuutur,     quas  in   observationibus    circa 
has  formulas  exposni. 

Gorollarium     1. 

§.  45.  Si  hoc  modo  ope  reductionia  Ji.  IV.  indicatae  formam  in- 
ventam  ad  singulos  casus  accommodemus ,  eos  sequenti  ratione  simplicissime 
exhibere  poterimus.  Ac  primo  quidem  pro  casu  n  =  2 ,  qno  nulla  opus 
est  reductione  habebimus 


ic 


m  =  r/2(i)  =  r/T^  =  ^>/^- 


8in.y 


Corollarinm     2. 
§.  46.     Pro  casu  n  =  3  habebimus  has  reductiones 

rji  =  r/3».(i)a) 
fii  =  i  y  3. 1.  (^  (*). 


Corollariam    3. 
§.  47.     Pro  casu  n  =  4  hae  tres  reductiones  obtinentur 

ai  =  i  j/  4'  (1)  (!)  (f) 

11]  =  I  i/  4'.  2.  (D«  a)  =  I  f/  4  (D,  ob  a)  =  I 

[l]  =  !i/4.i. 20)0)0); 

cum  in  media  sit  0)  =  (r^)  =  i>   erit  utique  ut  ante 

[|]  =  [a  =  i>/'^. 
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Gorollariam     4. 
§.  48.     Sit  nanc  n  =  5 ,  et  prodeunt  hae  quatuor  reductiones 

[il  =  -ii/5*.0a)(!)(?) 
[g  =  1 1/  5M  (D  (D  0  (D 

[i]  =  i  V5M.  2(D0a)(D 
■  [t]  =  t>/5.i.2.3(Da)a)(i)- 


Oorollarittm     5. 
§.  49.     Sit  n  =  6 ,   et  habebimns  has  reductiones 

[g  =  ^>/6».(D(D(D(n© 

[i]  =  ii/6*.2(D'a)'(D  =  |>/6'(Da) 

[|]  =  |V6».3.3(D»(D'  =  ii/6(i) 

m  =  iV  6'.  2.  4.  2  (D»a)'(D  =  i  l/  6.  2  0)  (D 

[1]  =  i  V  6.  1.  2.  3.  4  ©  0  0)  0)  0)- 


Gorollariam     6. 
§.  50.    Posito  n  =  7 ,  sequentes  sex  prodeunt  aequationes 

l^]  =  li/ 7«  (i)(D©(D  (?)(?) 

[?]  =  I  i/  7M  (D  (D  (D  0)  (D  0) 
[f]  =  ?i/7M.2a)a)(D(D(!)a) 
[|]  =  li/7M.  2.3(1) a)(D(D(Da) 
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[f]  =  f  j/  7M.  2.  3.  4  (D  0)  0)  (D  0)  d) 
[?]  =  f  V  7.  1.  2;  3.  4.  5  (D  (D  0)  0)  (D  0)- 


Corollarinm    7. 
§.  51.    Sit  n  =  8,   et  septem  hae  rednctiones  impetrabmitor 

[|]  =  l>/8'([)(!)(?)(f)(f)(f)0 

[1]  =  I }/  8«.  2  (D«  (*)'  a)'  0)  =  i  V  8'  (D  (|)  (D 

[i]  =  ii/8'-i-2(D(D(Da)0(D(D 
[|]  =  i>/8*-4-'*-4(D*(D'  =  li/8(D 

[1]  =  §  l/ 8M .  2.  3 .  4  (D  ©  (2)  (I)  0)  (D  (D 

[2]  =  S  V  8'.  4.  2.  6.  4. 2  (D'  (*)•  (D'  (D  =  i  i/  8.  2.  4  (D  (D  a) 

(11  =iys.l.2.  3.  4.  5.  6  (I)  (f)  (f)  (4)  (?)  (f)  G). 


S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.  62.     Superfluum  foret  hos  casus  ulterius  evolvere ,  cum  ex  allatis 
onio   iHtarum   formularum   satis  perspiciatur.     Si  enim  in  formula  proposita 

"' I  numeri  m  ct  n  sint  inter  se  primi  lex  dst  manifesta,   cam  fiat 

Hin  auteiii  hi  numeri  m  ct  n  communem  habeant  divisorem,  expediet 
i|uideni  fracticmem  ^  ad  minimam  formam  reduci,  et  ex  casibus  praece- 
dniitibuH  quaosituni   valorem  pcti;    intcrim  tamen   etiam   operatio   hoc   modo 
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institni  poterit.     Gum  ezpressio  quaesita  certe  hanc  babeat  formam 

ubi  Q  est  productnm  ex  n  —  1    formulis  integralibus ,    P   vero   productum 
ex  aliquot  numeris  absolutis,    primum  pro  illo  producto  Q  inveniendo,    con- 

tinuetur  haec   formularum   series  (^)(-^)(-^)?    donec  numerator   superet 

exponentem  n ,  ejusque  loco  excessus  supra  n  scribatur ,  qui  si  ponatur  =  a, 

ut  jam   formula  nostra  sit  (^),    hic  ipse  numerator  a  dabit   factorem   pro- 

ducti  P ,  tum  hinc  formularum  series  porro  statuatur  (^)  (^^^)  (^"^    j  etc. 

donec   iterum   ad  numeratorem   exponente   n   majorem   perveniatur ,     formu- 

iaque  prodeat  (^^-^)j    cujus  loco   scribi  oportet  (~),    simulque  hinc   factor 

P  in  productum  P  inferatur,    sicque  progredi  conveniet,    donec  pro  Q  pro- 
dierint  n  —  1  formulae.    Quae  operationes  quo  facilius  intelligantur ,    casum 

formnlae  [^]  =  ^  V  ^  ^^  ^  •  Q  ^^^   modo  evolvamus ,    ubi   investigatio   lit- 
terarum  Q  et  P  ita  institnetur, 

pro  Q 0  (i)  (i)  (V^)  0  0  (i)  (?)  (i)  (i)  (D, 

pro  P 6.  3        9.  6.  3         9.  6.  3  , 

sicque  reperitur 

Q  =  (1)"  (i)"  Hf  a'  et 
P  =  6'.  3».  9'. 

Cum  igitur  sit  (^)  =  ^   fit  PQ  =  6'.  3'  0'  («)'  (5)' ,   Weoque 
[fj=il/l2.  6.  3.(D(i)a). 


Theorema. 

§.  33.    Quicnnque  numeri  integri  positivi  litteris  m  et  n  indicentur , 
erit  semper  signandi  modo  ante  ezposito 


112  SUPPLEMENTUM     III. 

ra=v>'-"-"-'-2.8.-(»-i)(i)(i)(i)....(^). 

Demonstratio. 

Pro  casn^  qno  m  et  n  snnt  nnmeri  inter  se  primi,  veritas  theore- 
natis  in  antecedentibns  est  evicta;  qnod  autem  etiam  locnm  habeat,  si  illi 
imoieri  M  et  n  commnne  divisore  gandeant,  inde  qnidem  non  liquet:  vemm 
«  hoc  ipso,  qnod  pro  casibns,  qnibns  n»  et  n  snnt  nnmeri  primi,  veritas 
coastat»  tnto  conclndere  licet,  theorema  in  genere  esse  vemm.  Minime 
qoidem  diffiteor  hoc  conclndendi  genns  prorsns  esse  singnlare,  ac  plerisque 
$iispectum  videri  debere.  Qnare  qno  nnllnm  dubium  relinquatnr,  quoniam 
pro  casibns,  qnibns  numeri  n»  et  n  inter  se  sunt  compositi,  geminam 
«isqpuressionem  snmus  nacti,  utrinsquo  consensnm  pro  casibus  ante  evolutis 
tHS^tendisse  juvabit,  Insigne  autem  jam  snppeditat  firmamentum  casus  in  =  n, 
quo  fiurma  nostra  manifesto  nnitatem  prodndt. 

Gorollarinml. 

§,  54.  Primus  casns  consensus  demonstrationem  postulans  est  quo 
m  -^  2  ot  n  =s  4 ,   pro  quo  supra  §.  47  invenimns 

\\\m  autom  vi  tlioorematis  est 

l!l-!j/4M(j)(|)(D, 

uudo  conumrationo   iustituta  fit  (D  =  (D  (|) ,   cujus  veritas  in  observationi- 
buM  iiipra  tUIoK^tia  est  confirmata. 

Corollarinm     2. 
§,  ftft,     8i  m  =  2  et  n  =  6 ,   ex  superioribus  §.  49  est 

im  -  8  V  6*.  (D' «)• 
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nunc  vero  per  theorema 

[i]  =  iV6Ma)(i)(D(Da). 

ideoque  necesse  est  sit 

.    (D(D  =  a)(D(D» 

CQJus  veritas  indidem  patet. 

Corollariam     3. 
§.56.    Si  1»  =  3  et  n  =  6 ,  pervenitur  ad  hanc  aeqoationem 

(D'=i-2.a)(Da)(D, 

at  si  m  =  4  et  n  =  6 ,  fit  simili  modo 
2«  0)0)  =1-2.  3.(1)^0).  seu 

0)^  =  10)  a)(D, 

quod  etiam  verum  deprehenditur. 

Gorollarium     4. 
§.  57.     Casus  m  =  2  et  n  =  8  praebet  banc  aequalitatem 

(D(D(D  =  a)(D(D©; 

at  casus  in  =  4  et  n  =  8  hanc 

(i)»  =  1.2.  3  a)(D^(D(Da)r 

casus  denique  m  =  6  et  n  =  8  istam 

2.4(Da)(D  =  i.  3. 5(Da)(Da), 

quae  etiam  veritati  sunt  consentaneae. 

S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.  58.     In  genere  autem  si  numeri  m  et  n  communem  habeant  fac- 
torem  2,  et  formula  proposita  sit  r|^"|  =  ["^1  quia  est 
Vol.  IV..  15 
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[ 


f]  =  ^i/ „»-.,. 2.3... .(«-l)(i)(i)(i)...C-=i). 


erit  eadem  ad  exponentem  2  n  redncta 


J  V  2.-— .2-.4'.6«. .  .(2«  -  2)' {±)' (S\' l±)'  . . .  (^J. 


Per  theorema  vero  eadem  expressio  fit 


fV2»-'-.1.2.3...(2«-.)(A)(^)(^)...(?|^), 

unde  pro  exponente  2  n  erit 

2.4.6.. ..(2»-2)(^)(^)(5y....(ii^)  = 
,.8.6....(2«-,)(i)(^A)(^)....(ai-).  . 

I 

Simili  modo  si  commnnis  divisor  sit  3 ,   pro  exponente  3  n  reperietnr 

3'.6'.9' (3— 3)'(i)'(,y*(A)'--(^)'  = 

1.2.4.6..(3».- 2)  (3«- ,)(i)(A)(5l)(5y...(55=i). 

quae  aei^uatio  concinnius  ita  exhiberi  potest 

1.2.4.5.7.8.10 (Sm—  2)  (3m—  1)_ 

3'  .  6V  9' (3w—  3)'  ~ 

Uw/     '    \3m/    '  ' V    3m    / 

(si.)  (M  (^)  (MM C^)  C-T^)  ■ 

In  genere  autem  si  communis  divisor  sit  d  et  exponens  dn^   habebitur 

[*.2i.8.....(.»-^(^)(y)(L') (^)y= 

,. 2.8.4.. ..(,i».-,)(i)(A)(A) (*^), 

quae    aequatio    facile  ad  quosvis    casus    accomodari   potest,    unde  sequens 
Theorema  notari  meretur. 


^ 
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Theorema. 

§.  59.     Si  a  faerit  diyisor  commnnis  numeronmi  m  et  n^  haecqne 
formnla  (^j  denotet  valorem  integralis 


y  (1  —  xy 


—  9 


ab  o;  =  0  nsqne  ad  a;  =  1  extensi ,   erit 


[••2«.8« (--  -)  (:^)  (¥)  (^*) ("-?)]'  = 

••^•' (•»  - 1)  (i)  (i)  (i) m 


Demonstratio. 

Ex  praecedente  scholio  veritas  hnjns  theorematis  perspicitnr,  cum 
enim  ibi  divisor  commnnis  esset  =  d ,  biniqne  nnmeri  propositi  dm  et  dn , 
liomm  loco  hic  scripsi  m  et  n,  loco  divisoris  eomm  antem  d  litteram  a, 
qnam  divisoris  rationein  aeqnalitas  ennnciata  ita  complecitnr,  nt  in  pro- 
gressione  arithmetica  a,  2a,  3a,  etc.  continuata  occnrrere  assnmantnr  ipsi 
nnmeri  m  et  w  ideoqne  etiam  m  —  a  et  n  —  a.  Caeterum  faleri  cogor , 
hanc  demonstrationem  ntpote  inductioni  potissimum  innixam ,  nentiqnam 
pro  rigorosa  haberi  posse:  cum  autem  nihilominus  de  ejus  veritate  simus 
convicti,  hoc  theorema  eo  majori  attentione  dignnm  videtur,  interim  tamen 
nnllnm  est  dnbinm,  quin  nberior  hnjusmodi  formulamm  integralinm  evo- 
Intio  tandem  perfectam  demonstrationem  sit  largitnra,  quod  antem  jam  ante 
hanc  veritatem  nobit  perspicere  licnerit,  insigne  hinc  specimen  analyticae 
investigationis  elncet. 


Corollarinm     1. 

§.  60.    Si  loco  signomm    adhibitomm    ipsas    formulas    integrales 
snbstitnamns ,  theorema  nostmm  ita  se  habebit  ut  sit 

15* 


/  ■ 


11«  =cppLEXEnirM  m. 


z.2K.3a.  ..a—     '  *^ 


_■    ^  i  I .^' 


i  i. ».  3.   »— 1 1- —   -I- —      __  »  f— ^ 


.  —  1 


«T 


Car«ilLa.riKK     2. 


^     *< 


$.  f$0.     Ttii  91  tt  abbnraniBK  afaDMmus 


*     > 


*.2*.5*.  .    V**  —  «•'  I w •|  ^^ I » = 


f .   Y  <^'^  fi>nt«t8i»(w  >  ^  1  ikftMkK  t^biNr^itt  nie;cnLi& 


J 


I  ?■  *? »? ^"-ni^  a*^  ^) mf = 

|v«r»i t--t>iiHV)i") ("-?)!=  <"«■ 


■^, 
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Demonstratio. 

Ex  precedente   Theoremate  hujus  veritas  manifesto  sequitur,    cum 
quaelibet  hamm  expressionum  seorsim  aequetur  huic 

»•2.3 («  -  .)  (i) (i) (i) m, 

quae  unitati  utpote  minimo  communi  di?isori  numerorum  m  et  n  conve- 
nit.  Tot  igitur  hujusmodi  expressiones  inter  se  aequales  exhiberi  possnnt, 
quot  fuerint  divisores  communes  binorum  numerorum  m  et  n. 


C  0  r  0  1 1  a  r  i  u  m     1. 

§.63.  Cum  sit  haec  formula  l^j  =  ^,  ideoque  m  (^j  =  1, 
expressiones  nostrae  aequales  succinctius  hoc  modo  repraesentari  possunt 

[-2-3«' «  (^)  (^*)  (y)  •■■••(;)]•  = 

[M?.3f «(i)(i?)(y) m= 

^•2T.3Y ".(i)(|?)(|?) (i)J  =  ^- 

Etsi  enim   hic   factorum  numerus  est  auctus,    tamen  ratio  compositionis  fa- 
ciliu^  in  oculos  incurrit. 

CoroIIarium     2. 

§.  64.  Si  ergo  sit  m  =  6  et  n  =  12,  ob  horum  numerorum  di- 
visores  communes  6 ,  3 ,  2,1,  quatuor  sequentes  formae  inter  se  aequales 
habebuntnr 

[2. 4. 6  0)  0)  (D  a)  o  (^)]'  = 

1.2.  3.  4.  5.  6(Da)(i) (^). 
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Corollarium    3. 
§.  66.    Si  oltima  cum  penulUma  combinetar ,  oascetur  haec  aeqnatio   * 

1.3.6  _  0)  0  (g)  0  (V°)  (V) 
2.4.6         (J)(S)a)(?)a)(V)' 

altima  autom  cum  antcpeDnltima  comparata  praebet 

1.2.4.5  ^aijLO®®®^^ 

3.3.6.6         (J)  (J)  (D  ©  (?)  (S)  (V")  (^)  * 


S  c  h  0  1  i  0  n. 


§.  66.    Infinitao  igitur  hinc  consequuntur  relationes  inter  formulas 
intograloa  formao 


"/  (l  -  tr-) 

quao  00  magis  sunt  notatu  dignao,  quod  singulari  prorsns  methodo  ad  eas 
lii(*.  HunniR  porducti.  Ac  si  quis  de  earum  veritate  adhuc  dubitet,  obser- 
vationoR  moas  circa  has  formulas  integrales  consulat,  indeque  pro  qnovis 
cuNu  oblato  de  voritate  facilo  convincetur.  Etsi  autem  illa  tractatio  hnic 
conflrmandao  inservit,  tamon  rolationes  hic  erutae  eo  migoris  snnt  momenti, 
<|U()d  in  iis  certus  ordo  cemitur,  eaequo  per  omnes  classes,  quantumvis 
oxponontem  n  accipore  lubeat,  facili  negotio  continuentur ;  in  priori  vero 
iractationo  calculus  pro  classibus  altioribus  continuo  fiat  operosior  et  intri- 
catior. 


Supplomentnm    continens    demonstrationem 
Theoromatis    §.    53.     propositi. 

^.  (»7.    Demonstrationem  hanc  altius  peti  convenit;  sumatnr  scilicet 
uoquatio  {$.  25.  data,   quae  posito  f=  1  et  mntatis  litteris  est 
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eaqae  per  redoctiones  notas  hac  forma  repraesentetur 
j  dx  (11)' X i  dx  (hf  _    xitv     r    ^'^-'dx 

jdxmr^'     -(x-*-vJ  (1  — ««)«-'■ 

Ssatuatur  nunc  v  =  —  et  u.  =  — ,   tum  vero  x  =  n ,   ut  habeamus 


n  •  n 

m  X 


•  J  dx  (/1)"  XJdxjH)*  \m      r        i^-'  dx 

X-»-m  I 

/  rfa;  (^i)  "  X  -+-  m  J  y  (1  —  «T""* 

qtiae  brevitatis  gratia,  more  supra  usitato,  ita  concinne  referatur 

Jam  loco  X  successive   scribantur  numeri  1,  2,  3,  4 n  omnesque  hae 

aequationes ,  quarum  numerus  est  =  n ,  in  se  invicem  ducantur ,  et  aequatio 
resultans  erit 


"1  rm-t-2T  rw-4-3"l  rw-i-n"l 

J  L-iT-J  L-JrJ  •  •  •  L"s-J 


nC^.-l H^ ^ _!_  (1UAW1\ .  .  . /JL\  = 

w-i-1      m-f-2      m-f-3                    m -^n  \in  1  \m /  \m j  \m/ 

n         1.2.      3 m       /lW2\/8\  /_n\ 

^*    '  (n-4-1)  (n-+-2)  (n-f-3) (n-4-w)  Vm/ \»»/  \«»/          **  \«»/ 

Simili  autem  modo  pars  prior  transformetur  ut  sit 


["]  ■  [-. 


cujus    convenientia    cum   forma  praecedente   multiplicando   per  crucem,    ut 
ajunt,   sponte  se  prodit.     Gum  vero  ex  natura  harum  formularum  sit 
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[^]  =  ^  K3 .  [^3 = '^  [13  -  m = ^  [f  3  •  «'«• 

ob  harum  formularum  numerum  =  m,   evadet  haec  prior  pars 

91 


M      (n 


1)  (n  -H  2)  (n  -H  3) (n  -t-  «)' 


quae  cum  aequalis  sit  parti  alteri  ante  ezhibitae 


«       1.         2.         8 «t     /n/2\/8\  ^  /»^\ 

"*       (»-i- 1)  (n-4-2)  («-«-8) (n-*-m)  \m/  \m}  \mj   '  '  '  '      \m}* 


adipiscimur  hanc  aequationem 


p]"=S'-^-3 -mm (^)' 


ita  ut  sit 

1.2.3 fn  / 1 


[;3="^     >••  fe)(l)(l) (i). 

quae  cum  proposita  in  (§.  53.)  ob  (^j  =  ^  omnino  congruit,  ex  quo  ejus 
veritas  nunc  quidem  ex  principiis  certissimis  est  evicta. 


Demonstratio    Theorematis 
§.59.     p  r  0  p  0  s  i  t  i. 

§.  68.     Etiam  hoc  Theorema  firmiori  demonstratione  indiget,  quam 
ex  aequalitate  ante  stabilita 


[^]  •  K]  ^     ^wt    /x\ 


ita  adorno.     Existente  a  communi  divisore  numerorum  m  et  n,  loco  X  suc^ 
cessivo  scribantur  numeri  a,  2  a,  3  a,  etc.  usque  ad  n^  quorum  multitudo 

est  =  y,    atque  omnes  acqualitates   hoc  modo   resultantes  in  se  invicem 

ducantur,   ut  prodeat  haec  aequatio 
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M    1         rm-#-an  rw-f-2a"l  ri»-i-3a"|  rin-#-n"l 

-•     L-JT-J  L-^J  L-ir-J  *  •  •  L-;r-J 

m^  .  _L2-  .  -^ 12- _!i_ (±W?ifUii!^  .  .  .  (IL], 

m-«-a      m-4-2a      m-t-8a  m-f-»  \m/ \  m  /  \  m  /  \m/ 

Jam  prior  pars  in  hanc  formam  ipsi  aequalem  transmutetur 

M  rn-*-aT  rn-+-2a"l  Tn-t-SaT  rn-f-mn> 

J    L— J  L-JT-J  L-s-J  —  L-JT-J 

qnae  ob  [''^-^J  =  ^-^  [~j ,  sicqne  de  caeteris ,  reducitur  ad  hanc 


n  n 

•  •  • 


a      n-«-2a      n-t-da  n-4-m 


Posterior  vero  aequationis  pars  simili  modo  transformatur  in 

m^^ 2a 3a ^  ( ±\  (^^\  (^J^) /M 

n-#-a      n-4-2a      n-4-3a  n-^-tn  \m/  \m  f  \m  /  \»»/' 

unde  enascitur  haec  aequatio 

■=J  .?  =  «i...2a.3a «(i)(^)(^)  ■■■■■  (^), 

hincque 

K]  =  "'f^[«-^«-'«---"'(=)(^)(^) (0 

quae  ezpressio  cum  praecedente  comparata  praebet  hanc  aequationem 

[••^-'« -(mm (w)J= 

1-2-3 ••(i)(l)(i) (s). 

quod    de    omnibus    divisoribus    communibus    binorum    numerorum   m    et   n 
est  intelligendum. 

Vol.  IV.  16 
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2)  De  valore  formulae  integralis      ^  ~^     y  (^«f ,  ca«u 
quo  post  integrationem  ponitur  «=i.   Nav,  Com- 

mmtarii  Acad,  Imp,  8c,  PekopoUtanae.  Tom,  XIX, 
Pag,  30  —  64. 

§.69.  Ex  coDsideratione  innumerabiliam  arcuum  circularium,  qui 
communem  habent  vel  sinum  vel  tangentem ,  jam  olim  summationem  dua- 
rum  serierum  infinitarum  deduxi,  quae  ob  summam  generalitatem  maxime 
memoratu  dignae  videbantur.  Si  enim  litterae  m  et  n  numeros  quoscunque^ 
denotant^  posita  diametri  ratione  ad  peripheriam  ut  1  ad  ic,  illae  duae 
summationes  hoc  modo  se  habebant 

1  ^  .J l l_  H L_  H-  — i etc  =       ""       et 

m  n  —  m         n-f-m  2n  —  m         2n-4-m  3n  — m  *  mic 

n  sm.  — 

n 

'        ^      ^  '       ^  1  etc.=       "= 


m  n  —  m         n-f-m  2n— m         2n-f-m  3n— m  x^    _  «wt ' 

ntang.— 

atque  ex  his  duabus  seriebus  jam  tum  temporis  elicueram  summationes 
omnium  serierum  illarum,  quarum  denominatores  secundum  potestates  nu- 
merorum  naturalium  progrediuntur ,  quemadmodum  in  introductione  in 
analysin  infinitorum  et  alibi  fusius  exposui.  Nunc  autem  eaedem  series 
me  perduxerunt  ad  integrationem  formulae  in  titulo  expressae,  quae  eo 
magis  attentione  digna  videtur,  quod  bujusmodi  integrationes  aliis  methodis 
neutiquam  exsequi  liceat. 


§.  70.  Statim  autem  patet,  has  duas  series  infinitas  oriri  ex 
evolutione  quarundam  formularum  integralium,  si.post  integrationem  quan- 
titati  variabili  certus  valor,  veluti  unitas  tribuatur;  ita  prior  series  dedu- 
citur  ex  evolutione  hujus  formulae  integralis 
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J 


„fii  —  1     -     „11  —  fn  —  I 
B  -f-  » 


dZy 


1  -H  iT 

posterior  vero  ex  evolutione  istins 


J 


jn  —  1  fi  —  fn  —  1 

1  —z'' 


dz^ 


si  quidem  post  integrationem  statnatur  8  =  1.  Deinceps  autem  ex  ipsis 
principiis  calcnli  integralis  demonstravi,  valorem  integralis  prioris  harnm 
duamm  formularum ,  si  quidem  ponatur  ;e  =  1 ,  reduci  ad  hanc  formnlam 
simplicem 

IfllC  ' 

n  sm.  — 

integrale  autem  posterius ,   eodem  casu  g  =  1  ^   ad  istam 

ic 

n  tang.  — 
fi 

ita,   ut  ex  ipsis  calculi  integralis  principiis  certum  sit  esse 

jnii  —  1  _,fi  —  fn  —  1  _ 

dz  = et 


J 


Ifl  '^     fwic 

-4-  £?  n  sm.  — 

jn%  ■"  I  -fi  —  wi  —  1  _ 

^  —  ^  /l^  _  ^ 

aief  = 


Ifl  X  m^ 

—  0  n  tang.  — 


fi 

si  qnidem  post  integrationem   ita  institutam,    nt  integrale   evanescat  posito 
ir  =  0,   statuatur  a  =  1. 

§.  71.  Quo  jam  hanc  duplicem  integrationem  ad  formam  proposi- 
tam  reducamus ,  faciamus  n  =  2X  et  m  =  \  —  q,  unde  binae  illae  series 
infinitae  hanc  induent  formam 

etc.  et 
etc. 


1 

t 

,          1                      1 

1                        1                       1 

X-co      ' 

X-f-co            3X  — u) 

3X-f-c»      '      5X  —  u      ■      5X-t-o 

1 

1                     1 

1                      1                      1 

X— cu 

X-i-u)      '      3X  —  (D 

8X-*-o>      '      5X  — •!            5X-#-« 

16* 
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haram  igitur  serierum  prioris  summa  erit 

ic  ic 

2Xsin.^=i^)  ~  2Xcos.|J;' 


posterioris  vero  summa  erit 


ICM 


7t  7z  tang.  g-j 


2Xtang.  ^=^^       2Xcotang.  j^  2X 

Quod  si  ergo  brevitatis  gratia  ponamus 


X  cos.  ^ 


habebimus  sequentes  duas  integrationes 


J 
J 


±4— --  =  8,  et 

Jl  —  «  -X  -f- « 


§.  72.  Circa  has  binas  integrationes  ante  omnia  observo,  eas  pe* 
rinde  locum  habere ,  sive  pro  litteris  X  et  o  accipiantur  numeri  integri ,  sive 
fracti.     Sint  enim  X  et  o  numeri  fracti  quicunque,   qui  evadant  integri,   si 

multiplicentur  per  a ,  quo  posito  fiat  0  =  a;*,  eritque  —  =  — ,  et  potestas 

quaecunque  £*  =  x^^ ;   prior  igitur  formula  erit 


J 


3,«(X-«,   _^  ^«(X-4-«,        ^ 


1    -*-(l^ 


X 


ubi,  cum  jam  omnes  exponentes  sint  numeri  integri,  valor  hujus  formulae 
posito  post  integrationem  o;  =  1 ,  quandoquidem  tunc  etiam  fit  £^  =  1 ,  a 
praecedente  eo  tantum  differt,  quod  hic  habemus  aX  et  aci)  loco  X  et  o,  ac 
praeterea  hic  adsit  factor  a,   quocirca  valor  istius  formulae  erit 


u  . 
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ic  ic 

a. 


«0)  A  N  ICM  ' 


2 aX  C08.  2x        2 X  cos.  ^ ^ 

qm  ergo  valor  est  =  S  prorsus  ut  ante;  qaae  identitas  etiam  manifesto  est 
in  altera  formula,  unde  patet,  etiamsi  pro  X  et  ci)  fractiones  quaecunque 
accipiantur,  integrationem  hic  exhibitam  nihilo  minus  locum  esse  habituram; 
quae  circumstantia  probe  notari  meretur^  quoniam  in  sequentibus  litteram 
o  tanquam  variabilem  sumus  tractaturi. 


§.73.  Postquam  igitur  binae  istae  formulae  integrales  litteris  S  et 
T  indicatae  fuerint  integratae ,  ita  ut  evanescant  posito  sf  =  O^  integralia 
spectari  poterunt  non  solum  ut  functiones  quantitatis  ^er,  sed  etiam  ut  func- 
tiones  binarum  variabiUum  ^  et  co ,  quandoquidem  numerum  o  tanquam  quan- 
titatem  variabilem  tractare  licet,  quin  etiam  exponentem  X  pro  quantitate 
variabili  habere  liceret:  sed  quia  hinc  formulae  integrales  alius  generis 
essent  proditurae,  atque  hic  contemplari  constitui,  solam  quantitatem  o, 
praeter  ipsam  variabilem  ^er,   hic  ut  quantitatem  variabilem  sum  tractaturus. 


§.  74.     Cum  igitur  sit 


de 


in   qua  integratione  sola  z  ut   variabilis  spectatur,    erit  utique   secundum 
signandi  morem  jam  satis  usu  receptum 


( 


dz)~  1-4-  ^» 


1 

e  ' 


haec  jam  formula  denuo  di£ferentietur ,  posita  sola  littera  o  variabili ,  eritque 


'a 
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\dtdoJ 


e-    -^^^»     1 


jdtdoj  1  -f-  «"^  '      * 

quae  fommla  dacta  inde,  ac  denuo  integrata  sola  t  habita  pro  ▼ariabili ,  dabit 


^      \dedi»J      J  1  H-  «*^  ' 


ubi  notetnr  esse 


S  = 


ICO)  ' 


2XC0S.  ^ 


ita  ut  hinc  deducamns 


/dS\  _     ^CTC  8in.  |g 


hoc  igitur  valore  sabstitato,   nanciscimur  hanc  integrationem 

^~«^/-*-«     ,  icitsin.  ^- 


;»^  '  -  4  XX  (cos.  pj 


§.  75.     Qnod  si  jam  altera  formula  simili  modo  tractetur,  cum  sit 
T  =  ^tang.||,  erit 


\doJ 


4  XX  (cos.  ^J 
ez  formula  autem  integrali  erit 

[doj  -  J  1  _  /\ 

unde  colligimus  sequentem  integrationem 


J 


•  —  te  = 


^2X 


XX  (co8.  1^)' 
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§.  76.     Quoniam  litteras  S  et  T  etiam  per  series   expressas  dedi- 
muB  erit  etiam  per  similes  series 

/d8\  _  _i 1 1__  1  1        . 

\d9b}   ~    (X  — «)*  (X-*-»)*  (3X-»)a   "*"   (3X-f-«)*   "*"    (6X  - «)«  ®^' 

7C7C  sm.  2^ 
~  4  XX  (cos.  ^J 

Similique  modo  etiam  pro  altera  serie 

/dT\  _        l  1  1  1  1  . 

U»/    ~    (X  — u))»    "*".   (X-H«)*    "*"    (3X-ID)»    ■*"    (aX-*.o)«    "*"    (6X  -  iof  '^  ^^^' 

7C7C 


4  XX  f  cos.  I^  j 

sicque  summas  harum  serierum  quoque  duplici  modo  repraesentavimus ,  sci- 
licet  per  formulam  evolutam  quantitatem  n  involventem,  tum  vero  etiam 
per  formulam  integralem,  quae  ita  est  comparata,  ut  ejus  integrale  nulla 
methodo  adhuc  consueta  assignari  possit. 

§.  77.  Applicemus  has  integrationes  ad  aliquot  casus  perticulares: 
ac  primo  quidem  sumamus  o  =  0 ,  quo  quidem  casu  prior  integratio  sponte 
in  oculos  incurrit,   at  posterior  praebet 


j 


^  ^  de  1  mc        . 

—  i^  =  —  TTT ,  sive 


j   ^X       fr   ""  4XX » 


^ 


ICTC  ^ 

8XX' 


hincque  simul  istam  summationem  adipiscimur 


1 

-^ 

1 

XX 

-f- 

1 
9  XX 

1 
"*"    9XX 

-*- 

1 
26  XX 

-*- 

26XX     ' 

etc. 

— 

«Tt 

4XX' 

sive 

1 

-H 

1 

9 

-f- 

1 
26 

-*- 

1              1 
49    "*"    81 

H- 

etc. 

TCTC 

8  ' 

id  quod  jam  dudum  a  me  est  demonstratum. 


128  SUPPLEMENTUM    III. 

§.  78.     Hic    statim  patet,    perinde   esse,    qaiam    numerus  pro  X 
accipiatur ;   sit  igitur  X  =  1 ,   et  habebitur  ista  integratio 

fdeUf    TCTC  ^ 

ex  qua  sequentia  integralia  simpliciora 
derivare  licet  ope  hujus  ratiocinii;   statuatur 

es  posito  zz  —  Vj  ut  sit  edz  =  y  et  U  =  \lv^  prodibit 

si  scilicet  post  integrationem  fiat  t;  =  1 ,  quippe  quo  casu  etiam  sit  a  =  1 ; 
sic  igitur  erit 

nunc  prior  illa  formula  addatur  ad  inventam,   eritque 

haec  autem  formula  sponte  reducitur  ad  hanc 

fdsU    p K1C 

modo  autem  vidimus  esse 

f  CTSivef  ^  =  4P,   ita  ut  sit  4P  =  P-!^, 
unde  manifesto  sit  P  =  —  ^ ,  ex  quo  sequitur  fore 

fdeU    Tttt^ 

simili  modo  erit 

fdeU  —'  sdMU  p  TtK  Tiic 

quae ,   supra  et  infra  per  1  —  0  dividendo ,   praebet 

fdeU    vn 

l-*-if  ~   12  > 
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qnare  jam  adepti  sumus  tres  integrationes  memoratu  maxime  dignas 

^'  J  r^  i2 ' 

TT    f    ^^     55 

TTT    f     ^^     IE5 

quibus  adiungi  potest 

TV    f    ^^^^     ^* 

^^- J  iTITJ 24- 

§.  79.  Quemadmodum  igitur  hae  formulae  ex  ipsis  calculi  inte^ 
gralis  principiis  sunt  deductae,  ita  etiam  earum  veritas  per  resolutionem  in 
series  facile  comprobatur;   cum  enim  sit 

^-^  =  1  —  0  -%-  0JS  —  i^  -^  s^  —  ^ei*-!-  etc. , 


0""^'    ,  0"" 


et  in  genere 

qui  valor  posito  0=1  reducitur  ad  ."^  ^u ,  patet  fore 

]  l-^g   —  ^  ^     4  9    ^    16  26    ^  ^"^-  — 

^  4^9  16   ^    26  ^^^'    ~    12» 

simili  modo  ob 

=  1  -♦-£r-i-£r0-#-;ai'-i-/-#-  etc.  erit 


1  -g 

dsU  ^  1  1  1  1  .x^  «ic 


J  1-«   ~  ^  4  9  16  26  e*«-  — 

1    -f-    ^    -t-    ^    -t-    jg   -t-   25  -♦-   eu..    —     6  , 

tum  vero  ob 

r— ^-  =  1  -#-  0«  H-  ^  -♦-  j5*  -4-  i5*  -♦-  etc.  erit 

tUU  ,  1  1  1  1  -X-  i"t 


6  .    se« 


f  _*«L.  — _i_l_l_l_l_ete 

J  1  — M  —  *  9  26  49  81         "**" 

*    ^    9    ^   26   ^  49   ^   81    ^   """  8  • 
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I 

Eodem  modo  etiam 

zdehf    1  1  1  1  _^_  TCK 


fedehf 1 1 1  1  

1—  ir«r  4  16  36  64  ®*^'  — 


24  >   SlVe 


4    "*"16"*"8664"*"  ^^^-  —  24  » 


quae   quidem    snmmationes   jam    sunt  notissimae.     Neque  tamen    quisquam 
adhuc  methodo  directa  ostendit  esse 

f   delM    1CIC 

J  nri  12  • 

§.80.  Ponamus  nunc  a>  =  1 ,  et  nostrae  integrationes  bas  induent  formas 


^     *  (1  —  i3z)  dzh  7C7C  sin.  ^ 

XX  f  cos.  ^j 
—  xr^  "■ '  (1  -^  0e)  dzlz  7CTC 


f  —  ^     *  (1  —  isrj?)  dzh  7C7C  sin.  ^ 

J  l^s^  4XX(cos.^y 


1C1C 

T 


1—0»^  4  XX  (cos.  ^)' ' 

unde    pro    diversis  valoribus  ipsius  X,    quos   quidem   binario  non    minorcs 
accipere  licet,   sequentes  obtinentur  integrationes 

10.  si  X  =  2 ,   erit 

-Q    f  —  (1  --  ze)  dsle  icic 

^  •  J     r=i5 —  —  "*"!"'  ^^^®  J  r^e  —  "* 

IP.  si  X  =  3 ,   habebimus 

<o    f  —  e{l  —  ee)  delz  tck       . 

^  '  ]  TTl»  54  »   ®^ 

rto    f  —  e  (l-*-  ee)  dele  tctc 

^  •  J  1  —  ««  ~   27' 

Hae  autem  duae  formulae  ponendo  zz  =  v^   abibunt  in  sequentes 

^o    f  —  <to(l  —  p)?P  2tck       , 

^  •  J  TPP  ~  "27' '  ®* 

^  •  J  1  — r«         ""    27  ' 
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in^  Sit  X  =  4  et  coDsequemur 

y  X^  2 1  /  / 

—  00  (1  —  00)  d0l0       tctt;  y  — y —       tcic  y  (2  —  |/  2) 


lO     ■  ^ 


J 


r.  I = '—  = ; et 

1  -!-;?•  16(2-t-|/2)  32(2-f-|/2) 

Q    r —  00  (1  -I-  00)  d0l0 r         —  00d0l0  Tcir 

J  1— ^^  ~  J(l  -^ir)(l-H;jO~16(2-*-  l/2)^ 

quae  postrema  forma  reducitur  ad  hanc 

dJBle  r  (1  —  sg)  dshs  im 

l—sg  i        1-H5*  8(2-f-V2)' 

est  vero  J  j—^  —  ^ )  "°^®  reperitur 

(1  —  gg)  dgU  1CK  (1  -t-  y  2)  mc 

1-1-5*  8  (2-4-V2)  81/2' 

qui  valor  jam  in  superiori  casu  X  =  2  est  inyentus. 

§.  81.  Nihil  autem  impedit,  quo  minus  etiam  faciamus  X  =  1, 
dummodo  integralia  ita  capiantur  ut  evanescant ,  posito  0  =  0,  tum  autem 
reperiemus 

rto    f  —{l-i-gg^dglg  

^-  J       g(l^gg)       —  ~> 

unde  hinc  nihil  concludere  licet.     Gaeterum  etiam   nostrae  series   supra  in- 
ventae    manifesto    declarant,    earum   summas    esse  infinitas,    quandoquidem 

primus  terminus  utriusque  /yir^  fit  infinitus ,    sumto  uti   fecimus  X  =  1 

et  o  =  1. 

§.82.  His  casibus  evolutis,  ulterius  progrediamur  ac  ponamus 
formulas  integrales  inventas 


J 


_X  —  w     -_  _X-t-« 

-r ■  —le  =  S  et 

1  -^t^ 


^-« 


A-i-w 


r—^  "-.^  ".gg^^  =  r 


17  * 
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ita  ut  sit 


1C1C  8U1.  ftY  ^^ 


4  XX  ( C08.  |y j  4  XX  ( cos.  I^j  ' 


atqae  nt  ante  jam  differentiemns  solo  namero  co  pro  variabili  habiio;    qao 
facto  seqaentes  nanciscimar  integrationes 


j 


«^-•  — «^-*-" 


Honc  in  finem  ponamas  brevitatis  ergo  angalum  ^  =  9 ,  at  sit 

rt/ wt  gin.  9    •KK       gm.y         , 

'^  4XXC0S.*9  T^    '   C08.«9' 


1^  = 


TTIC 


4  XX      C08.^  9 ' 

ac  reperiemas 

rf  .  i2lt    =    C08.«9-f-28ii|t9   .     _  l-f-8in.«9    , 

C08.'9  C08.>9  •  C08.*9  •    ' 

abi  est  d^  =  —^;   unde  colligimas 


(^'-  2X)        /  Vr^.  2^)  COS.  ,-, 


simili  modo  ob  T'  =  j'^  •  —4- ,   erit 

4  AA        COS.*  9  ' 


^  1  2(29  8in.  9 

C08.*  9  C08.'  9      ' 


hincqae 


2  sm.  2j; 


(cos.  ^)' 


Conseqaenter  integrationes  hinc  natae  er^nt 
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J 


^-« 


1 


^-co 


8X» 


cos. 


2X) 


l 


si 


,X-*-« 


Si 


SX 


dz 

8 


{Uf  = 


(• 


8X»    /  TTWV 

'COS.  2j;) 


8 


1 


TTtD 

cos.  ^rx 


§.  83.     Si  jam  eodem  modo  series  §.  76.  inventas  denao  differen- 
tiemns,   sumta  sola  q  variabili,  perveniamas  ad  sequentes  summationes 


n 


3 


8X« 


K  nf 


cos. 


ica> 
21 


(X  — fi))«  ^  (X-*-w)»  (3X  — ci))«  (3X-*-«)« 


(6X  — w)8  (6X -♦-«)» 


?ca> 


2«  AUI 

8X> 


etc. 


2 


/  wV 

(COS.  2^) 


8  (X  — w)«  (X-*-«)8  ^  (3X  — 0))«         (3X-*-«)8  (6X  — to))« 


etc. 


§.  84.     Si  jam   hic  sumamus   q  =  0  et  X  =  1 ,    prior  integratio 
hanc  induit  formam 


f 


^  ^  a  _Z_  Jfi '£ ifi x^ 


ita  ut  sit 


2dzQBy^ 

w3           2            2 
~    8    ~  1»  "*■  1« 

2 
"  3« 

2            2            2 
3»  "*"  5»  "*■  6» 

2 

'  7» 

2 

l-^-gs 

78 

sit 

» 

1 
1»  ■ 

1            1            1 
3»  "*"  6»          7«   "*■ 

1 
9» 

1    ^  etc   —  "' 

118   -*-  «^W"           32» 

quemadmodum  jam  dudum  demonstravi.     Altera  autem  integratio  boc  casu 
in  nibilum  abit.     Ex  priori  vero  integrali 


f 


Y-^-  zz 


w» 
16» 


alia  derivare  non  licet,    uti  supra  fecimus  ex  formula 


X-^zz  8" 


1C1C 

8  » 


propterea  quod  bic  denominator  \  -^-  zz  non  habet  factores  reales. 
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*    §.  85.     Sumamas  igitur  X  =  2  et  (d=ly  ac  prior  integratio  dabit 

J  !-#-«*  82  1/2' 

series  antem  hinc  nata  erit 

1»  ■*■  3»  6»  7»  "•"   9«  11«  "^' » 

ita  nt  sit 

'        '        '        ^    ^         »  _etc.==    »"• 


1»  8»  6»  7»  9»  11»  64  1/2* 

quae  superiori  addita  praebet 

111111                    «» (8-#-2  1/2) 
1 1 -I-  etc.  =  — ^ 7 — ■  • 

18  78  9S  16B  17«  23»  128  y  2 

Altera  vero  integratio  hoc  caso  dat 

J  l-#-*#         16» 

quae  cum  paragrapho  praecedenti  perfecte  congruit,    qnemadmodnm  etiam 
series  hinc  nata  est 

2        2        2        2        2         2.2 


1»        8»  "^  6»        7»  "^  95        11»  "^  18»       ^^' 

§.  86.  Quo  autem  facilius  sequentes  integrationes  per  continuam 
difFerentiationem.  elicere  valeamus,  eas  in  genere  repraesentemus ;  et  cum 
pro  priore  sit 

2XC0S.  I^' 
integrationes  hinc  ortae  ita  ordine  procedent 

I 


•J        1^^       ''=^' 

—  «^ ~ ** -*- «^ ■*" **     ds  ,  /dS\ 
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•  j  — rTT —  ^  ^ '  ~  v^v» 

■  J ^T^^ T  ('^)   -  (dSi)' 


etc.  etc.  etc. 

§.  87.     Pro   his   differentiationibus    continuis    facilius    absoluendis, 
ponamus  brevitatis  ergo  ^  =  a,   ut  sit 

S  =      *     ' 

C08.  au ' 

tum  vero  sit 

sin.  ao)  =  p  et  cos.  a©  =  g , 
eritque 

dp  —  aqdo  et  dq  =  —  apd(d. 

Praeterea  vero  notetur  esse 


His  praemissis  ob  S  =  a  •  —  erit 


Vd«»;—  "    \qq  "*"     5«;' 

/d*S\  _  „6  /£     .     28^     .     24j)«\ 

\«i««j  — «  U  "^  «»"*"«»  r 

/*S\  _  ««  /«l»  _^  180 f*  _^  120£\ 

^ajs;  — *  Ua  «*  8*  /' 
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(d*s\ 7  /61       mpp       niop*       720j)«\ 

/«T  8\  8  /18861)         7266»»         10920b»         6040b»\        . 

hi  autem  yalores  oh  pp  =  1  —  ^  ad  sequentes  reducnntur 
S  =  a-  -, 

/*»8\_     «/1.2  1\ 

Vdto*j~       U»  —  9/' 
/d»S\_«     /1.2.3  1\ 

U* j  -  «  ^  1-1«- —  M j ' 

/d*S\  5  /1.2.8.4 20  l\ 

\d.o*)—  *   V      ««  «»"*"«/' 

/d»8\  6_  /1.2.3.4.6 «2         1\ 

\d»i)~      P\       g«  9*         M/' 

/«l«8\  7/1.... 6         840         182  1\       X 

ids*)  =  *  (-7-  --?•"*-•?"-?)'  «*«• 

§.  88.     Has  posteriores  formas  reperire  licet  ope  horum   duorum 
lemmatum 

I.  d  •  -srijn  =  a.do       .^^  *" ,  et 
TTj       P  ji    \^-*-^        *^ 

hinc  enim  reperiemus 

\*»/  99 ' 

(di?)=  **(?""  7)' 

/^\  —  «*  /?!?£  _  JL\ 

U«»V~        \   9«  99/' 

(d*8\  s  /2. 8. 4 20         1\ 

\*«V  —  *   l    9*  9»  9/' 

/<P8\  6  /2.3.4.6p  8.20p         _p  \ 

\dm^)  —  *   l,       9«  J*     ■*"  99^ 
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/d«S\  7  [2. 3. 4. 5. 6  840  182  J_\ 

/d^S\  8  (2,.,.7p  5.840p  3. 182 p  p\      , 

§.  89.     Ipsae  autem  series  bis  formulis  respondentes  crunt 
«  1  _i 1 i_  1  1     . 

111111 


etc. 


dtaj        (X  — «)*        (X^o))*        (3X  — «)2        (3X-«.a))«    ^{bX-^taf        (5X-f-w)2 

/ddS\  1.2  1.2 1L2 1.2  1.2  .  ^ 

\dtoV  (X-«)3  "*"  (X-H(o)3  (3X  — (0)3  (3X-f-«)3  "*■  (6X  — <o)3  "^"  ^^^* 

(d^S\  1.2.3 1.2.3 1.2.3  1.2.3  1.2.3      .  , 

\(fo)8J  (X  —  »)*  (X-H(i))*  (3X  — (o)*  ■*"  (3X-HW)*  "*"  (6X  — •»)*  ^^^' 

/d*S\  1.2.3.4  1.2.3.4  1.2.3.4    _    1.2.3.4  1.2.3.4  . 

\d(oV  (X  — (0)5  ■*■  (X-t-o))*  (3X-a))5  (3X-«-(d)5  "*"  (5X  — •»)&  "*"  ^^^* 

/d5_S\  1.2.3.4.5  1.2.3.4.5  1.2.3.4.5  1.2.3.4.6  1.2.3.4.5  . 

\d»V  (X  — (o)«  (X-i-(o)8  (3X--»)«  "*"  (3X-H«)«  "*"  (5X  — (»)6         ^^^* 

(d^S\  _  1 6  r.  ....6 1 6    _    1 6  1 6  , 

[dfA^f  ~  (X  — (0)7  "*"  (X-*-(o)7  (3X  — (0)7  (3X-^-(o)7  "♦-  (5X  — (o)^  "*"  ^^^' 

(d^\  1 7  1 7  _    1 7  1 7  1 7    . 

\(I»V  (^  —  •)*  (^  -*-  »)*  (3  X  —  (o)«  "*"  (3  X  ^  (o)«  "*■  (6  X  —  •»)«  ^^' 

etc.  etc.  etc. 

Circa  hos  autem  valores  probe  meminisse  opportet,   esse 


TC(0  .  7C(0 


a  =  ^;  p  =  sin.  a«  =  sin.  ^x >  ^*  3  =  cos.  aco  =  cos.  ^ 

§.   90.     Eodem   modo   expediamus   valores   seu   formulas   integrales 
alterius  generis,   pro  quibus  est 

T  =  ^  tang.  27  7 
unde  continuo  differentiando  oriuntur  sequentcs  integrationcs 

X  —  (0  ^X  -f-  (0 

i-       : 7i —      T  =  ^J 


'  J  1   -  ^^ 


2f 


2^-»_;(,^-^« 


1  —e 


dji ,        /<fr\ 
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VI.  ■ 


.X  —  (d  «X  -#-  w 


/•  ^A  —  (d  ^A  -I-  W 

^"•/    il>    -tW-C^)- 


etc. 


^.  91.    Ponatur  iterum  r^.=a,  sin.  act)=|),  et  cos.  a©  =  g ,  ut  sit 


quac  forniula  secunduin  Iemni<ata  §.  88.  coutinuo  differentiata  dabit 
0^]  =  a*  .  -^ 

/rWT\  _  ^3  2i> 

(rfcoa)  =  *    \'^~</7)' 
/<J*T\  _     5  /24p  _  8j*\ 

/r^T\  6  /120  120  16\ 

/r/«T\  7  /72()ii  480;)  32i)\ 

\fiw«/  \    r/*  g-'  5'  /' 

/rrT\  _  A  /6040  6720  2016  64\ 

[dio^)  ~  *    \"q*  7«     "*"      q^  qq)' 

OtC. 

§•  U2.     Scries  autem  infinitae,   quae  hinc  nascuntur,   erunt 
T  _     1     _     i     .^ 1 \ , l 1 .    etc 

^  X— w  X-*-u>  3X  — (0  3X-H»  ^  6X  — «  5X-4-»  '^''^' 

/<n'\  _      1  1  1  1  1  . 

V<io>j  ~  (X-»)2  ■*"  (X-f-co)«  "*"  (8X  — »)2  "*"  (3X-f-«)«  "*"  (5X  — «)«  "*"  ^^' 
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/MT\  _      1.2      __ 

/(PT\  1.2.3 

Vrf»»/  (X  —  u))*  "*" 

/(i*T\  1.2.3.4  

\  AdV  (X  —  «)5 

\  db>^)  (X  —  »)« 

/d«T\  _  1 6  

\  d««/         (X  —  «)» 

etc. 


1.2 


1.2 


1.2 


1.2 


(X  -f-  «y» 

1.2.3 

(X^«)* 

1.2.8.4 


(3  X  —  ^f 

1.2.3 

(3  X  —  «)* 

1.2.8,4 


(3  X  -4-  (0)3 

1.2.3 
(3  X  -4-  «)< 

1.2.3.4 


(5X  — «)» 

1.2.3 

(6X  — co)* 

1.2.3.4 


etc. 
etc. 


(X-*-(d)^  (3X  — (o)s  (8X-t.(o)5     •     (6X  — (0)6 

1.2.3.4.5  1.2.3.4.6  1.2.8.4.6         1.2.3.4.5 


etc. 


(Xh-«)s 


1 


1 


(3X  — •»)«           (3X 
...6  1 6 


(d)< 


(5X  — (o)« 
..6 


etc. 


(^ 


(0)7 

etc. 


(3  X  —  •»)' 


(3  X  -H  (o)» 

etc. 


(5X  — »)» 


—  etc. 


§.  93.  Operae  pretium  erit,  hinc  casus  simplicissimos  evolverey 
qui  oriuntur  ponendo  X  =  1  et  w  =  0 ,  ita  ut  sit  a  =  y ,  ^^  z=^  0  et 
9=1,   unde  babebimus 


Pro  ordine  priore 

(  ddS\  _  ic» 
\  (?«)«j  ~    8 

("J) = « 

/d*^\  5«^ 

\(i«*/  32 

(Sl)  = « 

/d^\  01  n» 

\(J««/  128 

(S)  =  0 

etc. 


Pro  ordine  posteriore 


T  =  0 

/dT\    7CT 

\(Jw/  "4 


7C1C 

4 


/dfdT\ 

\fJ(0V 

/(?3T\ 

\(i(i)3J 

(S) 


=  0 

_   1C* 

8 

=  0 


/d5T\  _  it« 
\  (/(»5  j  —   4 


(  — ^ 
\d(o«/ 

/(rT\ 
\  ^v ' 
etc. 


0 

34jc« 
^32 


§.  94.     Hinc    ergo,    omissis    valoribus    evanescentibus ,    ex   priore 
ordine  habebimus  sequentcs  formulas  integrales  cum  seriebus  inde  natis 


\  -t-  ss 

dz  (i£r)« 


1C 

4 


3    -»-  -5- 


1 

1 


f 

J   l-nrr  10  ~    13  33  "*"  5«  73 


J2^ 
93 


11 


ij3  "^  etc, 
18* 
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f  flte  (?*)•  eiTt^  720  T^  720 720  720  . 

etc.  etc.  etc. 

§.95.     Ex  altero  autem  ordine  pro  eodem  casu  oriuntur 

J  1  -  £jBr  ~  8  ~  1*  "^  3*  "^  6«  "^  7*  "*"  9*  "^  11*  "^  13*  ^"^- 

J  l-^zz  16     1*  "*■  3*  "*"  6*  "*"  7*    9*  "^  11*  "^  13*    ^^^' 

r  —  df  (Zir)5  n* 120    120    120    120    m    120    120     , 

J   1— M  ~  8  —  1«  "^  3«"  "*"  6«  "*"  7«  "*"  9«  "^  11«  '^   13«  "*"  ®^^' 

etc.         etc.  etc. 

§.  96.     Quemadmodum  ex  primo  integrali  ordinis   posterioris  dedu- 
ximus  has  formulas 

T"-^  —         6  »  ^^  J  TTi  —        r2  > 

Himiles    quoque    formulae    integrales    ex    sequentibus  deduci   possunt;    cum 
enim  sit 

]  i—zs  IG' 

ponamus  csse 

f^*  =  P,    eritque 

f  dz(lz)^  —  p_^l       M 
]  TTJ  —  ^  IG^     ^^ 

r  dzjz^  _  _  p  _  «^ 

J  'l-t-xr  ~  ^  16» 

nunc   vero   statuatur  az  =  v,    ut  sit  edz  =  *  dt; ,    et  Iz  =  ^lv^    ideoque 
(te)"  —  J  (it;)' ,    (|uibus  substitutis  erit 


undo  tit 


p  _   1  f  eW  _  Wp  _  ^'\ 

'  10  J    1  — »  Ti\  16/ ' 


ltjp  =  P-g,    ideoque  P  =  -2l^, 
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sicque  bas  duas  habebimus  integrationes  novas 

J  T^T  —  ~  15 »  ^^ 

J    l-4-£r  120* 

hinc  autem  per  series  erit 

c^dzrn^  _    ,    ^^ -fi/i        1        1        1    ,1    ,    1        1        ^    ,   ctc^ict 

i-dz^f  _  7jc4_^/._J^         l._l^l_l^l_l-»-pfP^ 

J       l-^z      ~'^m~^V         2«"*"3*         4*"*"5*         6*"^7*         84"^*'**";- 

§.  97.     Porro  cum  f  ^  =  —  ^*,   ponamus  esse  f  ^^  =  P, 
ut  hinc  obtineamus 

f  dz{lzf  _  p  ^*        X    f  dzi^zf  _  T^  ^ 

J    l-;5  ~  ^         8  »  ^*'  J  TTI  —  ^  ^         8  » 

nunc  igitur  statuamus  zz  =  v^    eritque 

p  _  1  f  dv^  _  1  /p  _  ^\ 
^  64jl— V  64  \,^  8/' 

unde  sit 

P  =  --^ 

^  504» 

novaeque  integrationes  hinc  deductae  sunt 

{dzQzl_  8ii«        . 

J    1-0  —  ~    63  '   ^*' 

J    l-f-£r   — 

et  vero  per  series  reperitur 

J    1-«—         63   —         ^^"\^^  ^2«^3«^4«^5«^6«^7«^  ®"^V»   *^'' 

fd£2£)f__32««__  /  1  1  _J^         1_1        1_     j^\ 

J    1-*-^""  252—         ^^^V^  — 26^3«         4«^5«         6«  ^  7«         ^^7 

ita  ut  sit 

lH-i-^.lH-i--i-l^i--i-l-f.etc— —    et 

^  ^   2«  3«  4«  ^   5«  ^   G«  7«  ^  945 ' 

^   2.  i ^  1  1  1  L  pfi»    3lTC«   31ic« 

^  2«  "*"   3«  4«  "*"  5«  6«  "^'   7«  8«  "*"  ^^'  30240  32.945  * 


dzfi^f  31  n«, 

252  • 
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§.  98.  Consideremus  etiam  casus ,  quibus  X  =  2  et  o  =  1 ,  ita 
ut  sit  a  =  ^,  et  aci)  =  y,  hinc  p  =  q  =  —^  unde  pro  utroque'ordine 
sequentes  habebimus  valores 


Pro  ordine  priore 
S  = 


2V2 


(dj  — 


TITZ 


\did^l  ~ 
\dufl} 

{—\  = 

\dAA^I 

(^\=  

VcJ««;  8192/2 

l£±\  24611 7c» 

\  d«  V  32768  V  2 

etc. 


32  V  2 

Uic^ 
128  r  2 

67Tt^ 
512  V  2 

361  TCg 

2048r  2 

2763  n^ 


Pro  ordine  posteriore 

m   J^ 

^  4 

/drr\ TTip 

Vdwj  8 

/ddT\  7c» 

V  da>«  j  16 

V  dw3  j  16 


/  d^\  G^TC^ 

\dtt*/  64 


{--\ 


8 

61  TC' 


/ d«T\  61  Tc' 

V  do)  V  256 

/<rT\  79TC» 

\dvP)  32 

etc. 


§.  99.     Hinc  igitur  sequentes  integrationes ,    cum  seriebus   respon- 
dentibus  resultant;    ac  primo  quidem  ex  ordinc  primo 


(1  -f-  ZZ)  dz    TC 

1-*-«*  2r2 

—  (1  — ZZ)dzlz    TCTC 


1-*-«*  8r2 

(1  -♦-  zz)  dz  ifzf 3tc3 

32  r  2 


=  1   -f- 

=   1 


3 


2_ 
13 


f 


l-f-«* 

—  (1  —  ZZ)  dz  gg)3 llTC^      ^ 

l-t-z*  128  V  2  1* 

(1  -f-  zz)  dz  (Iz)* 57  715     _   24 

l-*-xr*  512  r  2  li  "* 

— (1— gg)d£<lg)5 361  TC«    120 

1-^-g*  2048r2        ~16  " 

(1  ^  gg)  f^f  (?g)g 2763  t:^   720 

l-h-z*  8192  r  2  r  " 

(\'-zz)dz(lz)'' 24611 7C>>  5040 

l-*-;c*  32768  r  2  V 

etc. 


ji^ 

5 
JL^  

32 

2_  _ 
■   33 

G^ 

3* 

24  _ 

120 

36  " 
720 
"*"   37  " 
5040  _ 
3« 

etc. 


1 
7 


9 


11 


52 


^  _ 

6^ 

5* 
24  __ 
'   5^ 
_120 

5«  ■ 
__720 

>>7  ' 
5040 


5* 


1_ 
7«  ' 

73 


J^ 

92  ■ 
2^ 
93 


"*"  7*"*"  9* 

24  24 

75  ■+■•  93  " 

120         120 
^   76  "*"   9« 

__  720        720 
7^  "*"  97 

5(40^    521^' _ 

-  i^V"    ■■      9^'        "1 1 1~ 


—  JL 

13 

J 

11» 

2 

113  " 

_0^ 
"  11*" 

24 

ll^  ■ 
__120 

11« 

720 

11- 
5040 

11»' 

etc. 


-H 


etc. 
j_ 

13«  "*" 

^ 

133 

6^ 
13*"*" 

■  13^ 

120 
"  136"* 

720  _ 
"  13^ 

5040 

13»  "^ 


etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
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§.  1 00.    Eodem  modo  integrationes  altcrius  ordinis  cum  seriebus  erunt 

]   l-^-zz  ~    ^  ~  3"*"6  7"*"9  11  13  ^^' 

f  —dzU  TCTi  \  _1_  JL^  J_  Jl_  1_  J_  .^ 

]  l—  Z8  "8  1*  "^   32  "*"  62  "*"  72  "*"  9*  "*"   11*  "*"   13«  "*"  ^^" 

]  l-^zz  16  ~    13  3«  "*"  63  73  "*"  93  113  "^-  138  6«^^. 

J     1  —  xrj  16  1*  "*"  3*  6*  "*"  T*  "*"  94  "*■    11«  "*"   13*  "*"  ^^* 

J    1  -^-zz           64            1»           3^  "*"  5'  7»  "*"  9-^           11»  "*"   13^          ^^' 

f--dir(te)i          :r«          120          120          120  120  120          120             . 

J      1  —  ^^     ~    8    ""     1«   ^    3«    ^    6«  7«  ^    9*    ^   11*          ^"^* 

f  dzQz^fl  61  Ti^  m  720  720  720  720  720  . 

]    l-^zz  ~   "256  ~  l''     3^^  "*"  5^  7^  9^     11'^  "*"  ^^* 

f  —  (iir  (W          79  Tc»    6040    6040  6040  6040    6040    6040     . 

J   l  —  ^f  ~  32  —  1«  ^  3«  ^  6»  7«  ^  9«  ^  11«  ^  ^»*^- 

etc.  etc.  etc. 


Hae   autem   series  suut  eae  ipsae,    quas  jam   supra  §§.  94.  et  95.   sumus 
consecuti. 

§.  101.  Praeterea  autem  ii  casus  imprimis  notari  merentur,  qui- 
bus  formulae  integrales  in  formas  simpliciores  resolvi  possunt.  Haec  autem 
resolutio  tantum  spectat  ad  fractionem 


~        1  dt^       ' 
omisso   factore  ---  (Izf ;    ad   quod   ostendendum    sumamus    primo  X  =  3   et 


z 


fi)  =  1 ,    unde  fit  a  =  ~ ,    p  =  siii.  ^ ,    ct  (/  =  cos.  ~ ,    tum  autem ,    in 
priori  ordine  occurrunt  altematim  sequentes  fractiones 


j     zz(\  -k-zz)  


Z2 


l-i-Z^  1  —  zz-^  z^^ 


quae  posito  zz  =  v  abit  iu  ^  _  J_^  ^ :    ergo  cum  sit 

dz  \   dv  .1  1    I 
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hinc  taiis  forma 


1      f     dv  {lvf\ 


w 
integrari  poterit,    casn  scilicet  v  =  1. 

quae  posito  zsf  =  v,   abit  in  ^.^^  .  -i-  ^nS^^^) >   quae  ergo  forma  ducta 
in  ^{hf'*''  vel  in 


e 


_J_.  ^av?*'^' 

semper  integrari  potest  posito  f  =  1. 

§.  102.    Eodem  casu  ordo  posterior  sequentes  suppeditat  resolutioues 


I. 


ee  (1  —  ee)  ee 


1  —  «•  l-^-ee-^-e^         l-t-«-*-w' 


quae  in  —  {Izf* ,  vel  in  -g^  •  —  {Ivy*  ducta  semper  cst  integrabilis 

jj     —  f g (1  -f- ee)  —2  2-f-g£: 

1—-»«  3(1  — £:r)  "*"  3(l-4-ief£r-*-£4)' 

qnae  facto  xrjgr  ==  t;  fit 

—  2  2-*-« 


3(1  —  «)         3(l-f-«-f-w)» 


quae  ergo  formnlae  in  —  {Iv)  ■*" '   ductae  fiunt  integrabiles ;    quia  autem  in 

hac  resolntione  nnmeratores  per  s  vel  v  dividere  non  licet,    alia  resolutione 
est  opus,    quae  reperitnr  ^ 


^ee(l-*-  »e) 

—  2ee 

1-«« 

3(1  — w) 

—  2« 

f>(l-*-2«) 

8(1-«) 

8(1 -*-©-!- w)> 

3(1 -•-«-He*)»  ^"® 
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quae   formulae  ductae  in  —  (fo)^"*"',    vel  in  -^j^  •  ~(^v)""*"\    integratio- 
nem  quoqae  admittunt. 

§.  103.     Porro  manente   X  =  3  sumatur  o  =  2^    ut  sit  a  =  y, 
p  =  8in.-^,  et2  =  cos.y,  et  ex  ordine  priore  oriuntur  sequentes  reductiones. 

*•      1-1-5«  3(l-*-xr£r)  "*"  3(1— -ri-^-r^)» 

I 

unde   multiplicando  per  y  {Izf*  oriuntur  formulae  integrationem   admittentes 
casu  a  =  1. 


II. 


—  0(1  — £f<)  ejl-^ge) 


1  -*-  ««  l—Zg-h-t*^ 

quae  per  —  (Iz)       '   multiplicata   integrari   poterit  casu  z  =  l.     Ex  ordine 
vero  posteriori  sequentes  prodibunt  reductiones. 

T  ^u-^)  _  ^a-*-^g) 

^-      1— 5«  l-f-£r£r-4-;p*» 

quae  ducta  in  —  (h)^  fit  integrabilis. 

jj    —  g (1  -♦- z^)  —2g g (1  —  zz) 

"•        1— 5«  3  (1  —  fii)  3  (1 -*- w -I- ;p4) ' 

quae  formulae  in  —  (Z^)**"*"'  ductae  fiunt  integrabiles. 

§.  104.    Operae  jam  erit  pretium  haec  integralia  actu  evolvere ,  quare 
ex  §.  101.  ubi  (0  =  1,  ejusque  numero  I  nanciscimnr  sequentes  integrationes 

10.   1  f  _±_  =  a  1  =       - 

2   J  1  — V-HW  q  3  y  3 

20     JL  f      <>t;(Zp)»      =  a'  (-  -—  -^  =       ^^' 

8  J   1— «-f-w  \g3  5/  324^3^ 

deinde  vero  ex  ejusdem  §.  numero  II.  ubi  etiam  haec  reductio  locum  habet 

ez (1  —  zz)  _       2zz zzjl^-^zz) 2v t?(l  — 2p) 

1-*-««      ^  3(l-*-«r)  3(1  — M-^£r4)  3(l-l-t7)  3(1  — c-f-w)» 

1  ^M 

quae  ducta  m  -^  •  —Iv  dabit 

Vol.  IV.  19 
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l^  P    M/o_  l^  C  dv(\  —  2p)te  p^  1171 

6   J  l-f-v  12  J     1  — c-i-fw  ^^  qq  64' 

quarum  formularum  prior  integrationem  admittit,    est  enim 

fddv    itirc 

unde  invenitur  posterior 

J     1  — «-i-w  18* 

§.   105.     Ex  §.  102.  ejusque  numero  I  sequitur 


1 


0    Jl  f       ^       _  5P  _ 

2   J    1  -f-v-f-w  a 


6  y  3 

20     1  f      dv(lvY      _  ^8  2£  _        ic^      . 
**  •     8   J   l-f-f>-4-ti?  q^  81  y  3' 

deinde  vero  ex  nnmero  II  fit 


\    c   dvh           \    c  d9(l-f-2v)Iv 

6  J  1  — »          12  J      1-f-c-f-w           "* 

1                1C1C 

OT  —   27  ' 

supra  autem  invenimus  esse 

r  ddv                1C1C 

J  i  — tJ              6  ' 

quo  vulore  substituto  fit 

f  (iv(l-i-2v)7v                 1CH. 

l  -f-t;-*-w                    9 

niaxhiie  igitur  operae  pretium  est  visum ,  has  postremas  integrationes  evolvisse. 

t^.   100.     Quod  si  ambae  fonuulae  iutegrales 
f  *'•  (LnJLnili?  it  f  <^^'(^-*-^0^^ 

J     i  — i?-f-tw  J     l-f-v-f-r© 

in  serios  convortantur ,    reperitur 

f  rf*»(l  ;;::^r)[iJ  -  \^  2  \ 1 2^   J^  . 

J  "f:."„^.^,  —  ^   "*"    4    "*"    9  "*■  16          26          36  49  "*"  ^^^- ^^ 

f  (ir(l'i-2r)/t>  ,12  112  1              . 

J      l -♦- 1; -f- re>  "—  ^           4            9  16          26          36  49          ^^' 

undn  lias  duas  summationcs  attentione  nostra  non  indignas  assequimur 
I     i»_^_»1.2i._l_l L-^-ptc— :^ 

■•  *  ■  ■  4     9     16  "*"  26  "*"  36    49    64    81     100    ^^^*     18  » 

II   I     l  2     11  2-i.l  i.-i-l--i_ptr  — 

"•  *  ^*"  4     9  "*"  16    26    36    49    64    81    100    ^*     9  » 
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quarum  prior  a  posteriore  ablata  praebet 

4   "^  16  36  "^  64  "^  100  ^*^'  18  ' 

cujus  duplum  perducit  ad  hanc 

4  9    "^  16  "*"  26  36  "*"  ^^^'  9  ' 

quae  quoniam  cum  secunda  congruit,  veritas  utriusque  summationes  satis 
confirmatur.  Quod  si  vero  secunda  a  duplo  primae  subtrahatur,  remanebit 
ista  series  memorabilis 

4  9  16  25  "*"  36  "*"  49  64  81  100  "*"  ®^'  " 

quae  in  periodos  sex  terminos  complectentes  distributa,  manifestum  ordinem 
in  numerationibus  declarat,    quippe  qui  sunt 

1— 3  —  2  —  3-Hl-f-6. 


Additamentum. 

§.  107.  Quemadmodum  superiores  integrationes  per  continuam 
differentiationem  formularum  S  et  T  deduximus,  ita  etiam  per  integratio- 
nem  alias  et  prorsus  singulares  integrationes  impetrabimus ;  si  enim  ut  supra 

Tdz 


— ,  existente  T  formula  illa 


;^-«± 


Sf 


x-^« 


1  ±z^^ 


quae   praeter  e  etiam   exponentem   variabilem   o   involvere   concipitur,    erit 
per  naturam  integralium  duas  variabiles  involventium 


jSd«  =  ff  jTrf», 

ubi  in  priore  formula  integrali  J  8d(o ,    ubi  is  pro  constanti  habetur ,    statim 
scribi  potest  g  =  l;    hoc  igitur  lemmate  praemisso ,    quia  est 

19* 
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^  (1  ±  g"^)  h 

ambas  formalas  supra  tractatas  nempe  S  et  T  hoc  modo  evolvamus ,  et  quia 
utramque  triplici  modo  expressam  dedimns;  primo  scilicet  per  seriem  infi- 
nitam,  secundo,  per  formulam  finitam,  ac  tertio  per  formulam  integralem, 
etiam  quantitates,  quae  pro  integralibus  fS^^d)  et  jTtfci)  resultabunt, 
erunt  inter  se  aequales. 

§.  108.     Incipiamus  a  formula  S,  et  cum  per  seriem  fuerit 

g    _     _1 I 1_ 1 1_     ^  1  ^  1  gX^ 

X  —  (o  X-Hft)  3X  —  (i>  8X-*-(i)  6X  —  (i>  5X-f-ft) 

erit 

jSdo  =  — Z(X  — o)  -i-i(XH-«)  ^  Z(3X  — o)  —  Z(3X-*-o)  — etc.H-C, 

.  quam  constantem   ita  definire  decet ,    ut  integrale   evanescat   pofito  g>  =  0 , 
quo  facto  erit 

fo^  |X-*-w     ,     73X  — 0)     ,     75X-I-U     .     77X  — w     ,       ,^ 

So©  =  l  -s V-  l  51— 1-  l  rr H  l  Trrr •-  etc. 

J  X  —  (i>  3X-+-(i)  5X  —  (0  7X-+-(o 

quae  expressio  reducitur  ad  sequentem 

r  q  1      »  (X  -^  «)  (3  X  —  Ci))  (5  X  -♦-  Ci))  (7  X  —  (o)  (9  X  -<-  cd)  etc. 

J  J>ao  —  l  (X  — (o)  (3X-4-(o)  (5X  — cd)  (7X-t-CD)  (9  X  —  (o)  ctc.  ' 

Deinde  quia  per  formulam  finitam  erat 

S= ^,  erit  fS(i«=f      ^''" 


TC«  '  *'  -^     c\\  7^W  ' 


2  X  cos.  ^  ^  2  X  cos. 


2  X  2  X 

7r(o 


ubi  si  brevitatis  gratia  ponatur  —  =  9 ,    ut  sit 
d,,  =  2^9,    erit  fS(io=  f-^; 

7C      '  •'  .'   COS.  9  ' 

qnia  igitur  novimus  esse 

sumamus  sin.  6  =  cos.  9,  sive  0  =  90^  —  9=  ^  —  <p,  eritque  rf6  =  — d<p, 
unde  fit 
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qaoniam  autem  est 

unde  nostrum  integrale  erit 


jSdo  =  -l  tang.  ^=^  =  -I-  l  tang.  =-^ 


Ex  tertia  autem  formula  integrali 


0  -f-  ^  de 


S  =  J :: ZLlj ^  colligitur  fore 


J^  —  «    .    ^J^  -•- » 


•^  J  1  H-  ;^^^ 


quod  integrale  a  termino  z  =  0  usque  ad  terminum  z  =  1  extendi  assu- 
mitur ;  sicque  tres  isti  valores  inventi  inter  se  erunt  aequales.  Ac  ne  ob 
constantes  forte  addendas  uUum  dubium  supersit,  singulae  istae  expressio- 
nes  sponte  evanescunt  casu  o  =  0. 


§.  109.    Consideremus  hinc  primo  aequalitatem  inter  formulam  pri- 
mam  et  secundam:    et  quia  utraque  est  logarithmus,    erit 

.  ir  (X  -♦-  w)    (X  -H  (o)  (3  X  —  (o)  (5  X  -♦-  tt)  (7  X  —  <d)  etc. 

*^^8-        4J  (X  — «)  (8X-i-(o)  (5X  — «)  (7X-f-(D)  etc. 

cum  igitnr  hujus  fractionis  numerator  evanescat  casibus ,  vel  o  =  —  X , 
vel  o  =  H-  3  X ,  vel  o  =  —  5  X ,  vel  o  =  -H  7  X  etc.  evidens  est  iisdem 
casibus  quoque  tangentem  iSeri  =  0;  denominator  vero  evanescit  casibus  vel 
Q  =  X,  vel  0  =  —  3X,  vel  o  =  h-5X,  vel  0  =  —  7X  etc.  quibus 
ei^o  casibus  tangens  in  infinitum  excrescere  debet,  id  quod  etiam  pulcher- 
rime  evenit.  Caeterum  haec  expressio  congruit  cum  ea,  quam  jam  dudum 
inveni  et  in  introductione  exposui. 
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§.  110.     Prodactum  autem  istud  inlSnitum  per  principia  alibi  stabi- 
lita  ad  formulas  integrales  reduci  potest  ope  hujns  lemmatis  latissime  patentis 

ft  (c-f-b)  (g-f-A;)  (c-»>b-Hifc)  (a-»-2fe)  (c-f-^-*-2fc)  etc.  

h  (c-^a)  {h-*-k)  (c-f-a-t-jfc)  (&-4-2A:)  (c -f- a -f- 2 *)  etc. 


j  b'"'  d0{\  —  0*)^ 


a-ft9 


Hi  quidem  post  utramque  integrationem  fiat  <?  =  1.     Nostro  igitur  casu  erit 
a  —  X-H-o,  6  =  X  —  o,  c=2X,etft=4X;  unde  valor  nosti^  producti  erit 


~8X-u> 


ff»^-'(fo(l  —  a*^)      *' 


-81n-u>  —  """&•       4X 


rorniuluo  autcni   istac  integrales  concinniores  evadunt,    statuendo  s^  =  y, 
luni  uiiiin  orit 

—  81L  -«P 

^(x-,-0.)      f  (^y  (1  —  yy)    *^ 

tauK.  -  --;p;^ ■'  =  ■J -«x.^«> . 

5dyi\—yy)     *' 

(|iino  lixpresHio   iitique   omni   attentione   digna  videtur.     Denique  ex  fonnula 
iiitcKrali  invonta  erit  quoque 

—  •  -r-  =  Z  tang. 


1   -H  if*^ 


iPte  —  ' o-         4X 


J}.  111.  Opcrao  erit  pretium ,  etiam  aliquot  casus  particulares 
••volviTr :  Hit  igitur  primo  X  =  2  et  o  =  1 ,  ac  per  expressionem  infiini- 
Umi  ittit 

r^.  ,3.6       11.13      19.21       27.29      36.37         . 

)  S/fM  =  l   ---  .  -—    •   ^^  .  25731   •   38739  '   eiC. 

ilnlfiilif  pi^r  ifxpnmsionem  finitam  habebimus 
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jSdo  =  l  tang.  ^, 
at  per  fomralam  integralem 

Tum  vero  ex  aequalitate  duarum  priorum  expressionum 

311  _  3^  .   naS      19^21 
"*"6-    8    —  1.7        9.15      17.23  ^*^' 

hincque  per  binas  formulas  integrales 


J  rfy  (1  —  yy) 


8 


§.  112.     Ponamus   nunc   esse   X  =  3  et  (o  =  1 ,    ac  per  expres- 
sionem  infinitam  erit 

r  a^  ,2        4         8        10       14       16      20       22  • . 

J  S^^  =  ^  T  •    6    •    7    •  Ti  •  13  •  17      19  •  23  ^t^- 

secundo,    per  expressionem  tinitam 

f  Sdo  =  /  tang.  |-  =  Z  |/  3  =  I  /  3 , 
ita,    ut  futurum  sit 

/  o  i2-4       8.10       14.16     .^ 

K  3  =  y;^  •  7:n  •  1337  ^*^- 

hujusque  producti  valor  per  formulas  integrales  erit 
frfy(l-gy)~"^ 

Denique  Tormula  integralis  praebebit 

/Sdco  =  J^i^).g. 

§.  113.     Eodem  modo  etiam  evolvamus  alteram  formuIamT,  cujus 
valor  per  seriem  erat 

T  -  _i L-  H-  -1 L_  -I-  -i ^—  -I-  etc 
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unde  sit 

J  Trfo  =  —  Z  (X  —  o)  —  Z  (>  -*-  o)  —  Z  (3X  —  «)  —  Z  (3X  -H  o)  —  etc. 
quae  expressio ,   at  evanescat  posito  0  =  0,   erit 

C  rrj  7        XX  9  XX  25  XX  . 

J  XX  —  «»«»      9  XX  —  ttu      25  XX  —  (ou 

deinde  vero  cum  per  formulam  finitam  fuerit 

J Tio  =  J l^  tang.  ^,  ubi  posito  —  =  <p,  erit 
J  T(2«)  =  J  ({9  taDg.  9  =  —  l  cos.  9 ,  ita  ut  sit 
jTrfo  =  — i  cos.  ^; 

cujus  valor  casu  o  =  0  fit  sponte  =  0 ;    denique  per  formulam  integralem 
habebimus 


i'^^-^-] YZT^ ir.. 


ubi  integrale  itidem  a  termino  ^r  =  0  usque  ad  terminum  z=\  extendi  debet. 

§.  114.     Jam   comparatio   duorum   priorum   valorum  hanc  praebet 
aequationem. 

1  XX  9  XX  25  XX  49  XX 


xcd  XX  —  cob)      9  XX  —  (Db)      25  XX  —  ttb)      49  XX  —  (ou) 

COS.  2^ 


etc.  vel 


TTW  /,  (iMoX   /i  (i>(d\/.  (0(1)   \/.  (i)a)\. 

Cos.  2-,  =  (1  -  -^)  (1  -  9Xx)  (1  -  2rxx)  (1   -  49Tx)   ^*^' 

vel  si  factores  singuli  iterum  in  simplices  evolvantur, 

^_ic(o          X-f-w       X  —  (0      3X-«-ft»       3X  —  (0      5X-f-(o      5X  —  (o     ..  ^ 
«>8'  2l  =  -1 X 3X 31-    •  -TX 6X-   ^^' 

quae  fonnala  cum  reductione  geuerali  supra  allata  comparata  dat ,  ^  =  "^-^0, 
6  =  X,   c  =  —  o,   etfc=2X,   unde  colligimus 

CO8.  27  = ^ ^  • 
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Ut  autem  exponentes   negativos  -2?  ""**""  *   evitemos ,    saperius  productum  ita 
repraesentemus 

7CW  X  —  CD      X-f-tt      3X  —  u      SX  +  tt     . 

c^s.  21;  =  -5r  •  -X 3x 3ir  ^t^- 

eritque  facta  comparatione  a  =  X  —  o,   6  =  X,   c  =  -+-tt,   etft=2X, 
sicque  per  formulas  integrales  erit 

COS,  2  X  —  -^x~u>  > 

quae  expressio  ad  simpliciorem  formam  reduci  nequit. 

§.115.     Sit    nunc    etiam  X  =  2,    et  (o  =  1 ,    eruntque    temae 
nostrae  expressiones 

T      f  mji  I    4        36       100       196     . 

r  rvj  I  2.2      6.6      10.10      14.14     . 

j  Td<^  =  l  —  .  —  .  —  .  —etc. 
U.  /  Tdo  =  —  i  cos.  ^  =  ^  ~  Z2,    ita  ut  sit 

,/  rt  2.2      6.6       10.10      14.14     - 

V   2  =  i;3  •  577  •  -g^  •  J37i5  etC. 

quod  productum  per  formulas  integrales  ita  exprimitur 


2 


=  iV2: 


qnod  ergo   integrale  a  termino  z  =  0   usque  ad  ;?  =  1    extensum   praebet 
enndum  valorem  +  1 2  2 ,    cujus  aequalitatis  ratio  utique  difficillime  patet. 

§.116.     Sit  deuique   ut  supra  X  =  3  et  (0  =  1 ,    ac  ternae  for- 
mnlae  ita  se  habebunt 

j      r  m^      ,9       81      225     .       ,3.3      9.  9      15.15      21.21     . 

1.  j  laco  —  ^  Q-  -  q3  •  22j  etc.  —  ^  274  •  oo  '  ule  '  20:22  ®^- 
Vd.  IV.  20 


i 
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it  T^  3  2 

II.    f  TAo  =  —  l  cos.  —  =  —  l  —  =  -f-  Z  -7- ,   ita  ut  sit 

2     3J(      9^      15.16      21.21, 

y  3     2.4 '  8.10   14.16   20.22' 


ideoque  per  binas  formulas  integrales 

—  L 
1  ±,  ^  J  (fe  (1  —  /)      ' 

4  y  3  _  1* 

m.  jm=J=:il£ii?.^. 

Hinc  igitur  patet,  hac  methodo  plane  nova  perveniri  ad  formulas  integrales, 
quas  per  methodos  adhuc  cognitas  nullo  modo  evolvere,  vel  saltem  inter 
se  compararc,    licuit. 


3).  De  integTatione  formulae  f  y^-^ ,  ab  ^ = 0  ad  ^?  =  1 

extensa.     Acta  Acad.  Imp.  8c.   Tom.  I.  P.  II. 
Pag.  3  —  28. 

§.  117.  Methodus  maxime  naturalis  hujusmodi  formulas  j  pdxlx 
tractandi  in  hoc  consistit ,  ut  eae  ad  alias  hujusmodi  formas  J  qdx  redu- 
cantur,  in  quibus  littera  q  sit  functio  algebraica  ipsius  x;  quandoquidem 
regulae  integrandi  potissimum  ad  tales  formulas  sunt  accomodatae.  Hujus- 
modi  autem  reductio  nulla  prorsus  laborat  difficultate ,  quando  functio  p  ita 
est  comparata  ^  ut  integrale  J  pdx  algebraice  exhiberi  queat.  Si  enim 
fuerit  J  pdx  =  P,    ita  ut  formula  proposita  sit  J  dVlXj    ea  sponte  redu- 

citur  ad  hanc  ezpressionem  Plx  —  S  -^j    sicque  jam  totum  negotium  ad 
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integrationem  hiqns  formnlae  J—  est  perductnm.  Qnando  vero  formula 
J  pdx  integrationem  algebraicam  non  admittit^  quemadmodnm  evenit  in 
nostra  formula  proposita  J  — ^ ,    talis  reductio  successn  penitus  caret. 

Cum  enim  sit  f  -7 =  A.  sin.  x ,    ista  rednctio  daret 

-^  y  (1— awc)  ' 

r      dxix      ^  ^  gjj^    a;  X  te  —  f  -  •  A.  sin.  x, 

J  1/(1— a:«)  J    «  ' 

sicqne  post  signum  integrationis  nova  quantitas  transcendens  A.  sin.  x  oc- 
curreret,  cujus  integratio  aeque  est  abscondita  ac  ipsius  propositae.  Quare 
cum  nuper  singulari  methodo  invenissem  esse 

f       dxlx       r^^  =  oi^_l^;2, 

J  y  {l^xx)  Ladx=lJ  2  ' 

expressio  integralis  eo  majori  attentione  digna  est  censenda,  quod  ejus  in 
vestigatio  neutiquam  est  obvia;  unde  operae  pretium  esse  duxi  ejus  veri- 
tatem  etiam  ex  aliis  fontibus  ostendisse,  ante  quam  ipsam  methodum,  quae 
me  eo  perduxit,   exponerem. 

Prima    demonstratio    integrationis    propositae. 

§.  118.    Quoniam  hic  potissimum  ad  series  infinitas  est  recurrendum, 
formula  autem   Ix  talem   resolutionem   simplicem   respuit,    adhibeamus  sub- 

stitutionem   |/  (1  —  axc)  =  y,    unde  fit  x  =  |/  (1  —  yy)^    hincque  porro 


ix  —  —  Y       T  —  T  —  ¥        ^^- 


-7 transformatur   in 

seqnentem  formam 

J  Va--yy)^2        4        6        8  / 

ubi,    cum  sit  y  =  |/ (1  — xx)j    notetur   integrationem   extendi   debere  ab 

y  =  1   usque  ad  ^  =  0 ;    quare   si   hos  terminos  integrationis    permutare 
velimus,    signum  totius  formae  mutari  oportet. 

20* 
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§.  119.     Qao  autem  minas  tali  signorum  matatione  confandamor, 
designemas  valorem  qaesitum  littera  S,    ut  sit 

q  f        dxlx        Fab  «  =  0"] 

J  1/(1  — 0»)  La(l«=lJ 

atqae  facta  substitatione  y  =  |/(1  —  xx)^  habebimos,  uti  modo  monuimus 

iV(l-yy)\2  4  6  ''**'7  Lady^  iJ 

Sub  his  autem  integrationis  terminis ,  scilicet  aby  =  Oad^=l,  jam 
satis  notum  est,  singulas  partes,  quae  bic  occurrunt,  ad  sequentes  valores 
reduci 

f     yy^     =  JL  .  iL 

J  Vii-y»)       2*2 

f    y*^    1.8    -K 

J  y(l-yy)  ~  2.4  '    2 

f    y^^y    —  ^'^'^   JL 

'  Va-yy)  ~  2.4.6  '   2 

f       y*dy       _  1.3.5.7      Ji 
J   y(l— yy)  2.4.6.8  '    2 

J  VO^  —  yy)  2.4.6.8.10       2 

nbi  nimirum  est  ~  =  f  -7 — - —  •    ita  ut  1  :  tc  exprimat  rationem  diametri 

2         i  V{l-yy)'  ^ 

ad  peripheriam  circuli. 

§.  120.     Quodsi    ergo    singulos    istos    valores    introducamus  ^    pro 
valore  quaesito  S  impetrabimus  sequentem  seriem  infinitam 

o  ±(l_    .     iJ_  1.3.5  1.3.5.7\  . 

^  2  V2*  "*"  2.42  "*"  2.4.6*  "*"  2.4.6.8«/       ^^^' 

sicque  nunc  totum  negotium  eo  est  reductum,  ut  istius  seriei  infinitae 
summa  investigetur ;  qui  labor  fortasse  haud  minus  operosus  videri  potest, 
quam  id  ipsum,  quod  nobis  exsequi  est  propositum.  Interim  tamen  ad 
cognitionem  summae  bujus  seriei  baud  difficulter  sequenti  modo  nobis  per- 
tingere  licebit. 
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§.  121.     Com  sit 


=  l^l^^-^-L»^«__LM/_Hetc. 


1/(1— £r;Br)  2  2.4  2.4.6 

si  utrinque  per  -j  multiplicemus  et  integremuSy    obtinebimus 

J  s  y(l  — ir^)  2«  2.4«  2.4.6« 

sicque  ad  ipsam  seriem   nostram  sumus  perducti,    cujus  ergo  valor  quaeri 

— 7 —  h ,   integrali  scilicet  ita  sumto ,  ut 

evanescat  posito  ^  =  0 ,  quo  facto  statuatur  z  =  l  ^  ac  prodibit  ipsa  series 

1  1.8  1.3.6  1.3.6.7  . 

22  -^  2.4«  ^    2.4.6*  ^  2.4.6.8*  ^  ^^^' 

Hoc  igitur  modo  totum  negotium  perductum   est  ad  istam  formulam  inte* 
—z j- ,    quae  posito  |/  (1  —  zz)  =  v  transit  in  hanc  formam 

""         cuius  integrale  constat  esse /  -^^  =  —  l    ,  "*"^ —     Quodsi 

1  — w         J  ^  2       1  — t?  1/(1  — w)        ^ 

loco  t;  restituatur  valor  i/(l  — 0;3^),  tota  expressio,  qua  indigemus,  ita 
se  habebit 

\^ b  =  _  ( (li>^£r^  _  8,  ^  C 

=  C-/[1-+- i/(l-^^)], 

ubi  constans  ita  accipi  debet ,  ut  valor  evanescat ,  posito  0  =  0,  ideoque 
erit  C  =  Z2.  Quamobrem,  posito  ^  =  1 ,  summa  seriei  quaesita  erit  22, 
hincque  valor  ipsius  formulae  integralis  propositae  erit 

f    ^^^      =S  =  — ^22; 

J  1/(1—««)  2  ' 

prorsus  uti  longe  alia  methodo  inveneram,  ex  quo  jam  satis  inteUigitur, 
istam  veritatem  utique  altioris  esse  indaginis,  ideoque  attentione  Geome- 
trarum  maxime  dignam. 

Alia    demonstratio    integrationis    propositae. 

§.  122.     Cum   sit   —. elementum   arcus   circuli   cujus  sinus 

l^  (1  —  ««) 

=  X ,    ponamus  istum  angulum  =  9 ,    ita  ut  sit 


s. 


158  SUPPLEMENTUM    IH. 

atque  facta  hac  sabstitutione  valor  quantitatis  S,  in  qnem  inqnirimus,  ita 
repraesentabitur 

Cum  enim  ante  termini  fuissent  c  =  0  et  a;  =  1 ,  iis  nunc  respondent 
9  =  0  et  9  =  90°,  sive  9  =  ^-  ^ic  igitur  totum  negotium  eo  redit,  ut 
formula  l  sin.  9  commode  in  seriem  infinitam  convertatur.  Hunc  in  finem 
ponamus  l  sin.  9  =  5  eritque  ds  =   ^^^'^ .     Novimus  autem  esse 

^  =  2  sin.  2  9  -H  2  sin.  49-4-2  sin.  69-1-2  sin.  8  9  -1-  etc. 

8111.  9  •  •  T  • 

Si  enim  utrinque  per  sin.  9  multiplicemus ,    ob 

2  sin.  n<f  sin.  9  =  cos.  (n  —  1)  9  —  cos.  (n  h-  1)  9, 

utique  prodit 

cos.  9  =  cos.  9  -I-  cos.  3  9  -t-  cos.  59-+-  cos.  79-1-  cos.  99-+-  etc. 

—  cos.  39  —  cos.  59  —  cos.  7  9  —  cos.  99  —  etc. 

Hac  igitur  serie  pro  ^?^  in  usum  vocata,    erit 

'-'  *        sm.  9  ' 

s  =  C  —  cos.  2  9  —  l  C0S.4  9  —  J  cos.  6  9  —  |  cos.8  9  —  |  cos.  10  (p  —  etc. 
ubi  cum  sit  s  =  /  sin.  9,  ideoque  s  =  0 ,  quando  sin.  <p  =  1 ,  ideoque  ?  =  y , 

constantem  C  ita  definire  oportet ,  ut  posito  9  =  y  =  90° ,  evadet  s  =  0 , 
ex  quo  coUigitur  fore 

C  =  -  1  -H  i  -  i  -4-  I  —  i  -H  etc.  =  —  l2. 

§.  123.     Cum  igitur  sit 

l  sin.  9  =  —  l  2  —  cos.  2  9  —  |  cos.  4  9  —  |  cos.  6  9  —  \  cos.  8  9  —  etc. 

erit  valor  formulae  propositae 

j  dtfl  sin.  9  =  C  —  <fl2  —  |  sin.  29  —  J  sin.  49  —  ^  sin.  6  9 

—  ^  sin.  8  <p  —  ^  sin.  10  9  —  etc. 
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quae  expressio  cum  evanescere  debeat  posito  9  =  0 ,  constans  hic  ingressa 
erit  0  =  0,    ita  ut  jam  in  genere  sit 

c  j     j  ^'^  10  2  BiQ.  29         2  sin.  49  2  sin.  69  2  Bin.  8 9 

jd<flsm.f  =  —  <fl2 ^ ^ gj-^ ^ 

2  ain.  10  9 2  sin.  12  9  . 

10«  12»  ®^- 

Quodsi  jam  hic  capiatur  9  =  90^  =  y ,  omnium  angulorum  29,  49, 
69,  89,  etc.  qui  hic  occurrunt  sinus  evanescunt ,   ideoque  valor  quaesitus  erit 

quemadmodum  etiam  in  priore  demonstratione  ostendimus. 

§.  124.  Ista  autem  demonstratio  praecedenti  ideo  longe  antecellit, 
quod  nobis  non  solum  valorem  formulae  propositae  exhibeat  casu  quo 
9  =  90^,    sed  etiam  verum  ejus  valorem  ostendat,    quicunque  angulus  pro 

9  accipiatur,    id  quod  ad  ipsam  formulam'  propositam  f  -7 transferri 

poterit ,  cujus  adeo  valorem  pro  quolibet  valore  ipsius  x  assignare  poterimus. 
Quodsi  enim  istius  formulae  valorem  desideremus  ab  a;  =  0  usque  ad  x  =  aj 
quaeratur  angulus  a  cujus  sinus  sit  aequalis  ipsi  a,  atque  semper  habebitur 

fdoclx        fab  05  =  on j  ^ 2  sin.  2  a 2  sin.  4  a 2  sin.  6  a 2  sin.  8  a . 
y  {l^xx)tadx=^aJ                                   2«                  4«                  6*                  8^ 

Unde  patet ,  quoties  fuerit  a  =  y ,  denotante  i  uumerum  integrum  quem- 
cunque,  quoniam  omnes  sinus  evanescunt,  valor  formulae  his  casibus  finite 
exprimi  per  —  y  ^  2 ;  aliis  vero  casibus  valor  nostrae  formulae  per  seriem 
infinitam  satis  concinnam  exprimetur.    Ita  si  capiatur  a  =  -y-  y  ut  sit  a  =  -^ , 

■ 

valor  nostrae  formulae  erit 

4^-6  2«  "*"   6*  10«  "*"   142  18*  "*"   22«  ^^^' 

quae  series  elegantius  ita  exprimitur 

_JLZ2  —  i-h— -^-f-i-  —  ^^-?- ^H-etcV 
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sieqae  hic  ocarrit  series  satis  memorabilis 

cojtw  gummam  duIIo  adhac  modo  ad  mensuras  cognitas  re?ocare  licoit. 

§.  125.     Qaoniam  tam  egregia  series  hic  se  qoasi  praeter  exspec- 
tationem   obtalit,    etiam  alios    casas    evolvamus   notabiliores ,    sumamasqoe 

a  =  If  ut  sit  a  =  30^  =  -|^ 9  atque  nostrae  formulae  hoc  casu  valor  erit 

%  Vb       Vs       Vs       Vs       Vs       Vs 


qnae  expressio  ita  ezbiberi  potest 

n  l/s/         1       1       1       J_       1 L       ±  \ 

-g-^2  r'^*"*'^*  4*  S*'^?*"^^*  10*  11*"*"  ^"^7 

in  qaa  sorie  quadrata  multiplorum  temarii  deficiunt.     Sumamus  nunc  simili 

modo  a  =  -^ ,  ut  sit  a  =  60^  =  -^ ,   ac  valor  nostrae  formulae  hoc  casn 

prodibit 

n  ,  Vs       Vs       Vs       Vs       Vs       Vs 

—  T^2  —  -^-♦--ir  —  -^-f-  —  —  —  H--^  —  ete. 


8*      '      10* 

14*      "      16* 

1 

1            1 
6*  "*"  7*  ~ 

1             1              1 
8*  "*"   10*          11* 

siyc  hoc  modo  exprimetur 

ir  y  8  /11111  1  1  \ 

—  -j,-«2  j-^1   —  ^^p  6*"*"7*  8*"*"!^  11*  "*~®'^j- 

Adhuc    alia    demonstratio    intcgrationis    propositae. 

§.  126.  Introducatur  in  formulam  nostram  angulus  9,  cujus  co- 
sinns  sit  =  Xj  sive  sit  x  ~  cos.  9,  et  formula  nostra  induet  hanc  for- 
roam  —  j  d(f  l  cob.  9 ,  quod  intcgrale  a  9  =1  90^  usque  ad  9  =  0  erit 
eitondondum.  Quodsi  autem  hos  terminos  permutemus,  valor  S,  quem 
qoacrimus,    ita  exprimetur 

S=J^«co8.9[^::2ao]. 
Ut  hic  l  cos.  9  in  seriem  idonoam  convertamus ,  statuamus  ut  ante  8  =  1  cos.  9, 
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csse 

?^i-2sin.  20  —  2  sin-  4  Cj>  +  2  sin.  6  0—2  sin.  8  0-1-  ctc. 
Cum  cnim  in  generc  sit 

2  sin.  710  008.  0—  sin.  (/i-f*  l)  0  H-sin.  (n  —  1)  0, 
si  utriuiqpe  p6r  cos.  0  multipliccmus ,  orictur 

sin.0zr:  8in.3  0— sin.6  0-f-8in.  7.0  — sin.90  +  etc, 

-hsin.0— sin.d  0-|-sin.  f>  0 — sin.  7.0-4-sin.  9  0—  ctc. 

quare  cum  sit  d  ^  =:  —   ^^^r^    ?  ^rit  nunc 

Quia  igitur  cst  ^  i±:  /  cos.  0 ,  cyidens  cst  posito  0  zz:  0 ,    ficri  dc* 
bcre  szz:  Oi  unde  colligitur 

C=  —  1  -4-i  — 1  +  1  — l^-ctc.  =  — ./2; 

sicque  erit 

/  C08.  Cj)  == -- /  2  ;-^  *-2^  -  2!^  4.  £2!^  _.  £££iil  ^  etc. 

quae  series  ducta  in  d  (|)  et  integrata  praebet 

—50-^  —  etc. 

quac  cxprcssio  quia  spohtc  cyancscit  posito  0rz:O,  indfs  patet  fore 
C  ==  0,  sicque  habebimus 

*  ^ 

•  Sumto  igiturCj^rzi^z  90^  oritur  ut  ante  S=  — 1/2.  .Praete- 
rea  vero  etiam  hinc  integrale  ad  quemyis  terminum  nsque  extendere 
licet.  '  .  / 

§.   12  7.      Quodst  formulam  posteriorcm  a  praeccdcnte  sub- 
trabamus,  adipiscemur  in  genere  hanc  integrationem 

21 


r 
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fd(^lt&ng.(p=z — 8in.2(P  —  p  sin.  6  Cf)  —  |i  sin.  1  0  (J)  —  etc. 

unde  patet  hoc  integrale  evanescere  casibus  0  =::  0®   6t  in  genere 

0—^-5^%      Postquara   igitur    istam    integrationem    triplici    modo    de- 

monstravimus,  ipsam  Analysin,  quae  me  primum  huc  perduxit,  hic  de- 
lucide  sum  expositurus. 

Analysis  ad  integrationem  formulae. /~^*i£-  aliarumque 

similium    perducens. 

§•     123.       Tota     haec    Analysis    innititur    sequenti    lem- 
mati     a     me     jam     olim     demonstrato :   ^  Fosito     brevitatis    gratia 

(l  —  x^")    »    —X,     si    hinc    duae^  formulae    integrales    formentur 

/Xa;? ""^d  aret/Xa?^""*  9a?,   quae  a  termino   a?  zz:  0    usque   ad 

terminum  x  zzz  i   extendantur ,    ratio    horum  valorum  sequenti  modo 

ad  productum  ex  infinitis  factoribus  conflatutn  reduci  potest 
/XxP^^^dx Qn-^p)q      (m-^p-^n)  (q^ri)     (rn-^p-h2n)  (q^2n) 

fXx^^^^^dx^     p^ni-^q)     (p-^-n)  (m-i-q-^n)     (p-h2n)  (m-^q-h2n) 
ubi    scilicet   singuli   factores   tam   numeratoris,    quam   denominatoris 

continuo  eadem  quantitate  n  augentur.     Hic  autem  probe  tenendum 

est,    veritatem   Istius    lemmatis  subsistere  non    posse,    nisi    singulae 

litterae   m,  m,  p,  et  q  denotent  numeros  positivos ,  quos  tamen  sem- 

per  tanquam  integros  spectare  Iicet« 

§•    12  9.      Circa    has    duas    formulas    integrales,    a    termino 

o;  z=:  0   usque  ad  x  ziz  i    extensas,,  duo  casus  imprimis  seorsim  no- 

tari  merentur,  quibus  integratio  actu  succedit,  verusque  valor  abso- 

lute  assignari  potest.      Prior  casus  locum  habet,    si  fuerit  p  :zz,  n, 

ita  ut  formula  sit  fXx^^^^d x.       Posito  cnim  x^  zzrj/  fiet 

m — n 

Xz=(l  —  y)  «  ,  et  x^—^dxz=Zj,dy 
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sicque  ista  formula  evadet  \/dy  (^i  — y)  ^  •>  pariter  a  termino 
yz^Q   usque  kA  y  zzi  i    extendenda ,  quae  porro  posito   i—yzziz 

m  —  n 

abit  in  hanc  formulam   —  nf^   «    ^2?,    a   termino   z  zzz  i  usque 

ad  z—  0  extendendam;  ejus  ergo  integrale  manifesto  est  —  4^^  ^*  '+"m; 
unde  facto  zzzz  0  valor  erit  zn  ^.  Consequenter  pro  casu  pzizn 
habebimus 

sicque  si  fuerit  veljo  — n  vel  7  izin ,  integrale  absolute  innotescic. 

^    130.     Alter  casus  notatu  dignus  est ,    quo  p  —  n  —  m, 
ita  ut  formula  integranda  sityXa;'*'"^"'*^^;;  tum  enim,  si  pona- 

tur  a:(l— a?")  n    sive T  — ^»    P^^'^*^  a;iz;0   fiet  y  —  O^ 

at  posito  a:  rz  1   fiet  y  rz:  cc  j  tum  autem  erit 

n-m-- -  =  Xa?»-» 

*'  /»-*-m  ^^  ' 

(1— a?^)~^ 
unde  formula  integranda  erit  /t/'*—^!*.     Gum  igitur  sit 

X  '  X^ 


-  —  y,  erit  --_=:y« 


(1  —  rc")" 

unde  coUigitur  x^zz: ,    ideoque  n'l xzzn  l  y  ~-  l  (l+^")> 

cujus  diiferentiatio  praebet 
d£ dy 

quo  valore  substituto  formula  nostra  integranda  erit 

21* 
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/ 


yn^m^i^y 


a  termino  y  znO   usque  ad  ^  =:  co  extendenda,  quae   formula  ideo 
6S(i  notatu  digna^  quod  ab  omni  irrationalitate  est  liberata. 

§•  131.  Quoniam  igitur  hoc  casu  ad  formulam  rationa- 
lem  sumus  perducti,  ex  elementis  calculi  integralis  constat,  ejus  in- 
tegrationem  semper  per  logarithmos  et  arcus  circulares  absolvi  posse, 
tum    vero    pro    hoc   casu    non   ita  pridem  ostendi,    hujus  formulae 

— — — - —  integrale ,  ab  o;  zz  0   usque  ad  o;  ==  co  extensum ,  re- 
1 '  I  '^ 

duci  ad  valorem  — .  ^  ^i  factd  igitur  applicatione  pro  nostro  casu 

n  sm.  ^ 

Hr 

habebimus 


P 


1  -+■  y "  n  sin.  (>*  — wi)^       n  sin.  V}l1  * 

n  n 


quamobrem    pro  casu  p  zizn  —  m    valor    integralis    sequenti    modo 
absolute  exprimi  potest,  eritque 


n  sin.  TLl 

n 


quod  idem  raanifesto  tenendum  est,  si  fuerit  q  zizn  ^  m. 

§.    132.      His   pfaemissis,    ponamus  porro  brevitatis   gratia 

atque  lemma  allatum  nobis  praebet  hanc  aequationem 

P. <m+p)q  ,  (tn+M-nXH-")  .  (m+p+2n){p+2n)     .^ 

Q <>(«•+«)     (P+n){mrfq+n)    CH-2  n)  (w-bg+a  n) 

Hinc  igitur  sumendis  logarithmis  deducimus 
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haecque   aequalitas   ^emper  locum  habebit,  quicunque    valores   litteris 
m,  n,  p  et  q  tribuantur,  dummodo   fuerint  positivi. 

$.    133.      Cum    igitur    haec    aequa^tas    in  genere  subsistat, 

etiam  veritati  erit  consentanea,    quando  quaepiam    harum    litterarum 

m,     n^    p  ct  q  infinite  parum  immutantur,    slve  tanquam  variabiles 

spectantur.       Hanc  ob  rem  consideremus  solam   quantitatem  p  tan- 

quam  yariabilem,    ita  ut  reliquae  litterae  m,  n  et  ^  maneant  con- 

stantes,  ideoque  etiam  quantitas  Q  erit    constans   dum  altera  P  va- 

riabitur;  ex  quo  differentiando  nanciscemur  hanc  aequationem 

dp         dp  I        dp      __^J     j dp ^P 


d_p. 

P 


m+p 


TO+^+.S»  ^+3» 

ubi  totum   negotlum  eo   redit,    quemadmodum    differentiale   formulae 
P,  quae  est  integralis,  exprimi  oporteat. 

§.  13  4.  Cum  igKor  p  sit  formula  integralis  solam  quan- 
titatem  x  tanquam  variabilem  involvens,  quandoquidem  in  ejus  in- 
tegratione  exponens  p  ut  constans  tractari  debet,  demum  post  inte- 
grationem  ipsam  quantitatem  P  tanquam  functionem  du&rum  variabi- 
lium  X  et  p  spectare  licebit;  unde  quaestio  huc  redit,  quomodo  va- 

lorem,  hoc  charactere  (yr)  exprimi  solitum,  investigari  oporteat,  qui 
si  indicetur  littera  JT,  aequatio  ante  inventa  hanc  induet  formam 


n 

p 


p 


m+f-J-* 


•»    I 


etc. 


m+p         p     ■    m+f+it        j>+ii"^  m+p+2n        f+^/i 

Hanc  vero  seriem  infinitam  haud  diflScuIter-  ad  expressionem  finitam 
revocare  licebit  hoc  modb:    Fonatur 
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V^+P       vf  i^^^^+^+^        vP+^  yfrH^2n  ^p+2n 

$Z=1 H j — Hetc. 

rn-^p      p       m-hp-i-n     p^n       m-^p-^^n      p^2n 

ita  ut  facto  t;  zz:  i    Httera  s  nobis  exhibeat   valorem  quaesitum  H; 
at  vero   differentiatio  nobis  dabit 

^  ZIZV  'M-f-l  —  vP^  +  t;in-HH-/i--l  ^  t;f-+-n— 1  ^  |;m4-f4-2n-l 

—  t4^2n-l  ^  ^t^^ 

cujus   seriei  infinitae  summa  manifesto  est 
^Tn-H^ — ^f— 1 vP^^(v^ — 1) 

1  —  v^  1  ~  i;^ 

Hinc  igitur  vicissim  concludimus  fore 

^f-i   (vn^i^^^v 


/- 


t;" 


quae  formula  integralis  a  i;  —  0  usque  ad  t;  zr  1  est  extendenda ; 
sicque  habebimus  ^ 

P,   —  y  1  —  i;'»       '     LdvzziJ  • 

§.    13  5.      Ad  valorem  autem  (3^),  quem  hic  littera  /7  in- 

dicavimus,  investigandumt  ex  principiis  calculi  integralis  ad  functio- 
ncs  duarum  variabilium  applicati  jam  satis  notum  est,  differentiale 
formulae  integralis  P  ziz/X.xP^^^d  x  ex  sola  variabilitate  ipslus  jo 
oriundum  obtineri,  si  formula  post  signum  integrationis  posita  Xa:^''^^, 
cx  sola  variabilitate  ipsius  p  differentietur,  atque  elementum  dp 
signo  integrationis  praefigatur;  at  vero  quia  X  non  continetp,  bic 
ut  constans  tractari  debet:  potestatis  vero  a?f""*  differentiale  hinc 
natum  crlt  xP^^  dplx\  quam  ob  rem  ex  hac  differentiatione  orie- 
titr  'd?  zrndp  f^xP^^d  xlXy  ita  ut  tantum  post  signum  integra- 
tioni9  fnctor  /.r  accesserit,  ex  quo  manifestum  est,  fore 
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hinc   igitur  sequens  thcorema   generale  constituere   licebit 


Theorema       generale. 


m —  71 


§.  13  6.  Posito  brevitatis  gratia  X  =i  (1  —  a:'*)""^"  ^  ^i 
sequentes  formulae  integrales  omnes  a  termino  071=  0  ad  terminum 
or  =  1  extendantur,  sequens  aequalitas  semper  erit  veritati  consen- 
tanea 


/ 


Xa?<^""*  ^  xlx 


!—. 


*(a;'« 


Dda; 


n 


/XxP  —  ^dx         j  \  —X 

nihil  enim  obstabat,    quo  minus  loco  v  scriberemus  x^    quandoqui- 
dem  isti  ralores  tantum  a  terminis  integrationis  pendent. 

§•    137.      Hoc  igitur  modo  deducti  sumus  ad  integrationem 

hujusmodi  formularum  /^X  x^^^^d x Ix^    in    quibus  quantitas    loga- 

rithmica  /  x  post  signum  integrationis  tanquam  factor  inest ,  quarum 

valorem    expilmere    licuit   per    binas    formulas    integrales    ordinarias, 

cum  sit 

'x'^  —  1)  dx 


/XxP-^dxlx—/XxP-^dx.P^^—^ 


X 


integralibus    scilicet    ab  o?  =  0   ad  o;  =  1     extensis  y    ubi    brevitatis 

m  —  n 

gratia  posuimus  (l  —  a?")    »     ±z  X.      Hinc    igitur  pro  binis  casibus 
memorabilibus  supra  expositis  bina  theoremata  particularia  derfvemus. 

Theorema    particulare  I,   quopzizn. 
|.    138.        Quoniam    supra    vidimua    casn    pzizn    fieri 

/Xa^^^^^dairn:^?  hjoc  valore  substituta  had)cbimus  istam  aequatio- 
nem  iiatis  elegantcni 
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I 

dum  scilicet  ambo  integralia  ab  xznQ   ad  x  zz.i   extenduntur. 

Theoreraa  particulare  II,  quo  p  zzzn^m. 

\.    139»      Quoniam  pro  hoc  casu,     quo  pzzin-^m  supra 
ostendimus  esse 

TT 


/Xa:»-™-*da? 


n  sin.  ^ 

n 


nunc  deducimur    ad  sequentem  Integrationem  maxime  notatu  dignam 
/  X  a; "    "*     *  ?i  a?  /  a?  izn /  i   ^ i 


n 


si    quidem    haec    ambo    integralia   ab  a?  rz:  0  nsque  ad  a:  —  1   ex- 
tendantur;  ubi  ilieminisse  oportet  esse 


W—  71 


Xz:z(l— a:«)~ 

\.  140.  Hic  probe  notetur,  theorem»  generale  latissime 
patere,  propterea  quod  in  eo  insunt  tres  exponentes  indefiniti,  sci* 
licet  m,  n  et  p,  qui  penitus  arbitrio  nostro  relinquuntur,  quos  ergo 
infinitis  modis  pro  lubitu  definire  licet,  dummodo  singulis  valores 
positivi  tribuantur,  ita  ut  semper  valor  hujus  formulae  integralis 
fXxf^^^dxlx^  quam  ob >  factorem  /  x  tanquam  transcendentem 
spectari  oportet,  per  formulas  int^grales  ordinarias  exprimi  queat, 
quae  cum  sint  generalissima ,  operae  pretium  erit  nonnullos  casus 
speciales  evolvere. 

I.      Evolutio  casus,  quo   m—  1    et  nzzz2, 
§.    141.      Hoc  igitur   casu  erit  X  ~  y /.    — r,  unde  pro  hoc 
casu  theorema   generale  ita  se  habebit 
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hinc   igitur  sequens  thcorema   generale  constituere   licebit. 


Theoreiiia       generale. 


m —  n 
n 


§.  13  6.  Posito  brevitatis  gratia  Xiz:  (1  —  a:'*)""^"  ^  ^i 
sequentes  formulae  integrales  omnes  a  termino  xzn  0  ad  terminum 
o?  —  1  extendantur,  sequens  aequalitas  semper  erit  veritati  consen- 
tanea 

/ILxt-^dx  J  ~       1  —x^' 

nihil  enim  obstabat,    quo  minus  loco  v  scriberemus  x^    quandoqui- 
dem  isti  valores  tantum  a  terminis  integrationis  pendent. 

§.  137.  Hoc  igitur  modo  deducti  sumus  ad  integrationem 
hujusmodi  formularum  yX  a:*^""*  9:r /a:,  in  quibus  quantitas  loga- 
rithmica  /  x  post  signum  integrationis  tanquam  factor  inest ,  quarum 
valorem  exprimere  licuit  per  binas  formulas  integrales  ordinarias, 
cum  sit 


integralibus    scilicet    ab  :r=:0   ad  x 

m  —  n 

gratia  posuimus  (i — a?")    «     ±: 


1     extensis,    ubi    brevitatis 


±z:  X.      Hinc    igitur  pro  binis  casibus 
memorabilibus  supra  expositis  bina  theoremata  particularia  derivemus. 

Theorema    particulare  I,   quo  p  znn. 
|.    138.        Quoniam    supra    vidimiift    casn    p  zzin    fieri 

/Xa?"""*dam:4v  hjoc  valore  subBtituta  habebimus  istam  aequatio- 
nem  "^tis  elegantcni 
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Jam    vero   iniegraljbus   ab     o:  z=:  0   ad  a?  zzi  1    extensis,      notum    est 


fore 


A^-      —  i  et/-^i:z  1  —/2; 


ita   ut   habeamus 

§.  145.  'Quoniam  in  hac  formula  integrale  /z^^z~^->  ^'" 
gebraice  exhiberi  potest,  cum  sit  zn  1  — )/(l  —  ^^)^  valor  quae- 
situs   etiam   per   reductiones   consvetas  erui  potest,   cum   sit 

positoque  o:  zi:  1    erit 

/7Tr?l-f7=-/¥c'-v^  ('---)]. 

ad   quam   formam   integrandam   fiat    1  —  y/  (l  —  x  x^  ~z ^    unde 
colligitur  xxz::z2z  —  zz^  ergo   2 /.r  — /z -+- /  (2  —  z),  sicque 

fiet  — zz:    ?;  ""t  ,  quibus   valoribus  substitutis  erit 

+/^  [i  -  V' (»  —  ^)]  = +/'-ifc^^, 
qui   ergo   valor  erit  —  C  ~  z  —  /(2  —  z).        Quia    igitur    posito 

X  —  0   fit  s  zi=  0 ,  constans  erit  C  ==:  -f-  ^  2 ;   facto  igitur  x  —  l, 

quia  tum  fit  z  ~  1 ,  iste   valor  integralis  erit    /2  —  1  ,    prorsus  ut 

ante. 

§.    146.     Eundem  valorem  Suppeditat  theorema  prius  supra 

allatum ,  quo  erat ;?  — n  —  2  ;  inde  enitn  statim  fit/4^~|r  i=2/—~^' 

Ante   autem   vidimus   esse  /^4^=:  i   —/2;   ita  ut  eti^m  hinc   pro. 

deat  valor  quaesitus   /2  —  1. 

f 

Exeraplum    III.    quo   pziz3. 
§.    147.      Hoc  igitur  casu  aequatio    in   theoreraate   generali 
allata  hanc  induet  formam 

pxxd  xlx^ ^xx  dx       ^xxdx  ^ 
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Per   reductiones   autem   notissimas  constat   esse         v 

^  xxd X     r ahx  —  O^y  ^     ^ 

J'V{\-xx)  Ladx— ij  2-2» 

at   vero   fractio   spuria  7-.—  resolvitur   in    has  partes   x —  1  -{-— — , 
unde    erit 

/x  X  d  X  ___  .  _  ,      »  /  i      .        \ 

quod   integrale  jara   evanescit   posito   xzizO\    facto   ergo   x~l    ejus 
valor   erit  m:  —  |  -1-  /  2  ;   quamobrem   integrale   quod    quaerimus,   erit 

^xxdx  Ix  rabx^O-l  '^r  //  9    A 

7/(1— Vx)  LadxzzlJ  —  ^V  ^  2/* 

Exemplura   IV,    quo    p~4. 
§.    14  8.       Hoc    igitur    casu    aequatio    superior    hanc    induet 

r 

formam 

y.x^  dx  l  X  _^_   ^    x'  3  X  ^  ^x^  d X 

./■/(t— XX) -^  V{i-^»x)  *  J i 


X 

Per   reductiones   autera   notissimas  constat  esse 
^    x^  dx     r  a6  0?  zz  0"V 2 

-//(1— xar)  Ladxcz  ij  3  ' 

tum   vero   fractio   spuria    ^^^     resolvitur    in    has    partes    x  x  —  x 

H-  1  —  ^j-r:^  -»    unde   integrando   fit 

f—^zizix^  —  ixx-{-x  —  /(l  -ha;), 
ox   quo   valor  formulae   erit   —  |  —  /2.      His  ergo   valoribus   substi- 
tutis   adipiscimur   hanc   integrationem 

rx^dxlx_   rahxzzo. 2/5  _  /oY 

7/(1— XX)  Ladx=:lJ  3V6  ^  ^/' 

Exemplum   V.   quo  j^  —  5. 

§.    149.       Hoo    igitur    casu    aequatio    superior   hanc   induet 
formam 

^x^d_x_lx  _  ^   x^^dx ^    ^x^dx 

7/(|_x"x) J Y{i^xx)  '•/i.^-*  * 

22* 
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Constat  autem    csse 

^>/0  — ^  UdxzzzlJ  2.^  '    2    ' 

tum  vero   fractio  spuria  yx—    manifesto    resolYitur    in     bas    partes 
x^  —  XX  -^-  X  —  1  -|-  -4:j  unde  integrando   fit 

ex   quo  valor  forraulae   erit  zn  —  ^  -4-  '  2.       His    igitur    valoribus 
substitutis   prodibit  ista   integratio 

Exemplum  VI.    quo  ;;  ~  6. 

\,    1 5o.       Hoc    igitur    casu    aequatio   superior    induet    hanc 
formam 

^V[i^x) ^  V{i—x»)  '•/  1+« 

Constat   autem   per  reductioncs  notas   esse 

^   X*  d  X      r-ab  X  zzz.  0  -•    _^  2.  4 

tum   vero   fractio  spuria  --^—  resolvitur  in  has  partes 

4  3     -  -  1 


a;    —  x''  --^^  X  X  —  or-f-  1  —  irr7' 
unde   integrando  nancisciraur 

cx   quo   valor   hujus  formulae   erit  zz:  ^  —  /  2  ;   quibus   valoribus   sub- 
stitutis   prodibit   ista   integratio 

^/(1 -oTJc)  Ladxnzl  J  375    vS  ^/' 

II.      Evolutio   casus   quo   m~3   et  7i~2. 

§.    151.      Hic   ergo   erit   Xiz:/'^! — xx)^    undc    iheoruma 
nosirum   generale  nobis  praebebit  hanc   aequationem 
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/o:^"-^  dxlx  .-/(l  — xx)~fxP-^dxy\i  —xx)  .1^ ^^^^JlJ^, 


ubi   cum   sit 

3C*  — 1    — XX — «  — 1 


X  — 


1— -XX  x-^-i         x-^-i 

erit  postrema    formula  integralis 

J       i-^-x 
quae  integrata  ab  a?  nr  0   ad  a; .—  1    dat 

p+l       J      1  -f-o? 

quamobrem   habebimus 

/     f           rv^^^dx\ 
/xf-^dxIx.Y(i—xx)=:^/xP-^dx/{i^xxi ^  1 J* 

Hinc    igitur   sequentia   exempla   notasse  juvabit. 

Exemplum   I/    quo  p  ~  1. 

§.    15  2.       Pro    hoc    igitur    casu     postremus     factor    evadet, 
14-/2,   ita   ut  sit 

/dxlx  ./(l  —xx)—  —  (^H-/2)/5a:/(l  —xx). 
Pro   formula   autem  /dxy^^i  — xx)   statuatur  ^^(i-^xx)^  l  — vx, 
fietque 

2v  ,      // -  N 1 — vv 

i^vv  V    \  J  i-^vv 

.  -\      2dv(i  —  vv)  j       «    . 

atque   d  xziz    (^i^r^^y    ^   ""de   fiet 

d//.                 \ 2dv(i — vv)^ 
X  y  (i  XX)  —  —rrT 7r-  ' 

cujus   integrale   resolvitur  in   has   partes 

{^i-\-vvy^  l-j-i;'^       *  ^  ^ 

quae    expressio,     cum    extcndi    debeat    ab    .xznO    usque    ad   o:  m  1  , 
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prior  termlnus  erit  f  zz  0 ,  alter  vero  terminus  est  v  ~  l ;  ita  ut 
integrale  illud  a  v  zz:  0  usque  ad  t;  zz:  1  extendi  debeat.  At  vero 
illa  expressio  sponte  evanescit  posito  v  :zz  0,  facto  autem  v  ~  \  , 
valor   integralis   erit    ~  '^,   quamobrera    habebimus 

§.    15  3.      Hic    quidem  calculum    per  longas   ambages   evol- 

vimus,   prouti  reductio   ad   rationalitatem   formulae    ]/(l  —  xx^    ma- 

nuduxit;   at   vero   solus   aspectus   formulae  /dx]/(^i  — xx^    statim 

declarat,   eam    exprimere  aream  quadrantis  circuli,   cujus  radius  ziz  1, 

quem   novimus  esse  —  "^.      Caeterum   adhiberi   potuisset  ista   reductio 

fdxy/{l^xx)z=:ix/(i^xx)-hi/^^-y 
cujus    valor   ab   a;  ~  0    ad   x  zn  1    extensus   manifesto   dat   J, 

Exemplum   II.    quo  p~2. 
§.    15  4.      Hoc   ergo   casu  postremus   factor  fit 

sicque   habebimus 

/xd  X  l  X  .  y  (^i  —  X  x^  ZZ.  —  (I  —  /  2^  /x  3a;/(l  —  x  x): 
perspicuum   autcm    est,   esse 

3 

.  /  X  d  X  ]/  (l  —  X  x)  zm  C  — 1(1  — 07  x)^ 

qui   valor   ab   x  zzz  0    ad   x  zzz:  1    extensus   praebet  i,    ita    ut  habea- 

mus 
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III.      Evolutio    casus    quo    m  z::  1    et  n  ir:  3. 

S.    15  5.      Hoc  ieitur  casu  erit  X-zr:,— ; r-^,    unde 

m 

thcorema  generale  nobis   praebet  hanc   aequationem 

ubi  postrema  formula  reducitur  ad   hanc 

xt^^d  X 


I 


X X -i-x-jr  i 
ita   ut  habeamus 

x^^^dxlx       /       r  xP"^  ^  X        r     xf^^dx 


/x^^^dxlx /      rxy—^d^       f 

tequentia   igitur  exempla   adiungamus. 


Exemplum    I.    quo    pzni. 

d 


§.    15  6.      Hoc  igitur  casu  postremus  factor  evadit  "^  .  ^^.jT^ 
cujus  integrale   indefinitum  reperitur  -^  Arc  tang.  j— ^ ,      qui    valor 

posito    z  nz  1    abit  in   ^  ;  quocirca  hoc   casu  habebimus 

/*  a  X  .1 X    ^     /*       d  X 
y{i—xy~'~'  ^J{/(i—x^' ' 


/^ 


O  X 

j-gpecullarem  quantitatem  trans- 


V(i-x') 

cendentem   involvit,   quam  neque   per   logarithmos,    nequc    per    arcus 
circulares   explicare   licet. 
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Exemplum    11.    quo  p~2. 
§.  15  7.      Hoc  igitur    casu  postremus   factor  erit./^^^^^— 
qui   in   has   partes   resolvatur 

j  ^2  X  3x4-  ^x  I    X.  d  X  

27    X  X  +  X+X  ^y    i  ^  x+  XX    ' 

ubi   partis   prioris  integrale  est 


^ /(l +a;+a7a;)  •— I  /  3    (posito  scilicet  o;— 1  ); 

alterius  vero  partis  integrale  est  iz:  |  .  gy^j  quo  valore  substituto  ha- 
bebimus 

Nunc  vero  istam  formulam  integralem  commode  assignare  licet  per 
rcductionem  supra  initio  indicatam;  cum  enim  hic  sit  m  —  1  et 
ti  :iz  3  ^  tum  vero  suitiserimus  p  ~  2,  crit  p  ~  n  —  m.  Supra  au- 
tem   §.     131.   invenimus,   hoc   casu  integrale  fore 

TT 


71  sin.^' 
qui   valor   nostro   casu   abit  in 

3sin.  '^~3i/3  ' 
Hoc    igitur  valore  substiluto,    nostram    formulam    pcr  mcras   quanti 
tates  cognitas   exprimere   poterimus,   hoc  modo 


/ 


X  q  X  l  X        abxzzio-i ^  /• «       J?L^ 


/ 
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IV.      Evolutio     casus    quo    m  — 2    e  t   n  — :  $. 

1 

§.    15  8.     Hoc  igitur  casu  erit  X  nz  t^ gr^unde  theo« 

rema  generale  praebet  istam  aequationem 

/xf-^dxlx rxf-^dx      rxP—^(xx — l)dx 

ubi  forma  posirema  transmutatur  in  hanc 

x^-^  d  X  (i  "{'x) 

1  "  I  ■  Su  *'l  ■  SC  SC 

unde  fiet 

unde  sequentia  ^xempla  expediamus- 

Exemplum  L  quo  pzzzi. 
§.  169.    Hoc  ergo  casu  membrum  postremum  ^Vit/f^^T—^ , 

x     I    X  ~  l    X  X 

cujus  integrale  in  has   partes  distribuatur. 

I  f^xBx  +  dx     t     -  y-      d  X 

unde  manifesto  pro  casu  o;  iz:  1    prodit  i  (^'^"^373)1    quamobrem 
nostra  aequatio  erit 

d  00  Ix 


y  1/(1  — a;3)—        '^V^-+'svs)  J» 


In  hac  autem  forhiula  integrali ,  oh  mzn  2   et  n  —  3 ,    quia  sumsi- 

mus  p  n:  1 ,  crit  p  cz:  n  —  m ;  pro  hoc  ergo  casu  per  §.  131.  va- 

lor  istius  formulae   absolute  cxprimi  poterit,  eritque 
Fol.  IF.  53 
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/l 


consequenter  etiam  hoc  casu   per  quantitates  absolutas  consequimur 
hanc  formam 

'dxlx     raJxrro-i '^  f  1  %  JU  '^  \ 

§•  16  0«  Quodsi  hanc  formam  cum  postrema  casus  prae- 
cedentis,  quae  itidem  absolute  prodiit  expressa,  combmemus,  earum 
summa  primo  dabit 

/^xdxlx  r    dxlx    . Q^i^ 

sin  autem  posterior  a  priore  subtrahatur,  orietur  ista  aequatio 

xdxlx  /•Bi/a?  2^n 


/'  X  0  X  Ix  r  0  xlx 


—     27     ' 

Quoniam  hoc  modo  ad  expressiones  satis  simplices  sumus  perducti, 
operae  pretium  erit  ambaa  aequationes  sub  alia  forma  repraesentare, 
qua    binae    partes    integrales    commode   in   unam  conjungi   queant; 

X  XX 

statuamus  scilicet    377 -5-mz,  unde  fit  ^77 rrinzzz.sic- 

|/(1  — o:^)  y  (1 — x^y 

jM    t^     ^M    «MV     T     4M 

que  prior  formula  induet  hanc  speciem  f ,      posterior    vero 

istam  /^-^— ;  tum  vero  habebimus  ~-t  —  ^  ^»  «nde  fit  x^  —  ^  *  - 
ideoque 


/arzn/z— 1/(1  -l-z^zz/^ 


5/0+^0' 


AD  TOM.  I.  CAP.  IV.  179 


hincque  porro 

3» 3»        %%d% d% 


quare  his  yaloribus  adhibitis,   prior  formula  integralis  evadit 
altera  vero  formula  erit 

d% 


fi  +  %-    •    ^    j/(l^;53y 


$•    1^1.    Quoniam    autem   integralia  ab  x^o  ad  xzni 

extendi  debent,    notandum  est,    casu  xzziO  fieri  z=:0,    at  vero 

casu  X  zzi  i    prodire   zziz  oo^    ita   ut  novas  istas  formas  a  z  izi  0 

ad  z  1=  co  extendi  oporteat      Quo  observato  prior  harum  formula- 
rmn  dabit 

^i  +  %^   •  ^  j/(i^^3^  Lad«=OQj  3/3"f"    27  ' 

posterior  vero 

f  d%        j              ^     r  a  «iz  0  n  ^^  nvlZ        ^'tt 


Hinc  igitur  summa  harum  formularum  erit 

rd%(i+z)     ;  ^ g^yrzs 

•^    1  +  *^     •  '  J/(i4-z3)—        3/3  I 

at  vero  differentia 


^-JT-TT 


^H-z^)-   *7 
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'5.    162.      Hic  non  inutile   erit    observasse,    istum    logarith. 

mum  Itt7 rr  coramode  in  seriem  infinltam  satts  simplicem  con- 

verti  posse;    cum  enim  sit 

erit  per  seriem 

y  ^  ,/i L«l^-J i_      f ! t      \ 

verum  ista  resolutio  nullum  usum  praestare  potest  ad  integralia  haec 
per  series  evolvenda,  propterea  quod  pote^tates  ijisius  z  m  denomi. 
natoribus  occurrunt ,  ideoque  singulae  partea  non  ita  integrari  pos- 
sunt,  ut  evanescant  posito  2fZ:z,Q^  ■      > 

Exemplum  11.    quo.  p  zz  2.    . 
§.      16  3.        Hoc    igitur    casu     factor     postremus     evadit 

/TT^~i^  q^i  i^  has  duas  partes  discerpitur  fdx—  /,^^^^, 
cujus  ergo  integrale  ab  xzizO  ad  a^— 4  extensum  est  zz:  1  —  ^y^- 
Hinc   igitur  deducimur  ad  hanc  aequationem 

Hic  autem  notandum,  istam  formulam  integralem  nullo  modo  abso- 
lute  exhiberi  posse,  sed  peculiarem  quandam  quantitatem  transcen* 
dentem  involvere. 

V.      Evolutio  casus,  quo  mziz2  et  n  ~  4. 

§.    16  4.      Hoc  igitur  casu  erit  X  ~  /  f^^x^)^     ^^^^    theo- 
rema  nostrum  generale  nobis  dabit  hanc  aequationem 
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at  vero  problema  particulare  prius  pro  hoc  casu  praebet 
Cum  autem   sit 

^x^dx^  I 1/2 


erit   absolute 

^x^^dxlx  r  ab  x  =  0^  ,  / .   .  ^v 

^V{,i--x^)  LadxzziA^'^         ^\  ^^J' 

at  vero  hic  casus  congruit  cum  supra  §.  1 44."  tractato.  Si  enim 
hic  ponamus  xx-zny,  qua  facto  termini  integrationis  manentj/nnO 
et  2/  nz  1 ,  erit  lxziz\ly  et  x^d  xTZZ^d  y\  quibus  valoribus  sub- 
stitutis  nos^tra  aequatio   abibit  in  hanc  formam 

I  ry^yly  — 1^1-/2^     sive    f—y^—  —  /2—1 

prorsus  ut  supra. 

\.  16  5.     Alterum  vero  theorema  particulare  ad  praeseiitem 
casum  accommodatum  dabit 

JV(i—x^)'^  ^Ji+xx^ 

est  vero 

ita  ut  habeamus 

^xdxlx     rabxziZO^  '^  7  o 

-^y  (1— X*)  Lad  «  =  lj  — .        S^"^* 

Quodsi  vero  hic  ut  ante  statuamus  x  x  zzzy^  obtinebitur 
r^^yiy_ TT/o 

Jv{i-yy)  —  —  2^-^» 
qui     est    casus    supra    §.    142.  tractatus.       His  duobus   casibus  ex* 
ponens    p  erat  numerus  par,    unde    casus  impares  evolvi  conveniet- 
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Exemplum  I.     quo  pzrzi. 
§.    166.      Hcxc    igitur  casu  formula  integralis  postrema  fiet 
/— ^^iz:Arc.  tang.  x^    ita   ut  posito  xzzii  j)rodeat    Arc.    tang. 
x~f;  tum  vero  aequatio  nostra  erit 

/•   dxl X _^  ^_  TT  r ^ 

integralibus    scilicet    ab    x  —  0    ad  x  ziz  l    cxtensis ;    ubi    formula 
/—^-^L—  arcum  curvae  elasticae  rectangulae  exprimit,    ideoque  ab- 

y(l — X  ) 

solute  exhiberi  nequit. 

Exemplum    II.    quo   pzr3. 
^     16  7.       Hoc  ergo  casu  formula  integralis  pcmtrema  erit 

X  X  ^  X  "\  ^  '3  X 

cujus  integrale  posito  x  zz:  i   fit  zz  i  — "l,    ita  nt.nunc   aequatio 

nostra  evadat 

^xxdxlx  ^ r    ^^  ^\  r  *^^* 

quae    formula    integralis  pariter  absolute  exhiberi     neqult;     exprimit 
enim  applicatam  curvae  elasticae  rectangulae. 

§.  16  8.  Quanquam  auteni  haec  duo  exempla  ad  formulas 
kiextricaViles  perduxerunt,  tamen  jam  pridem  demonstravi,  produc- 
tum  iiorum  duorum  integralium 

yt      h  X  ^  X  X  O  X 


aequari  areae  circuli,  cujus  diameter  zz:  1,  sive  csse  ~  "J;  tjuamo- 
brera,  binis  exemplis  conjungendis,   hoc  insigne  iheorema  adipiscimur 

y*  d  xl  X        px xdxlx  ir" /"i  fr  \ 

^VTi—x^)  '^Vd-x^)  —  iS>^  *-'• 

Facile  autem  patet,  innumera  alia  hujusmodi  theoremata  ex  hoc 
fonte  hauriri  posse,  quae,  per  se  spectata,  profundissimae  indagi- 
nis  sunt   censenda. 


SUPPLEMENTUM   IV. 

AD  TOM.  I.    CAP.  V. 

INTEGRATIONE  FORMULARUM  ANGULOS  SINUSVE 

ANGULORUM  IMPLICANTIUM. 


l)  De  CormHlis  differentialibus  aivgularibus  maxime 
irrationalibuB.,  quas  tamen  per  logarithmos  et 
arcus  circulares  integrare  licet..  M..  S.  Acadtmiat 
exhibit.  die  5«  Mail  177.7« 

§.  i.  Quae  jam  saepius  sum  commentatus  de  formuIFs 
differentialibus  irrationaiibus,  quae  nulla  substitutione  ad  rationalita- 
tem  revocari  possunt,  nihilo  ¥ero  minus  integtationem  per  logarith* 
mos  et  arcus  circulares  admittunt:  etiam  transferri  possunt  ad  ejus* 
modi  formutas  angulares ,  quae  sinus  et  cosihus  cujuspiam  anguli 
inToIrupt.  Forma  autem  generalis  hujusmodi  differentialium ,  quae 
hoc  modo  tractari  possunt,  sequenti  modo  repraesentari  potest:  de- 
notante  ({)  angulum  quemciinque,  designet  ^*  functionem  quamcua« 
que  rationalem  ipsius  tang.  n  (|) ,  atque  inveni  istam  formulam 
^d  Cp  (/sm.  X  C[)  4-  gr  cos.   X  Cp) 

y{a sin.  n04-6  cosTwCp^^"" 
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semper  per  logarithmos  et  arcus  circulares  integrari  posse,  id  quod 
a  casibus  simplicioribus  inchoando  in  sequentibus  problematibus  osten- 
derc   constitui. 

Problema      1. 

S.   2.   Proposita  /ormula  differentiali  =r-^- *~.  ejus  ifu 

^  /  cos.  n  (p 

tegrale  per  logarithmos  et  arcus  circulares  invesligare. 

.     S  0 1  u  1 1  0. 

Quoniam  mihi  quidem  alia  adhuc  via  non  patet  istud  prae- 
standi,  nisi  per  iraaginarid  procedendo ,  formulam  j/  —  1  littera 
i  in  posterum  desighabo,  ita  nt  sit  iinz  —  1,  ideoque  ^  zzz  —  i. 
Jam  ante  omnia  in  numeratore  nostrae  formulae  loco  cos.  <P  has 
duas   partes  ^ubstituamus 

l  (cos.  0  -h  'isin.  Cj))  H-  |  (cos.  0  —  i  sin.  (J>), 
atque  ipsam   forraulam  propositam  per  duas  hujusmodi  partes  reprae- 
sentemus,   quae   sint 

d  Cp  (cos.  0  +  i  sin.  Cj))  3  0  (cos.  (^  ^  i  sin.  (p) 

^P—  7  cos.  n  (p  etd7—  y^'^ ' 

ita  ut  ipsa  formula  nostra  proposita  sit  l^ p-^ld  9 ^   ideoque   ejus 
integrale  '^—  . 

\.    3.      Nunc    ambas    istas    partes    seorsim  sequenti  modo 

tractemus.  .  Pro  formula  scilicet  priore 

3  Cl)  (cos.  Cb  -f-  /  sin.  Cb')  cos.  d)  +  i  sin.  Cl) 

3  p  —  n,  .A. •—  statuamus    — 7^— ^^ — -—-  —  x  , 

y  cos.  n  Cp  y  ^^^-  ^  ^ 

ut  sit  3;)zz:a;3Cj),    ac    sumtis  potestatibus    exponentis  n  habebimus 


x'* 
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(co8.  (P  +  i  sin.  CP)" 

cos.  n(b  . 


Constat  autem  esse 

(cos.  CP  4"  i  sin.  (p)^  n:  cos.  n  CP  +  i  sin.  n  Cp , 
sicque  erlt   x^  zn  i  ■+-  i'  tang.  n  (f),   unde   colligitur 

tang.  n(p  zn :- —  in  i  (l  —  x^)  : 

hinc  cura  posito  in  generc  tanjg.   w  zz:  Z,  sit  d  w  —  i"x^>  ^^***  P^^ 
nostro  casu 

.  —  n  £  x^"^ d  X 

n  3  Cp  m ^ : : —, 

quae  formwla  ob  iizn  —  1   transmutatur  in  hane 

.   —  i  x'*""*  3  X 

hincque  ipsa  formula 


c);?  — .r  3Cp— 


a:'' 


quae  cum  sit  rationalis,    ejus  integratio  nulli  difficultati  est  subjecta. 

^.   4.      Quodsi  jam  simili  mpdo   pro  altera  formula 

dCtCcos.Cb  —  isin.  Cb')  cos.  Cb  —  £  sin.  Cb 

^y=        \/      — 7k — '-    ,  statuatur  ^-.j^- ^:^  ^::^  y, 

y^  cos.  n  Cp  y  cos.  n  Cp 

ut   sit  3  7  zi:  y  d  (|) ,  per  similes   operationes,  quae  a  praecedentibus 
[n    hoc   solo  discrepabunt,  quod  littera   i  negative  sit  accipienda,  re- 

aultabit  ista  transformatio  dq^rz: -,    quae  cum   priori  prorsus 

24 


4  a6  SUPPLEMENTUM     IV . 

81 1  similis,  eadem  integratione  totum   negotium  conficietur,  et  pro  ipso 
integrali  quacsito   habebimus 


I  .  f  ox     ,  .  r  dy 

^  J  2  —  x»         J  2—y'' 


§.  5.  Constat  autem  integralia  talium  fomularum  ex  du- 
plicis  generis  partibus,  scilicet  logarithmicis  et  arcubus  circularibus 
constare,  ita  ut  illarum  forma  generalis  sit  fl{cL  -f-  ^x  -{-y  xx)^ 
harum  vero  g  Arc.  tang.  (S-^-ga:).  Quare  cum  hic  difFerentia 
inter  binas  formulas  integrales  similes  occurrat,  ex  singulis  partibus 
logarithmicis  orietur 'talis  forma  —  ^f^^^^zi^-^^  ubi  tam  x 
quam  y  imaginaria  involvit,  hanc  ob,  rem  ponamus  brevitatis  gratia 
x  —  r-{^is  et  yzizr  —  i^,  ubi  erit 

cos.  0  sin.  0 

et   ^ 


y  cos.  nCf)  |/cos. /2  0' 

his   igitur  valoribus  substitutis,  quaelibet  pars   logarithmica  erit 

^     a+  ^T-^^TT  —  y zz^  i(P5-f-27r5)  * 

\.   6.      Loco   hujus    expressionis  prolixioris  scribamus  brevi- 

tatis  gratia   — i/'f^7~/ita  ut  sit 

t:rz  a-\-  (3r  -^y  r  r  —  y  s  s  ct  uzz|3^-+-2'yrj, 
sicque  etiam   hi  valores  per  angulum  (^  innotescunt.      Quoniam   \gr 
tur  jam   saepius   est  demonstratum,  esse 

^    ista  portio  integralis  erit  —  +-  2  fAxc.   tang.  y,  quac  crgo  penitus 

est  realis,    dum  imaginaria  se    mutuo  sustulerunt,    ita    ut    quaelibet 
portio  logaritbmica  imaginaria  producat  arcum  circularem  realem. 
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§.  7.      Simili  modo  conjungamus  in  genere  binos  arcus  cir- 
culares  per  integrationem  prodeuntes ,    qui    ex  forma    assumta  erunt 

—  ig  Arc.  tang.    (5-f-  ea?)  ^  i  g  Arc.  tang.  (5  -f-  g  y), 
quae  forma  ita  in  unum  arcum  contrahetur,  qui  erit 

—  i  g  Arc.   tane.   ^  ^  , x^,^^}x—\ — ^  • 

quae  introductis  valoribus  assumtis  x  zzi  r  -^  is  et  yznr  —  i5, 
induet  hanc  formam 

—  i  g  Arc.  tang.  ^^^.j^gg^^^jg^^^^.^^  . 
Cum  igitur  in  genere  sit 

Arc.  tang.  t; )/  —  1  iz:  l^/ J-i^-J, 
ista  i>ars  circularis  transformabitur  in  sequentem  logarithmtxm^  realem 


2      1-4-  ^  d^+^d^c  r  -h6£(rr-f-ss)  —  2€s* 


hoc  ergo  modo  sumendis  omnium  integralium  partibus,  tandem  obti- 
nebitur  integrale  quaesitum  per  meros  logarithmos  et  arcus  circuU"^ 
res  realiter  expressum. 

Problema     2. 

,    3  0  sin.  Cb     . 
§.    8.      Proposita  fdrmula  differentiali  ^  ^,  ^w^  i'*- 

y  cos.  n  Cp 

tegrale  per  logarithmos  et  arcus  circulares  investigare. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Hic    loco    sin.     (^    scribatur    haec    forma  duabus  constans 
partibus 

^  (cos.  (^  4-  i  sin.Cp)  —  ^i  (^^®-  ^  ^  ^  ^^^*  ^)' 
ac  formula  proposita  resolvatur  in  has  partes 
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d(p  (cos.  Cj)  -f-  i  sin.  0)  _  3  0  (cos.  0  —  /  sin.0) 

dp=: TT/ /f: ct  d  q  — ^ rr , 

y  cos.  n  Cp  y  cos.  n  Cp 

ita  ut  ipsa  formula  proposita  jam  fiat      ^7".  ~,    ideoque  ipsum  inte- 
grale  quaesitum  ^yI^  * 

§.   9.     Quodsi  jara  rursus  ut  ante  statuamus 

cos.  Cb  -4-  £  sin.  Cb  cos.d) — isin.Cl) 

^ Z.  — '  rr  et  X  — ""^/ 

|/  cos.  /2  Cf)  >/  c<>s*  n  Cj) 

reperictur  ut  supra 

unde  ergo  fiet  ipsum  integrale  quaesitum 

«'     ""         V  2  —  x«         ^/2—1/'*' 

ubi   coefficientes  evaserunt  reales. 

§.  10.  Consideremus  nunc  ex  forma  integrali  utriusque 
partis  quamlibet  portionem  logarithmicam,  quae  sxifl  {ci-^^x-^yxx) , 
hincque  pro   integrali  quaesito  ex  utraque  parte  orietur 

—  ^//(a-t-jSa^-f-Y  a:a;)-— ^//(a-f-lSt/H-Y  jyy). 

Quodsi    jam     ut  supra    ponamus    brevitatis    gratia   a?  ~  r  -^-  i  ^  et 
y  —  r  —  i  s ,  tum  vero 

f=zra-4-(3r-4-vr/*-^ —  y  s  s  et  m— ^^+-2yr5, 

hi  ambo  logarithmi   evadunt 

-^  —  ifKt^iu^  —  lfHt^iu), 

qui  contrahuntur  in  — |// (f  ^  H^  mm,  quae  cxpressio   jam    est  rea- 
X\^^  neque  ulia  ulteriori  reductione  indiget. 
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§•    11«      Eodein  modo  binae  partes  circulares    ex    integra- 
tione  oriundae 

—  ^gfArc.  tang.   (5-t-6^)  —  ifi^Arc.   tang.   (S  +  ej/), 
quae  per  r  et  ^  ita  repraesentantur 

—  iflf  [ Arc.  tang.'^( 5  -+-€  r  -^i  es)  +  Arc.  tang.  (5  -f-  £  r —  i  e  ^)], 
qui  duo  arcus  ita  in  unum  contrahuntur 

—  l  g  Arc.  tang.  ,     ill^fVJ ' 

quae  expressio  jam  ultro  prodiit  realis. 

ProblemaS. 

DCbcos.  xcb 

§.    12.     Proposita  formula  differentiali  ^-r- It^x^  ^"^ 

integrale  per  logarithmos  et  arcus  circulares  investigare. 

m 

S  0  t  u  t  i  o. 

Cum  sit 
C08.  X  0  — |(co8.4)-4-i8in.(J))'^+|(C08.  Cp  —  t8in.(p)\ 
formula  propo8ita  in  ha8  clua8  partes  discerpatur 

3Cl)(co8.(J>-f.isin.(I))^  ^  (|)  (cos.  (P  —  tsin.(^)^ 

^^—  Y^'^^  *"'  |/co8.n(|)'^       ^' 

ita    ut  integrale  quaesitum  fiat  ^-j^- 

$,    13.     Jam  statuamus,  ut  ante  fecimus^ 

cos.  d)  -^-  i  sin.  Cl)  eos.  (!)  —  i  sin.  Cl) 

• 1- — I-  —^  X  et  ^  113  V 

>/cos.  n  Cj)  ycos.  /zCj) 

quo  facto  fiet  3/?~a?^3Cj)  et  D  7  —  j/^  5  (|)-      Calculo   autem  ut 

supra  exfedito  obtinebimus 
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o  Qj  —  — ^,  hincque  o  pziz : 

similique  raodo^  erit  a  g  :^ —^  sicque  tptum  integrale  quac- 

2  —  y 

sltura  erit 


§•  14«  Quoniara  haec  duo  integralia  sibi  sunt  sirailia,  ideo- 
que  sirailes  partes  tara  iogarithraicas  quara  circulares  coraplectuntun 
ex  parte  logarilhraica,  quae  sit /*/ (a+|3a; -+-ya?a?),  ponendo  ut 
supra  xzizr  -^  i  s  et  y  :^r  —  i  s  ,  tum  vcro 

t  zr  a  •♦- |3r-f- yrr  —  yss  et  uz:z^s-^2yrsy 

hinc  prirao  ista  pars   logarithmica  colligitur    —   i  /l  ^Z])p  q^ae  cura 

sit  iraaginaria  reducitur  ad  huuc   arcura    circularera    realera  Z3  2  /* 

Arc.  tang.  y:  siraili  raodo  si  forraa  arcus  circularis  ex  integratione 
oriunda  fuerit  —  gf  Arc.  tang.  (5-hea:)^  ex  partibus  circularibus  pri- 
rao   oritur  sequens  arcus  iraaginarius 

•         1  -  2  i  i  s 

—  i  0  Arc.   tane.    .   ,  jn.  ,  ^  ^^t— : — t ; r» 

qui  denique  ad  hunc  logarithraura  rcalem  reyocatur 

g  j   lH--^^-H2^cr-+-gt  (rr-Hsy)"+-ggy 
2       H-d^d^H-^dcrH-^Crr+sf)  — 3€r  • 

Probleraa     4. 

C.    15.     ProposUa  formula  differentiali  —- ^— ^,  ejus 

y  cos.  71  Cp'^ 

integrale  per  logarithmos  et  arcus  circulares  investigare. 


AD  TOM.  I.      CAP.  V.  19  i 

S  0  1  u  t  i  o. 
Cum  slt 

sin.  X  <|)  =r  ^  (cos.  <J)  -|-  i  sin.  0)^  —  -  (eos.  (^  —  i  sin.  (^)^, 

r 

constituamus  ut  hactenus  has  duas  partes 

B(I)(co«.C|)-4-isin.Cl))^  5  (J)  (cos.  Cj)— i  sin.  (P)^ 

^^—  ^cos-nCp^  ^*  ^^—  yco8.n(I)^  ' 

ita  ut  integrale  quagsitum  sit   -^.      Statuamus  nunc  iterum 

cos.  Cj)  rh  ^  «i^^-  0  cos>  0  —  t  8in>  0 

j/co8.  nCf)  /cos.  nCp 

ut  fiat  dpzizx^d  (^  et   d^zziy^dC)!),     hincque    calculo    ut   supra 
instituto,  fiet 

^  ix\-^dx        .  iy^^^^^dy 

^  2  —  a:«  ^  2  —  y"" 

sicque  integrale   quaesitum   erit 


2— y"*" 


/x^^^dx  r 

2-x^  ~  V  ' 


§.  16.  Quodsi  jam  ut  hactenus  est  factum ,  ponamus 
X  zizr  -^i  s  et  yznr  —  i  s^  et  pro  partibus  logarithmicis,  quarum 
forma  sit /*/ (a-f-j3x-f-ya7a?),    ponamus 

tzzL  a-^--  ^r^+^  y  r  r  —  y  s  s  et  wm^  cl-^  2  y  r  s^ 
binae  partes  logarithmicae  imaginariae  uti  in  problemate  secundo  in 
unum  logarithmum  realem  contrahentur,  qui  erit  — lfl(tt^uu)' 
At  si  pro  partibus  circularibus ,  quarum  forma  sit  g  Are.  tang. 
((5-4-ga:),  bini  tales  arcus  imaginarii  jungantur^  illi  coalescent  in 
unum  arcum  realem 

—  iS?Arc.  tang    —^^^^^- 


II  SS 


1 9  2  SUPPLEMENTUM     IV. 

Probleraa      gencralc. 

§.17.      Si  4^  denotet  functionem  quamcunque  rationalem 
ipsius   tang.  n  (h^    ac  proposita  fuerit  haec  formula  differentialis 

*  ^  Cp  (/'sin.  A  0 -4- G^  C08.  X  0) 


|/  (a  C08.  n  (p  -4-6  sin.  n  (p)^ 
eJHS  integrationem   ad  logarithmos  et  arcus  circulares  reducere. 

S  o  1  u  t  i  o. 

Ex  praecedentibus  jam  facile  intelligitur,  formuUm  numera 
toris  F  sin.  X  (J)  -+-  G  cos.  X  (|)  semper  ad  talem  formam  re 
vocari  posse 

F^  (cos.  (p  4-  i  siri.  Cp)^  -K  G^  (cos.  Cp  —  i  sin.  (p)^, 

atque   hinc   ipsa    forma   proposita   discerpatur  in   has  duas   partes 

-.  *  d  Cp  (cos.  (h  -4-  i  sin.  (b)^ 

|/(acos.  n  (p  -f-Z>sin./z(J))^ 

^  *  3  Cb  (cos.  (b  -4-  i  sin.  (b)^ 

o  q  —  ~. :r- ^'\  \ 

y  (a  co8.  n<p  H-  6  sin.  nCp)^ 

ita  ut   integrale   quaesitum  jam    futurum   sit  F^  p  J^  Q^  q. 

§.    18.      Jara'  pro   formula  priori  3  p  statuatur 

cos.  ({)  -f-  /  sin.  (J) 

r;^ ;k ^"7 TJT-  —  ^ ,    et  pro  posteriori 

)/(acos.A2(p-i- 6sm.n(p)     '  r       r 

cos.  (J)  —  i  sin.  (J) 
y  (a  C08.  n  Cp -h  6  sin.nCp)        ^' 
ita  ut  hinc  futurum  sit 

dpziz^x^dcP^  et  dq  z:z4>y^  d<Pi 
inde  autem  fict 
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~"  a  cos*  »  Cf>  +  I  sin»  n  $  ' 

unde   coUigitur 

.         1  —  ax^ 

tang.  nCpnz— — :; 

b  x^  —  i 

quare  cum  0  denotet  functionem  rationalem  ipsius  tang.  n  C{),  eva- 

det  quoque   functio   rationaiis  ipsius   x^   atque   adeo  ipsius  x^^    quae 

designetur  per  X.     Praeterea  vero  etiam  differentiale  d  0  rationa- 

liter  determinabitur ;  cum  fiat 

^        (aa-f-6  6)x''» —  2(a  —  ib)x''" 
hoc   ergo  modo   habebimus 

(ia  —  6)Xa'>^-*3a: 


~  <iaa-{-bb)x'^—  2  (a  -hi6)' 
quae  cum  sit  penitus  rationalis,  certum  est,  ejus  integrale,  quantum- 
cunque  etiara  laborem  postulaverit,  semper  per  logarithmos  et  arcus 
circulares  expediri  posse. 

§.  19.  Simili  modo  res  se  habet  in  altera  formula  d  q^ 
quae  ab  ista  tantum  ratione  signi  litterae  i  differet,  et  quoniam  hic 
omnia  rationaliter  per  y  prodibunt  expressa,  quo  pacto   *  abeat  in 

Y,   atque   obtlnebitur 

_  <ib-\-ia)Yy^-^dy 

^"~        (aa-f-  6  6)«/"  —  2  a  -f^  2  i6' 
cujus   integratio   omnino   similis  erit  praecedenti,  et  quasi  eodem   la- 

bore   absolvetur. 

§.    20.      Manifestum  autem  est,    in   hujusmodi   calculo    ima- 

ginaria  cum  realibus  multo  arctius  commisceri,  quam   in   praeceden. 

tibus   problematibus  usu  venit,     quandoquidem   jam   statim    ab    initio 

coefTficientes  derivati  F'' et  G''   jam   imaglnaria  involvunt;    deinde  vero 
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etiam  utrinque  tang.  n  (p  imaginariis  inquinatur,  unde  etiam  in  va* 
lores  X  et  Y  imaginaria  ingredientur;  quamobrem  reductio  ad  rea- 
litatem  plerumque  maximum  laborem  exigere  poterit,  proque  autem 
negotio  praecepta  necessaria  jam  satis  sunt  cognita. 


2)     Theorema  maxime    raemorabile   circa   formulam    in- 

/3(1)  cos.X  cb 
^^-—r r-7  •   A/.  'S'.  Academiae 
(1  4-  aa —  2  acos.  Cp)'*"t"* 

exhlb.   die    13.  Augusti    1778. 

§.  21.  Haec  formula  aliam  restrictionem  non  postulat  nisL 
quod  littera  X  numeros  tantum  integros  designat  sive .  positivos  sive 
negativos.  Evidcns  autem  est  valores  negativos  non  discrepare  a 
positivis,  cum  semper  sit  cos.  —  C|)  zr:  cos.  -f-  (^.  Hoc  notato  sL 
istius  formulae  integrale  a  termino  <|)  zz:  0  usque  ad  terminum 
(J)  ~  18u^  sive  Cj)~7r  porrigatur,  ejus  valor  semper  sequenti  foi- 

mula  cxprimetur  — ^    .  .  .  V,  existente 

n  —  X\  fn+\\      ^    /71  —  X\  /n  +  X 


+ (-7-)  (H  v)  »*  +  (^)  ( J^-s) "' 
(-^^(^^-«^'•'^(■^Xxlf)  -"'"«• 

Ubi  formulae  uncinulis  inclusae  non  fractiones,  sed  eos  charactercs 
designant,  quibus  uuciae  potestatum  Binomii  designari  solent,  ita  ut 
^it  N^ 

(^)  —  ±.  tZ^  .  tizl      ......      «-P+  1 

^^^ 12  S  P~' 
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quae  expressio  quoniam  nostro  casu  |3  ubique  est  numerus  integer, 
determinatum  valorem  facile  quovis  casu  exhibendam  declarat,  ubi 
notasse  sufficiet,  quoties  fuerit  j3  —  0  Semper  fore  (— )  —  1;  sin 
autem  fuerit  |3  numerus  negativus,  valor^m  hujus  characteris  in  ni« 
hilum  abirej  tum  vero  etiam  observari  conrenit,  si  fuerit  |3  ~  a 
fore  (— )—  1,  et  $i  j3  ^  a  pariter  valores  evanescere.  Cum  sefai- 
per  sit   (|)z:z(^p). 

§.   22.      His  explicatis  evolvamus    praecipuos    casus  quibus 
exponenti  n   valores  simpliciores    0,    1,    2,   3,   4   etc.   tribuuntur. 

C   a  s  u  s      T. 
qu  o    fz  ~  0,    et   formula    integralis  haec   proponitur 

i+aa  —  2  acos.cp  [^adx~*itj 

Quia   hic  n  zzz  0,  pro  prioribus  factoribus  quantitatis  V  ha- 
bebimus 

xO  — Xn X^     X+i      X  +  2      /Oj-Xx  X      X  +  1     X+2     X+3 

V.  3  J — ~  1  '   2   •  ~3""^  V  4  ;  —  T'  ~f^r^  •   4  »  ^^^- 

Pro  posterioribus  vero  factoribus  babebimus 

C-t-)  =  • ;  C4')  =  o  ■■  (Jt^)  =  °  "- 

hic  scilicet  omnes  isti  factores  praeter  primum  evanescunt;  unde 
colligitur  valor  quantitatis  Y~  <,    ideoque    integrale    quaesitum  hu- 


jus   casus  erit 


7r  a^ 


1  —  a  a 

3$  if 


Hinc   ergo   si   fuerit  n  —  0,   erit   /r-r o^^^.-^  —  4 — T^ 

quod   egregie   consentit  cum  integratione  satis  cognita 
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quod  integrale  jam  sponte  evanescit  sumto  <|)  zi:  0.  Statuatur  igi- 
tur,  ut  hic  perpetuo  assumimus,  ^~180^iz:7r,  atque  ob  cos. 
(J)  zz:  —  1 ,  erit  istud  integrale 

Jara  nostro  casu  est  arz:l-4-aaet|3—  —  2a,  unde  fit 
}/(a  a  —  |3  pj  —  i  —  a  a. 

C  a  s  u  8      I  T . 
quo   n~  1,  et  forraula    integralis   haec   proponitur 

(7+aa— 2acos.(p)'  \.ad  (t)  =  7r  J  ' 

Quia  hic   est  nziL  1,  erit    pro   prioribus    factoribifs  quanti- 
tatis  V 

v  a    /  —  1.     2 
Pro  posterioribus  vero  factoribus  habcbimus 

sequentes  yero   formulae  evanescunt,    sicque   erit 

V=:X+  1  —   (X  —    1  )  aa; 
quocirca  valor  integralis  propositi  erit 

hinc  ergo  sequentes  casus  .specialcs  apposuisse  juvabit,  ubi  brevita- 
tis  gratia  loco  formulae  1  -^  a  a  —  2  a  cos.  (p  characterem  A  scri- 
bamus 

/•3cp 7r(l +aa^ 

-^  4 »'  —  (f^Tir*  * 

/^3  4)  coy.  cp        .      2  ir  a 

•         4"a"~ (l~aa)*' 
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^9  ^coi.  2$  TTo^  (3  —  aa) 

J         d^  (  1  —  a  a)3~  ' 

^d^co5,S(p  7ra^(4— 2aa) 

•/         J  a  ( 1  —  a  aj^  ' 

^9  (p  cos-  4  $ 7ra^(5 — 3a  a) 

•/        J*  (1^7^~' 

>>9  4)go^-  5  0  _  7ra*t6 — 4aa) 

y      J  a       —  ~(rz"i";i^)~3— » 

^9j^^os^^ TTa*  (7 — 5aa) 

y         ja  (i_a"7pr» 

etc.  etp. 


Casus       III. 

quo    n  ~   2,    et     formula    integralis    haec     proponitur 

r         d(P  cos.  X  <p r    c  Cf>rz  0"] 

•^ (1  +  a  a  —  2  ocos.  (J))  '  L  ai  Cp  iz  tt  J  * 

Hic   factores  priores,   qui   in   valore  quantitatis  V  occurrunt, 


erunt 


/3-rX\  X  —  2.X — l.X   '    . 

factores  autera  posteriores  erunt 

{   ir)  —     i  2    '    Vx  H-  J  —  '^  -+-  2 ,  ^.XHTi^  —  * ' 

et  sequentes  omnes  evanescunt;  hinc  ergo  coUigimus 

V--(X-f-2)(X  +  i)_^^^_^^^^^(X--2)(X.-lj^.^ 

hocque  valore  invento  erit  integrale  quaesitum w  .  V,  unde 

(1  —  aay 

sequentes  casus  speciales ,  statuendo  ut  ante    1  -|-  a  a  •— *  2  a  cos.  Cp 
m  A ,   evolvamus 

•4?-        -^,j,(H-4a«4-a'). 

r^'i^  =(tI^  (!+««). 

-^-    j.  — (i— aa)*' 
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/^„^-£d^  -  ^-j^:^^,   (5  -  4  aa  -h  a*), 
./  '  ? -l^  ,-_::  ^^,^-;;.-,    (7  -  7  a  a  4-  2  a^), 

/  -™j.-  ^  =  (i_-Ta;s   (14  —  16aaH-5a), 
etc.  etc. 

C   a  s  u  s      I  V. 
quo    /1—3,    et    fprraula    integralis    haec    proponitur 

•/  (iH-a  a  —  2aVoj.$)^  Laci^ziTr  J  ' 

11  ic   pro  prionbus  factoribus  quantitatis   V    habebimus 

(i^)~  1;  (lz:^)3:-.(x_  3);  (Ir-A)  r=  i^r-^  .  «^-'^ ; 

3  — X      3  — X      g— X      1— X,      ^3  — X     3— X      2— X     1  — X      —X, 

factorcs  autcm   postcriores  erunt 

34-X.  3-f-X      flJhX      14^.     ,3-+-Xv    ' 3-f-X      Q-^X 

{^     ^     ) -       '2*3»     ^XH-l^    —        1       *      2^' 


ot   srciuenirs  onines  cvancscunt,  hinc  ergo  coHigimus 

V (X^-0(X-f.8)  (X4-3)  (X+2}(XX-9)  ^  ^     ,    (X~2).XX-Q)    \ 

^ i.  5:  3  1.  2         «  ^  -| j:^ J-  rt 

(X-t)(X-2)(X--3)  ^ 
l.  2.  3        "  • 

Ouo   valoie  invento  coiligimus  integrale  quaesitum   zi: ::.  V, 

hinv(iuc    seciucntcs    casus    speciales,    ponendo    ut  hactenus    1   -^  aa 
—  2  a  cos.  (J)  ~  A,  evolvamus 


4*  (l-ooV 

/       j*       —  (t:i,5rf  (  t  *|-  3  a  a  -»--  a  ), 

./   — ST-   —  ic-ia-  C  t  -h  a  a), 


Y 
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-^^  —  =  (73^^-).     (35  —21  aa  -^  7  a^  — a^), 
etc.  elc. 

§•  23.  Hic  longius  progredi  superfluum  foret,  cum  forma 
generalis  pro  V  inventa  totum  negotium  facillime  conficiat;  verum 
haud  inutile  erit,  litterae  n  etiam  valores  negativos  tribuere,  quibus 
casibus  tota  integratio  per  methodos  consuetas  haud  difficulter  ex- 
peditur,  unde  jucundura  erit  pulcherrimum  consensum  nostrac  formae 
generalis  perspicere. 

C   a   s   u  s      I. 

quo    /2  —  —  1,   et  formula   integralis   haec   proponitur 

Haec  formula  absolute  est  integrabilis,  cum  sit 
./^Cpcos.XCPzzi-J-sin.  \  0, 
quae  formula  cum  jaVn  evancscat  posito  (^m:  0;  sumendo  0  zn  tt, 
ob  X  numerum  integrum  iste  valor  semper  erirzzi  0,  solo  casu  ex- 
cepto  X  —  0.  Spectato  enim  X  tanquam  infinite  parvo,  erit  sin. 
X  TT  zz:  X  7r,  ideoque  hoc  casu  valor  erit  zn  tt.  Nunc  autem  forma 
generalis  pro  quantitate  V  data  erit 


etc.  etc. 

Cujus  expressionis  factores  posteriores  omnes  evane^cunt,  quoties 
fuerit  vel  X  zzi  1  vel  X  ^  1,  propterea  quod  numeri  inferiores  xna- 
jores,    quam  superiores,  utrique  vero  positivi;    quae   conclusio   autera 


^ 


20  0  SUPPLEMENTUM  IV. 

non  valet,  quando  superior  numevus  evadit  negativus,  uti  evenit  casu 
X  —  0,  quem  ergo  solum  perpendisse  necesse  est;  hoc  autem  casu 
factores  priores  evadent 

{^)=ii;  (=^')zz:-  1;  (=^)z= +-  1; 

i^)  =—  l;  (-^*)— +  1;  etc. 

at  vero  valores  posteriores  eosdem  determinationes  recipiunt;  sicque 
habebimus 

V  — ■  l-i-aaH-a*-+-a^-4-a^-f-  a*^  h-  etc. 

quae  series  cum  sit  geometricar,  erit  V  zz:  ^—  quare  cura ,  ob 
^i  —  —  1  et  X  ~  0,  valor  quaesitus  per  nostram  formam  genera- 
lem   sit  TT   (l— aa)  V,  iste  valor  nunc  ob   V   —  — — ,   abit  in   tt, 

uti   supra. 

C  a  s  u  s      II. 
quo   /iiz: — 2,   et   formula   integralis   haec   proponitur 

/  d  (pcos.X  Cf)  (1  -H  aa  -  2  a  cos.  Cj))  [^^  Jf;] . 

Per    iormam     nostram     generalem     integrale   quaesitum    erit 
T^   a^   (l  —  aay   V,  existcnte 

v-(    ,— )  c— — )-^(— r-)  (-x+r)«^-^c— ")  Cx4i2-)^* 

/  — 2  — Xv,— 2-4-Xv  ^6  _^  .— 2  — X.     --2  4-.Xv     8  .   ,— 2  —  X.  ,— 2 -hXv     «o 


X-1.3  ^^'      '    ^       4    ^v    x-h4    ^^   ^^       5      ^^  X  -4-5 

etc.  etc. 

Ubi    iterum    evidens    est,  si    fuerit    vel    X  —  2   vel  X   ^    2,   omnes 

liulorcs  posteriores  evanescere,  ideoque  fieri  VzziO,  ita  ut  etiam 
valor  intcgralis  quaesitus  semper  evanescat,  id  quod  ex  ipsa  natura 
lormulae   spontc  sequitur,  quippe  cujus  integrale,  ob 

cos.Cpcos.XCprrjcos.  (X  —  1)CI)-^|co8.(Xh-  1)  <p, 
iii   gcncre  crit 

'-■^"'  {lin.X  0  -  ^-^^sin.a~l)(p-j;-^-jSin.  (X-  1)  (p, 
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quod  qula   X  ^  1    casu   C|)  ~  tt  manifesto   evanescit;    unde   duos   ca- 
sus  perpendere  superest,   alterum  quo  X  =:  0,  et  alterum  gnn  >  —  i 

I^.      Sh  X  —  o,  et  integrale  tt  ( 1  —  a  ay  Y  ^    ubi  pro  V 
factores  posteriores   evadunt  ^ 

(^)=-l-  B;  (^)=:—  6;  etc. 
simili  modo  priores  factores  erunt 

(-/)  =i;  (=^)  =  —  2  ;  (^)  =  3  ;  etc. 

unde  coUigitur  fore  " 

V— l+^aa+ga^H-iea^H-^Ba^H-se^***-!-  etc. 
Fro  qua  serie  summanda,  inde  subtrahatur  series  Y  a  a,  et  rema- 
nebit 

V(l— aa)— l-4-3a  a  -+-  5  a*  4-  7  a^  +  9  a^  -f-  ctc. 


Multiplicitur  denuo  utrinque  per    1  • —  a^,  ac  prodibit 

V  (1  —  a  a)*  =  1  -4-  2  a  a  +  2  a*  -h  2  a^  -H  2  a'  +  etc 


quae  denuo  ducta  in    1  —  a  a  praebet 

V  (1  —  a  a)^  zz:  1  -\^aa^  ideoque  V  z^z.  r^^^^y  • 

Consequenter  integrale  quaesitum  erit  nZTr^I  -\^aa\  id  quod  uti- 

que  oritur  ex  integratione  actuali,  cum  sit 

/3  Cj)  (1  -^aa  —  2  a  cos.  Cp)  =  (1  +  a  a)  Cj)  —  2  a  sin.  (p, 

quod  facto  Cj)  —  tt  abit  in  (  1  +  a  a)  tt. 

II^.      Sit  Xzi:  1,  et  integrale  quaesitum  7ra(l~  aa)^y\ 
ubi  pro  factoribus  posterioribus  est 

(-=r-)  =  -  1;  (-=^)  =  +i;  (-^-)=-  i; 

(^-)  =  -f-  1 ;  (^)  =  —  1 5  etc. 
Fol.  Fl.  26 
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Factores  vero   priores  evadunt 

(■=^)=:  l;   (-=^)=3— 3;   (-,^)  =  6;  (^A)  _  _  ,o; 

(^-)=15;    (^)=z:-2I;  (^^)rz:28; 
(^— )  =  —  3  6;  etc. 

hinc   igltur  habebimus 

V  — — l—Saa— 6a*— 10a<'— i5a^— 21«**'— 2  8a*2_35^i4_etc. 

Pro  cujus  summatione  multiplicetur  utrinque  per  1  —  a «,  et  pro- 
dibit 

V(l  -aa^zz-l-^aa-Sa^-^a^-Ba^-ea^^^-Ta^^-Sa^^^-etc. 
multiplicando   denuo  per    1  —  a  a,  pr"odit 

V(l  —  aaf  zn—  1— aa— a*  — a^— a^  — a*0— a"  — a^^— etc. 
et  multiplicando  rursus  per    1  —  a  a,  erit 

V(l  —  aa)3= —  i,  ita  ut  sit  V= — ,,     *   ,,, 

consequenter  integrale  quaesitum  —  —  tt  a.  Ipsa  autem  integratio 
ob  cos.  Cp^  izz  I  -f-  I  cos.  2  Cj)  praebet 

fd  Cp  cos.  C^(l  +aa —  2  a  cos.CfJ^zz:  (1  +  a  a)  sin,  Cj) 

—  a(p  —  la  sin.  2  Cj), 
unde   statuencjp   Cp~7r,  oritur  integrale   ~  —  a  tt. 

Casus      III. 
quo    n  —  — 3,    et    formula    integralis    haec    proponitur 

/aCpcos.  XCpdH-aa—  2  a  cos.  (pf  [^^I^^]- 
Hoc  ergo   casu  ex  forma  generali  erit  integrale 
TT  a^  (1  —  a  ay  Y^  existente 

V  =:  (^-)  (^— )  4-  (^:^T=^)  (^-)  a» 

-+-  (^-)  (-^^^  )  a*  4-  (-=^— )  (^^^)  «' 


2         ^^    X  +  2     ^  T^  ^         3        ^^     X  +  3 

etc.  etc. 
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ubi  factores  posteriores  nianifesto  omnes  evanescunt.  quando  fuerit 
vel  A  zz:  3  vel  ?-  ^  3 ,  quibus  ergo  casibus  totum  integrale  eva- 
nescit,  ut  cuilibet  calculum  instituenti  facile  patebit:  tres  autem  ca- 
6US  considerandi  restant,  quibus  X  <^  3. 

!•     Sit  X  z=z  0  ,    atque  tam  priores  quam  posteriores  facto^ 
res  convenient,   eruntque 

(^-)  =  l;    C-^)ni— 3;  (^)  =  6;   (-/-)=:-  10; 

(^-)=15;  i~-y  —  —2l;  (-=:-)!=  28;  etc. 
unde  colligitur 

V^l  -h9  aa4-36a*  +  100a^-H225a8-f-441a^°-f-ctc. 
quae  ^  series  cum  tandem  perducat  ad  differentias  constantes ,  simili 
modo  ut  hactenus  summari  poterit,  prima  enim  multiplicatio  per 
1  —  a  a  praebet 

V  (1 — aa)zi:l-f-8aa-|-27a*+64a^-h426a^  +  21  6  a*^. 

H-  343  a*2  ■4_etc. 
Secunda  multiplicatio  per    1  —  a  a  praebet 

Vd — aaf  ^i -{-7 aa-}- 19 a^ -i-37 a^~\-6l  a^ -{-9  i  a^^ 

-f-  1 2  7  a**  -f-  etc. 
Tertia  multiplicatio  dat 

V(l — aa)^  =  1-1- 6aa-»-  12a*  -t-18a^-|-24a^-f.30a*"-|- etc. 
Quarta  multiplicatio  dat 

V(i — aa^f^z^i  H-5aa^-6a*-h6a^4-6a8-|-6«*°-4-etc. 
ac  denique 

V(l— aa)5— H-4aa4-a*,  ita  ut  sit  V  —  ^ 't/ '"' :J7  °* ; 

consequenter  valor  integralis  quaesitus  hoc  easu  erit  tt  (i  -+-4^^^  a^)^ 
quod  egregie  cum   integrali  more  solito   invento   congruit. 

26* 
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11.     Sit  X  ~  1  ,    quo   casu   priores  factores  ipsius  V  erunt 
(^)=rl;  (-1^)=:— 4;  (^)  =  10;   (-=i^)=:— 20; 

(^)=:35;  (::^)=— 56;  (^^)  — 84;  (^)  =:  -  120  etc. 
posteriores   vcro   ita   se   habent 

(=-')=:-2;  (:^)=:-4-3;    (^^)  r=  -  4;  (^)  =: -+- 5  ; 

(=i^)  =  ~6;  (=^)  =  -h7;  (=^)=:--  8:  (=il)  —  h.  9 ;  etc. 

ideoque 

V:iz:  — 2—  12  a'  — 40  a*  —  100  a^  — 210  a*—  3p2  a^" 

—  672  a*^  —  1080  a**— .etc. 

quae  series    cum  tandein   perducat    ad  diflferentias    constantes,  slmin 
modoutante   suramari  poterit;  prima  enim  multiplicatio  per  1  —  aa  dat 
V(l  -^aa)  — :—  2—  10  a"  — 28  a*  — 60  a^— .110  a^ 
—  182  a*°  — 280  a*2-— etc. 
Secunda   multiplicatio   per    1  —  a  a  praebet 

V(l— aa)''^:  —  2  —  8a*--.18a*  —  32a^— 50a' 

—  72  a*^  —  9 8  a**  —  etc. 
Tertia  multiplicatio   dat 

V  (1  —  a  a)^  —  —  2  —  6  a^—  1  0  a* -^  1  4  a^ —  18  a^ 

_  22  a^^  —  26  a*^  —  etc, 
Quarta   multiplicatio   dat 

V  (1  —  aa)^  =  —  2  —  4a^  —  4  a*  —  4  a^  —  4  a« 

_  4  a^^  ~  4  a*'  ~  etc. 
ac  denique  quinta  multiplicatio  per    1  —  a  a  praebet 

V  (1  . —  aa)^  1= —  2  —  2  a  a2=z  —  2  (1  -f-  aa);  ^ 
unde  colligitur  V  —  —  (^_a)* >    ideoque    valor    integralis  quaesitus 
crit  —  —  27ra(l^aa),    qui  egregie  cum  integrali  more  solito 
invento   congruit. 
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III.      Sit    X  zr:  2 ,     atque    factores    priores    ipsius   V  erunt 
(^)=l;(^)z=-6;(^^)=15;    (:^^)  =  ^35; 
(=i-*)  =  70;(^^)-—  12b;  (^J^^IO; 

(^)  =  —  33  0    etc. 
posteriores   vero  factores  ila   se  habebunt 

(^)=i:  1;  (^)=:—  1;   (^*)=1;  (=^)=:— f; 

(^)— 1;  (^)=—  1;  (^b=  1;   (=^*)=:— letc. 
unde   colligitur 

V— l  +  5a^-!-!5a*+36a^-4-70a^+126a*^4^210a*' 
-1-33  0  a^*  -hetc. 

quae  series   eodem  modo  ut  ante   sumraata   praebet  V  zzz  -1 

unde   colligitur  valor  integralis   quaesitus  zn  tt  a  a ,   qui   cum  integrali 
more   solito   invento  utique  egregie   congruit. 

§.    24.      Quodsi  haec  integralia  quibu^  n   est    numerus    ne- 
gativus  cum  iis   comparemus,      quibus   n  est  numerus  positivus,     in- 

signis  analogia  deprehenditur  inter  valores   harum  formularum 

d  0  cos.  X  <p 


/A^^d  Cl)cos.  X  0  et    /- 


^n  +  l  ' 

9 

quae  affinitas ,   si  per  plures  casus  exploretur,  sequens  nobis  suppe- 
ditat  theorema  maxime  notabile. 

Theorema. 

§.  2  6.  Posito  brevitatis  gratia  J^zzii  ^a  a — 2  acos.(|)^ 
atque  integralia  a  termino  0  zz:  0  usque  ad  terminum  Cpzz:  iSO^ 
extendantur,  semper  locum  habebit  sequens  proportio 


/A''d<pcos.X<p:f^^^^^^ 


— «—1 


—  3 


20  6  SUPPLEMENTUiM    I\\ 

vel   si  statuamus 

J i-+-aa — 2acoyv  (p p, 

iZ^aa  1-— aa  '      ' 

simplicius  erit 

^    '  rd(b  COS.XCb  ri        ,  —  n  —  i 

« 

§.   26.       Ita    exempla  gratia    si    ponaraus    n~2,    erit    ex 

priore   proportione 

/ A^  a  4)  cos.  XCp : /i^-^=:  (|)  ( 1  -  a  a)^  (=^)  ( 1  -  a  a) 

unde  si  X  =  0,  ob  (g)  =:  1   et  (^  =  1 ,  erit 

/A^  a  Cp  :4-1  =  (1  -  aa)2  :  ^„y,=  1  :  (r=^„p, 
ideoque  erit 

Cum  igitur  sit 

/A* aCl)r=7r(l-t-4aoH-a*),  erit 

/"d^  =(i^Tp  (1  -t-  4  a  a  -H  a*) . 

§.   27.       Manente    n  rz  2,  sit   X  rz:  1 ,    ob  (f)  =i  i    et 

(  ^)  =Z  —  3  ,   erif 

/A^aCp  cos.Cp:/i^§i^— 2(l-aa)2:-3(l -aa)-3  _-  1 .  _^^ 

unde   fit 

^a^ooM.  ^_=|__y ^^  9  cj)  cos.  Cp ; 

cum   igitur  sit 

/  A^  3  0  cbs.  Cpzz:  —  27ra(l  4-aa),  erit 

yr8  (p  cpy.  cp  , +  3  7ra(l  -f-  gg) 

^        J^         (l_aa)* 

§.    28.       Simili  modo  sumatur  X  zz:  2,    et   ob   (|)zz:  1    et 
(^)=  6,   erit 
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unde   fit 

Erat   autem 
consequenter 

.B  Cp  cos.  2  (p  J S^JT  a  a 

§.    2  9.      Cum  character  (-^)  fiat—  1    casu  XiZLu^  casibus 

vero   quibus  X  >  w  semper   sit  (y)  —  ^^  siquidem  ^  fuerit  numerus 

jnteger,  uti  hic  perpetuo  assumimus,  evidens  est  istis  casibus,  quibus 
X>^«,  semper  valorem  formulae  y^^3  Cj)  cos.  X  Cf)  in  nihilum 
abire. 

§.  3  0.  Theorema,  quod  hic  proposuimus,  non  solum  ob 
simplicitatem  rationis  omni  attentione  est  dignum,  sed  etiam  quod 
id  tantum  per  plures  casus  sola  inductione  conclusimus,  neque  ad- 
huc  ulla  via  patere  videtur,  qua  ejus  veritas  directe  demonstrari 
queat;  hujusmodi  autem  theoremata  summam  Geometrarum  attentio- 
nem  merentur.  Evolvamus  autera  adhuc  alios  quosdam  casus  me* 
morabiles  nostri  theorematis  initio  propositi. 

Eyolutio      casus 
quo     >-n:7z,      et     formula     integralis     proposita 


/ 


9  Cp  cos.  n  (J) 


TT  a"^ 


Ex  forma  generali  hoc  casu   integrale  erit r-—   V, 

(1— aa)^^"r-i 


existente 
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(g)  d")  -4-(?)  (j^)  ««-+-  (§)  („4^)  «*  +  etc. 


n 


2'   ^n-f-2 

ubi  manifesto    oranes  termini  praeter  primum  evanescunt,    ita  ut  sit 

2n. 


V— (  — ),   ideoque  nostrum   integrale 


/ 


3  C|)  cos.  n  0  • 


TT  a^ 


271 


ubi  notetur,  valores  characteris  (— )    pro    variis    valoribus    numeri 
n  sequenti  modo  se  habere 


n 


(~) 

^  n^ 


etc. 


0,  1,   2,    3,      4,      5,         6,  7 

1,  2;  6,   20,    70,    252,    924,    3432 
quae  series  facillime  per  hos   factores  continuatur 

2       6       lO       I4       l8       22       26     pfp 

i'2*3*4*S*5*7     ^*"^* 

Postremum  vero  theorema  inventum  ad  hunc  casum  applicatum  prae- 
bebit  hanc   proportionem 
/^'^dCpcos.nCf):  /•^Cpcos.nCl)  _ 


/ 


—  1  —  71. 


^«  +  i 


(1— aa)'»;  d^-^)  ii-^aa) 


— n— 1 


unde  fit 


'T^  a^  2n ^2n.  *•      ^  — n— 1 


/^"ac|)c08.nC|)=-_— .(^^zrC^jTra^-.C 


n 


/1 


ubi  notetur    valores  characteris  ( — ^ — )   pro    variis    valoribus  ipsius 


n 


n  esse 


n 


(=^-) 


0,    1, 2,    3,  4, 


6, 


i,  — 2,   6,-20,   70,-262,    924 


etc. 


2n 


unde  patet  esse  ( )rz:^( — ),    dum    signum    superius   valet, 

quando  n  est  nuraerus  par,  contra  vero  signum  inferius,   quando  n 
est  numerus  impar;  hinc  ergo  erit 

/J''  3  Cj)  cos.  n  CP  1=  Hr:  TT  a*. 
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His    notatls  evolvainus  casus  simpliciores  pro    utraque  for* 
mula  integrali 


n 
n 
n 
u 
n 
n 
n 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


J  j 


ir 


d  $  cos,  Cp 


fd  ^  CQS.  3  $ 
/"3  cp  cQg.  4<p 
/"9  ^  cpy.  5  0 
/•3  $co£2_6<P 

etc. 


1  — art 

27ra 

(1— aa)^ 

2^a^ 

(1— aa)* 
^OTTa^ 


(1 — aa)^ 

(1  —  aaj* 
2S2  7ra^ 

(T^-aa)" 

924  ir  g» 

(1  —  aa)«» 


/90 

/^^Cj^cos.Cp 
/^^dCpcos.  2Cl) 

/i/^acpcos.  scp 
/^*  a  Cp  cos-  4  cp 
/^^3  Cpcos.  5C|) 

fj^d(^cos.  ecp 

etc. 


-f-7r 


7ra 


7ra 


Tra* 


7ra 


7ra' 


7ra' 


Hic  imprimis  notatu  dignum  occurrit,  quod  his  casibus 
Xznn  integralia  tam  succincte  exprimuntur;  nunc  autem  alios  per<* 
pendamus  casus\  quibus  litterae  \  successive  valores  0,1,2,3 
etc.  tribuantur. 


Evolutio      casus 
quo  X   zz:  0,    et    formula    integralis    proposita 


J  A"  +  »  '- 


8tra   formula  erit   7 ",„,,.   V,  existente 


§.   31.     Cum  hic  sit  X  =:  0 ,    integrale    quaesitum  ex  no- 

V  =  (§)»  4-(jy  a  «  +  (f  y  a*  -t-  (f )»  a'  4-  (O^  a»  -f-ctc. 

simul  vero  hinc  etiam  assignari  poterit  valor  hujus  formulae  /  J^  d^^ 
cum  sit 
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/^"dCp  : /~^  =  (l  —  aa)'»:^!  — rta)-'»-*^^^!  — ao)««-Hi :  i , 
cx  qua  proportione  colligitur  i 

Percurramus  igitur  sitnpliciores  casus  pro  exponente  n,  quos  sequenti 
tabula  subjungamus 


n 


n 


/AaCpzzTT  (1+rta) 


^/A^  a  Cj)  =:  TT  (1 -i-2''aa4- a^) 

„^3y|?-(-r:^„y(l-f-3'aa-4-3^a^  +  a'^) 
/  /  A^  a  (j)  :z=  TT  ( IH- 32  aa -h  3' a* -f- a*) 


„_.4y-^?=(n=7„y.(l-f-42aa-H62a*-H42a«-a») 
/A^acf)rz7r(l-i-4=aa-H6*a*-+-4*a^H-a8) 
etc.  etc. 


Erolutio       casuum 
quibus   X=i:l,    et    formula    integralis    proposita 

d  <P  cos.  Cj) 


/ 


§.    3  2.     Hoc  igitur  casu  integrale  quaesitum  erk 
TT  a 
(t— •aa)^'»-»^' 
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exlstente 


f-  (-?-')  (-t-)  "*  +  (-7-)  (H~) "' 
(~7-)  (^t-)  <«'  -1-  C-7-)  <-t-)  o'  +  "«• 

Tuin  vero  cum  ob  X  zz:  1    fit 

^  .  .     /•  3  0  cos.  Cb 

/^^^Cpcos.Cj):  /  — ^^^— z:n(l-aa)*:---(nH-l)(l — aa)-"^^ 

unde  fit 

/^"  3  Cj)  cos.  Cj)  zn  —  ^qri-^^^V. 

Pro  casibus   ergo  simpUcIoribus   ipsius  n  sequentem  tabulam  subjun* 
gamus 

/^Cj)  COS.  C|)=  0 
>.d(Pco5*({)  g^irc 

nzz:  1  ^^~i~  — (i-aa)» 

/Ad<P  cos.  Cp  nz  —  TT  a 


n 


n 


/-^-^=71^)7  (1.34-1. 3  aa) 


2  <*^        A*  (I — aay 

/A"  3  Cf)  cos.  0  =  —  |7ra(1.3H-1.3aa) 

„^  3,/-^^  =(-lff,p  (l .  4+2  6  aa-(.  1 .  4a*) 

/A^  a0cos.  (|)~  — |7r  a  (1.4 +  2.6  aa+ 1.4  a^) 

„^4</^^^=0:^y.(i. 5-4-3. iOaa+3. 10  a*+1.6.a«) 
/A^dCpcos.Cpni— |7ra(l.54-3.10aa-f-3.i0a*-f-1.5.a^) 

5y^^-  =  pi^(l-6-f-4.i6aa-4-6,20a*-t-4.15a6-t-1.6a'') 
/A^  a  Cj)  cos.  $  =  —  |7r  ( 1 . 6  4-etc.) 
_       /!^»i:i— 7j:^.(l.7-+-5.2iaa-+-10.35a*+10.35a«-+:etc.) 
/A^  d  0  C08.  ())  =  —  J7ra(l.7-H  etc.) 

27* 
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Evolutio     casuum 
quibus  Xrz  2,  et  formula  integralis  proposita 

3  0  oos.  2  0 


/- 


A^^+^ 


§.   33.     Hoc  ergo  casu  integrale  quaesitum  erit 


7r  a 


,v 


existente 

V  =  (t^)  (^'^ + (^)  (4-^)  <""  H-  (-^?-'  )  (^)  «^ 

+/-T^')(4^)  a'  +  (T^)(^t-)  «•  +  «"=• 
tum  vcro  erit  altera  forma 

/A«  a  Cp  cos.  2  CP  =  ^^^^^^:^  TT  a  a  V. 

Fercurramus  ergo  ut  hactenus  casus  simpliciores ,  et  quia  integratio 
formulae  fH "  5  Cj)  cos.  2  C|)  sponte  patet  ex  ultima  formula,  super- 
fluum  foret  haec  integralia  allegare 

•  •/  ^  1 — aa 

n  =1  ;/^^-^  =^— ^  (1. 3  — 1 . 1  .aa) 

-^  'J         A^  (l-.aa)*\*  •°/ 

—  o  .   /^Ctcoj.  2<1> '"'aa/.      .-..        _         V 

-3:/^^4-^  — (-Tl^i5p(*-10-Ht.lO  aa) 

-^:/      A'    ^=(i-aa)»(*-l54-2.20aa-f-l.  15a*) 

-6-/— :^:r-^=(t_.,).i  (1.21  H- 3.35 a°-f. 3.36 a*H-l  .21  a^) 

^     /*  3  0  cof  •  2$iratt/  ^ 

ctc.  ^  cic. 


n 
n 
n 
n 
n 
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Evolutio      casuum 
quibus  X— 3    et    formula  integralis    proposita 

d  Cp  cos.  3  4) 


/ 


/\n 


§.34.      Hoc  ergo  casu  integrale  erit 

1  •  ^' 


(1 — aa)^''^ 
existente 

n— 3 ^  ^w  +  S^     ,     ^n  —  3v    .n-f-3,.  ^n— 3^  •.^•^ 


=  (—0—)  C—- )  -+-  (— r~)  (    4 "")  **  *  "*"  c— r-)  (^  - )  " 

^n  — 3v  ^  n  •f- 3  ^^   ^^  . 

-»-  (— — )  (—g— )  «  -+•  etc- 
pro  altera  autem  forraula  habebimus 

/A»  3  <p  cos.  3  $  =  -  .^^M^iiSf,^  ^  a»  V. 
Fro  praecipuis  igitur  casibus  habebimus  sequentem  tabellam 

=  1  ••/— ^,-^  =(r:^«  (1 .  4  -  2 .  laa) 
-2:/-i*i^ «.^^^^-y.  (l.l  0  —  1.5  aa) 


Cp  coy.  3  CP ^g^ 


etc.  etc. 


n 
n 


Observatio    circa    valores    negativos    rpsius    X. 

$.  35.      Jam  initio  monuimus,  pro  littera  X  tantum  nume* 
ros  intcgros  positiyos  sumi  oportere,  qua  conditione  generalitas   no- 
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strae  quacstionls  non  restringitur  cum  seraper  sit  cos.  —  X  Cp  ~ 
cos.  X  0.  Interim  tamen  hic  ingens  paradoxon  se  ofFert,  quod 
solutiones  supra  inventae  evadant  falsae,  quando  ipsi  X  valores  ne- 
gatlvi  tribuuntur;  quod  quo  clarius  pateat  consideremus  casum 
n  ~  0  ;  pro   quo   supra  invenimus   * 

d  Cp  cos.  X  Cp  TT  a^ 


/ 


A  1 — aa' 

unde  videtur  sequi  debere,   casu  X  iz:  —  £  fore 

d  Cj)  cos.  i  (p  TT 


/ 


quod   autem  manifesto  est    falsum,    cum   verum    integrale    utique  sit 

TT  a'  ,  •  .  .    . 

,   pennde  ac  si  csset  X  zm-  £.       At   vero  ista  restrictio 

1  —  a  a 

tantum   est  apparens,  atque  solutio  nostra  generalls  nihilo  minus  ve* 

rilati   est   consentanea,   etiamsi   litterae   X   valores   negativi   tribuantur, 

dummodo   fuerint  integri ;    quandoquidem  perpetuo   assumimus,    casu 

Cj)  nz  TT  semper  esse  sin.  X  Cj)  ~  0 ;  hoc  igitur  maxime  operae  erit 

pretium   clarius  ostendisse. 

§.   3  6.       Sufficiet    autem,    casum   quo  n~  0   perpendisse, 
pro   quo   nostra   solutio  generalis   pracbet 

dCpcos.  XCp  TT  a^ 


/ 


V, 


1  —  aa 

existente 

Cujus  expressionis  tantum  prima  pars  remanet,  quando  X  cst  nu- 
merus  positivus  integer,  propterea  quod  lum  forraulae  (xh^^^  ^JT-fi^» 
( ^^^),  etc.  evanescunt;    longe    secus  autem  se  res  habet,    quando 
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pro  \  assumitur  numerus  negativus ,  veluti  si  ponamus  X  zn  —  i 
tum  erit 

V  =  (^)  (Ej-)  4-  (t)  &  «  «  +  (4)  (£7">  «* 

ubi  notetur,  omnium  horum  characterum,  quamdiu  denominator  est 
negativus,  valores  evanescere;  quoniam  vero  denominatores  continuo 
crescunt,  tandem  evadent  positivi,  atque  adeo  valores  determinatos 
exhibebunt.  Ad  hoc  ostendendum  ponamus  primo  X  ~  —  1  sive 
inz-J-1,  eritque  V  zzi  — aa  ubi  primum  membrum  sine  dubio 
est  zzz  0,  secundum  vero 

Cum  igitur  sit  Y  zziaa  casu    X  izz  —   1  ,    nostra    formula   praebet 

hoc  integrale 

*d  0  cos.  —  (J)        Tra*"*  tt  a 


/ 


aa , 

1  —  aa 


^  1— aa 

id  quod  prorsus  convenit. 

§.   3  7.       Sumamus    nunc    X  izz  —  2  sive    i;;zz2,    manente 
n  zzz  0 ,  eritque 

\=z(^)  (£-1-)  +  (4)  (-Ef ) «  «  +  (l)  (^)  «*, 

ubi  sequentes  termini  manifesto  evanescunt;  ob  factores  priores  au- 
tem  bini  termini  initiales  etiam  evanescunt  ob  denominatores  nega- 
tivos;  tertius  autcm  terminus  ob  (^^)zzi  1  praebet  V  zzia^,  con- 
sequenter  casu  X  zz:  —  2   habebimus 


/ 


BCbcos. —  2  (b         Tra""^  Traa 


a*  — 


A  1  —  a  a  1  —  aa 

v,d  $  cos,  2  d) 

prorsus   atque  mvenimus  pro  y-^-^v — ^* 


/ 
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§•  38«  Simili  moGlo  facile  intelligitur,  casuXzz —  3  pro* 
diturum  csse  V  ~  a^ ,  eodemque  modo  casu  X  zz:  —  4  rcperietur 
V~a*,  atque  adeo  in  genere  casu   X  zz:  —  i  obtincbitur   Viia^S 

sicque  hujiis  formulaey-^-—^^    integrale  erit 

TT  a""'         ^ .  7ra' 

.  a^'  zz 

1 — aa  1  —  aa' 

quod  ipsum  est  integrale  formulae  jr.^J^l^  ^    uti    natura    rei    po- 

stulat. 

\.   39.      Talis  autem  egregius  consensus  locum   habebit  pro 

oninibus  valoribus  ipsius   n.  Sit  enim  verbi  gratia  n~2,  ct  intc* 
gratio   nostra 

3  C|)  cos.  X  0  TT  a^ 


/- 


(1— aa) 

existcnte 


.  V 


^  =  (-0-)  ( -X-)  -^-  C— -)  (xip.7)  «  «  -+-  (-5-)  (x^-g) «'  -»-  «tc- 


quare  sumto  X  :zz  —  3,  ut  forma  nostra  sit 

3<J)cos.  —  3  <J)  7ra-^ 


/ 


v. 


A^  (1  —  aa)^ 

existente 

V  —  (I)  (^-i)-h(|)(^)  aa-f.(|)  (^)  a*  +  (|)  (^)  a« 

ubi   tria  priora   membra  evanescunt,  sequentia  autem  ob 

(^)=:  1,  i^)  =  -.  1,  (^)=  1,  erit 
V  =  1 0  a^  —  5  a»  -j-  a*''  —  a*^  (1 0  —  6  a  a  4-  «♦)  , 
consequenter  nostrum  integrale  fit 

-^^* =  (1  _ a a)^-  (10  — 5  aa  +  a*). 
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proraus  uti  supra  invenitnus  pro  ciasu  y^^9^iL^  .  talis  autem  con- 
sensus  perpetuo  deprehendi  debebit. 


3)     Disquisitio    conjecturalis    super     formula    integrali 

d  (^  cos.  i  (J) 


/ 


(a  +  j3cos.<p)'»' 
M.  S.   Academiae  exhib.  die  31.  Augusti   1778. 

\.  40.  Incipiamas  a  casu  simpllcissimo  quo  izziO  et 
nzizi^  et  formula  integranda  proponitur  haec  faA-&cos.(h'^  ad  quod 
praestandum    commodissime     in    subsidium    vocatur    baec  substitutio 

tang.  J  Cj)  zn  f,  ^nde  statim  fit  3  Cj)  zr:  -^jf»    porro    vero    cum   hinc 
sit 

«in-  i45  =  7(iW  ^}  <^°s-  i  ^^TTTkO' 
erit  cos.  C(iz:z-^  "^Tt '  '^^^l*^^  denominator  nostrae  formulae 

a  +  (3  cos.  $  =  :±e±^ii.'. 
sicque  nostra  formula  integranda  erit 

\.   4 1 .      Constat  autem  ex  elementis  esse 

Quare  cum  pro  nostro  casu  sity*izra  ^-  |3  et  ^  zzz  a  —  |3,  habebimus 
hanc  integrationem 

/iHTptor.^  =y(ara-gp)  ^rc.  tang.  f  /f^J, 
existente  <=:tang.  |C|>;  quod  ergo  integrale  evanescit  casu  tznO^ 
ideoque  casu  0  z:;:  0.     Quodsi  ergo  hocjntegrale  extendere  velimua 
rol.  IV.  28 
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a   lermino   (J)  ~  0    usque   ad  terminum   <J)  zz:  1 8  (P,    ubi  &i  tziz  oo, 

istud   integrale  erit     ..   ^ qqv •  -^,  denotante  7r  semiperipheriam  cir- 

culi,   cujus  radius   HH  1. 

§.   42.      Quoniam    igitur   integrale    nostrae   formulae    a  ter- 

mino  Cj)  ~  0   usque  ad  terminum  (|)  —  1 8  0^  tam  concinne  et  sim- 

pliciter  exprimitur,  etiam  generatim  in  hac  dissertatione  in  ea  tan- 

tum  integralia  formulae  generalis  propositae 

d  CP  cos.  i(P 


/ 


(a  H-|3cos.<J))'»' 
sum  inquisiturus ,  quae  comprehenduutur  inter  terniinos  (|)  =:  0  et 
0  ~  18  0°.  Quia  autem  in  casu  tractato  formula  inest  irrationa- 
lis  ]/(a  a  —  |3  P),  ad  hoc  incommodum  tollendum,  in  sequentibus 
perpetuo  assumemiis  a  ziz  i  ^-  a  a  et  j3  zzz  — ,2  a,  unde  fit 
}/  ia  a  —  |3|3)—  i  —  aa,  sicque  nostrae  disquisitionCs  versabun- 
tur   circa  integrationem  hujus  formulae  generalis 

3<J)cosi<J) 


A 


(1  -^aa  —  aacos.Cp)^^ 
pro   qua  brevitatis   gratia  ubique  statuamus 

1  +  a  a  —  2  a  cos.  C|)  ~  A » 

ut  nostra  formula  generalis  jam  sit 

d  CP  cos.  i  <J) 


/ 


ubi  ut  jam  notatum,  eum  tantum  integralis  valorem  explorare  nobis 
est  propositum,  qui  intra  terminos  <|)  ~  0  et  CPznlSO^  continea- 
tur,  quem  valorem  ex  casibus  particularibus  concludere  conabimur. 
Praeterea  vero  hic  in  genere  notetur,  litteram  i  nobis  pef^petuo  alios 
numeros  non  designarc  praeter  integros,  et  quidem  positivos,  quan- 
doquidem  semper  est 

cos.  -— '  i  (J)  —  cos.  H-  i  <!)• 
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L        De      integratione     formulae 

/*d^  eos,  i  $  r    a (f)  rr  0    "1 

J  A  Lo<i(I)ZZl80<>J  • 

§.  43.  Hic  ergo  casus  in  generali  continetur,  j^bnendo 
exponentem  nrz:l,  quem  casum  ut  simplicissimum  spectamus,  si- 
quidem  casus  n  zz:  o    nulla  prorsus  laborat  difHcultate,    cum  sit 

/  3  0  cos.  i  0  =y  sin.  £  0, 

quod  integrale  jam  evanescit  casu  i  zzz  0 ,  et  quoniam  i  numeros 
tantum  integros  significat ,  sumto  <J)  ziz  1  8  O^  hoc  integrale  iterum 
evanescit,  solo  casu  excepto  quo  i  zn  0,  quippe  quo  casu  integrale 
fiet  zn  (J),  ideoque  siirolo  0  zz:  18  0^  erit  pro  terminis  integrationis 
constitutis  /^(^'Ziifi.j'  ^ 

\.  44.  Iste  postremus  casus  fundamentum  continet,  unde 
integralia  formae  hic  propositae  haurire  conveniet;    cum   enim   sit 

-\  /K  (1  -f-g  g)  30         2  g 3 ^  cos. 0 

erit  integrando  pro  terminis  praescriptis  • 

TT  =r  (1  +  aa^fi^  ~  2  a/^^^; 

supra  autem  invenimus  esse  f-^  ziz  ^^ — ,  quo  valore  substituto 
adipiscimur  integrationem   casus  i  z=:  1,  cum  enim   sit 

1  —  a  a  •^  A'  ^         U  1  «^  a  a ' 

sicque  jam    duos   casus    sumus   adepti,   qui  sunt 

y    A  1  —  aa  •^  A         ""*"  1  —  a  a* 

§.45.  £x  his  autem  duobus  casibus  £  ziz  0  et  i  z=z  1  se- 
Quentes  omnes  haud  difBculter  derivare  licet  ope  hujus  lemmatis; 
eum  sit  ut  vidimus  /3  0  cos.  iCf^zz:  0,  erit 

0  zz:  (1  -+.  a  a)/-^^*-^  —  2  a/^^^^^'^ '^"' ^'^  . 

28* 
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Constat  atiteTn  esse 

2  cos.  Cj)  cos.  4  0  zz:  cos.  (i — l)  ([)  + cos*(i+ l)(|), 
unde  habebimus  hanc  aequationem 

unde  oritur  istud  lemma 

fd  (Pcos.  (i+  i)<P  _.  1  +flg  fd  0  C05*  i  0  y^9  0  cpy.  (f  —  l)  (p 

Sumto  nunc  izzz  i^  istud  lemma  nobis  suppeditat  hund  casum 
qui  ergo  per  binos  praecedentes  expeditur;  fiet  enim 

^3  0  cpy.  2  4)  'TT  a  a 

•/  J  l-aa* 

Sumatur  nunc  i  =  2,  et  lemma  nobis  dabit 

/9 Cp  cpy.  10  1  4- fl  g  /*3  cp  CQg. 2  (p  y^9(pcof*  0 

•/  J  1— aa* 

simiii  modo   sumto   izz  3,   lemn^a  dabit 

^3 (p  cpy. 4  (P 1+ga:  /(9 (p  cof * 3 0  /^§,$^££1: ^  ^ 

3  0  cor.  4  (p  __     ^  a4 
J  "~  1  — aa* 

Porro  casus  i  n:  4  praebet 

^9 (p coy>  5  (p i+ag    /^3$coM$  /5(pcof.3$ 

y     j      —   i — •^     j — ~y     j — »  sive 

>,90co?. 5  0 ^a* 

§.  46.  Hinc  igitur  patet,  singulos  istos  casus  ex  binis 
praecedentibus  determinari  ope  scalae  relationis  ^  ,  - —  1,  atque 
seriem  recurrentem  hinc  oriundam  abire  in  geometricam:  quodsi 
enim  bini  termini  postremi  jam  inventi  fuerint 

et  , 

1 — aa        1  — aa 


/ 
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/ 

sequens  reperitur  m ,  ex  quo  erga  sine  uUo  dubio  sequitur, 

1  —  aa 

pro  casu  particulari  hoc  loco  tractati  in  genere  fore 

'd  Cf)  cos.  £  (p 7r  a' 


/ 


A  1  ^aa^ 

ubi  autem  probe  est    notandum^    loco    r  non  nisi  numeros  integros 

positivos.  assumi  debere. 

II.     De     integratione     forraulae. 

§.   47.       Casus  simplicissimus  liic  occurret  /^,  cujus  ergo 
integrate  ante  omnia  perscrutari  oportet;   hunc    in    finem    considere- 

mus  hanc  formulam  finitam  ^^^zizV,    quae    pro    utroque    termino 
(J)  zz:  0   et  Cj>—  18  0^  evanescit;  hinc  autem  erit 

3  ^cos*  (p  2^90  sirL^\ 

d^f  _  (1  +aa)9(p  cor.Cp — 2a  3(1) 
V  • — ^ja^- S 

unde  integrando  jam  novimus  esse 

Porro  vero   quoniam  ante  habuimus  /j'  — 7~7»    hanc    formulam 
integralem  supra  et  infca  per  A  multiplicando,   erit  quoque 

E^  praecedente  autem  colligitur 
^ (p cos. (p .    gg     ^  rd^p 

quo  valore  substituto  habebimus 

H^=  (1  -h  aa)/3?  -r^/4?='!r'^V^?, 


^Y o^s.  (p    _  2ad(^  sm.  (p»        ; 

Q  V  ^ ^g^-         ,   sive 
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quamobrem  hinc  adipiscimur  haQc  integrationem  principalem 

^a  $ 7r(l+^)    ^ 

ex  quo  immediate  deducitur  casus  sequens 


§.   48.       Fro    sequentibus    casibus   consideremus    integratio- 
nem   in   articulo  praecedente  inventam 

/3  <^  cos.  i  (p TT  a^' 
'^  1  —  aa* 

quae   formula  integralis  supra   ct  infra  per   ^  multiplicando   discerpi- 
tur  in   sequentes  duas  partes 

7ra'           .              ^  /*3(|)  cos.  £(1)              /*3(|)cos.(|)cos.iCl) 
—--(^i^aay—^^ 2aJ^ ^, — , 

quae   aequatio  porro   evolyitur  in  hanc  formam 

Tra'     ,  /* a  0  cos.  i  (|)  /«3  (J)  co8.  (t — i)^ 

i  —  aa       ^  ^J  J^  J  J^ 

3  (^cos.  (i-f-l)<|) 


unde  deducitur  hoc  quasi  lemma 

/*a(|)co8.  (tH-  1)  (p 1  +  a  a    /^3(1)  cos.  i  (f) 

7  ^  ~         a       J 


/ 


9(|)  cos.  (i  —  1 )  (^        Tra^'-^ 


i  — aa 


§.   49.      Sumamus  nunc  statim   izni^    atque    istud   lemma 
nobis  praebet 
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hic  jam  bini  valores  jam  inventi  substituantur ,  atque  reperietur 

^B  (p  C05, 2  (P  7r(lH--afl)  —  '"'C^  —  aa)^ 

J         J>  (1  — aa)^  » 

hinc  ergo   sequitur  fore 

/9  $ cpy.  2  ^        ,  TT (3  a  a  —  a*)  ^_^  ^  a  a  (3  —  a  a) 
.        i^  (1  —  a  a)"5"~  —      (1— fla)~' 

Sumatur  nunc  pro  lemmate  praemisso   i  zn  2 ,  eritque 

^^  cof.3  (p 1  +a  a  rd(pcos, 2(p  ^3  (p  coy.  Cp       '       '>rg  gjy^ 

/        ja  a  ja  y       J«  1  — aa' 

y3  (p  coy.  3  (p (l+aa)^fl(3—  aa)  — 2  7r  a— ^g(l  — gfl)^ 

•/         ja  •      (l-.aa)3  ' 

quae  expressio  contrahitur  in  hanc 

/•B  ^  cos*  3  cp  TT  g^  (4  —  2  a  a) 

J         A^  (1  — aa)*       •  , 

Sit  nunc  in   lemmate  praemisso   i  iz:  3,  eritque 

^d  CP  cos.  4 CP 1-+-«« /•  3  Cp  cos.  3  (p  ^9  ^  co^.  2  (p  '^^^       ^\xrQ 

J  J5  a        -^ J» J  J»  •~i  — «a'      ^- 

>>3  (|)  cos.  4  <1>  (t  -fgo^^yrqgf^  —  2aa)  —  '7r«a  (3  —  aa)  —  7rflfl(l— a  ^)^, 

J         A^  (1— aajl' 

quae  expressio  contrahitur  in  hanc 

/3  4>  cpy.  4  CP ^TT  o^  (5  —  3  g  g) 
J»           ^l— flfl)^       • 

Sit  nunc  in  lemmate  nostro  £  zz:  4 ,  critque 

/.dCpcos.  6^ l-+-fla  /•dCpcof.  4d)  ^(Pcor.3(P 'n-a^  • 

/ — 3a — — — s— -^ — :^——r—sr^ — —l^a^  ^*^^ 

^a (p cos .  5 <P (l  +  fla)7rfl»(5— 3flfl)--ira^  (4  —  2afl) —  'Trfl*  (1  —  flfl)^. 

quae  expressio  contrahitur  in  ^hanc 

Jb  ^  cos*  5  ^ 'TT  fl  ^  (6  —  4  «  fl) 

•/         3«  ~(i  — aa)»       * 

Sit  nunc  in  lemmate  nostro  izzih^  eritque 

^3  4^  cof.3(p 1  -^-aa    rd <P  cos.  5  (P  >>8^cor«4cp  _^  JL^        sivc 

^8  CP co?. 6  (P (i.4-floj7rfl^(6— 4flfl)— -7rfl4(5— 3fla)— 'Tra^^l— g^)^ 

quae   expressio  cbntrahitur  in   hanc 

^9Cp  cos. 6<P  ^       ^TTfl*  (7  —  5 fl  fl) 
y  ja  —  i— aaj^        * 
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§.  5  0.  Qui  has  formulas  earumque  generationem  atten- 
tius  perpendet,  nullo  certe  modo  dubitabit,  inde  hanc  conclusionem 
deducere,  quin  in  genere  pro  casu  hic  proposito  futurum  sit 


/ 


cujus  lex  cum  non  sit   tam  manifesta ,    quam    in    casu    praecedente, 
omnes  formulas  inventas  junctim  ante  oculos  ponamus 


rd(J> 


ja  "^    (l«.«a)» 

rd^cos.2(P  «7rao(3— gg) 

'^  J2  "(1— atf;' 

/*  9  d)  CQS.  3  4)  , 7r«'  (4  —2««) 

J*  (1— fla)»~ 

r  3^  cpy.  A(|)  TT fl* (5— 3aa) 

J  a         " (1— aa)»~ 

/*  9  4)  gpy»  5  (|)  •7ra*(6  — 4««) 

^*  (1-aa)»"" 

/"^^cog.  6^  ya'(7 — 5aa) 

•^  J»  (1  — aa)* 


formula 


IJI.     De     integratione     formiilae. 

^d  (p  cos»  x(p  r  aCpziO  "j^ 
•/         J»  LadCpirlSoJ' 

$•  61.     Pro  casu  simplicissimo  /-jt  cruendo,  utamur  hac 


Vz=^-^,  eritque  3  V  =: ^V^ - ^^i^^ ,  sive 

-\  y  (^i4-aa)^4)coy.(|)^2a3(pCQy>(p^— 4g9<t)s//i.(p^ 

Hic  loco  sin.  Cj)*  scribatur  1— cos.Cp^,   atquc  integrando,  ob  V  iz:  0 
habebimus  hanc  aequationem 

0  =  (1  -4- a  a)/i^^  -  4  a/^^-f.  2  a/^^^. 
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^.   5  2.      Huc   addamus  hanc  formam  indefinitam 

cujus  differentiale  ad  denominationem  ^^  perducatur ,  litterae  vcro 
A  et  B  ita  dcfiniantur,  ut  membra  d  (P  cos,  Cj)  et  3  (J)  co^.  (J)^  eva- 
nescant,  eritque  forraulis  differentialibus  additis 

"^'^y^'^— >-4a  -+-(l+aa)cos.Ct)  -H^acos.Cj)^ 

-^A  (iH-aa)^— 4  Aa  (l^aa)cos.Cj)-i-4 Aaacos.CJi* 
-h  B  ( 1  "^aa^  —  2  B  a  cos.  (|). 
Nunc  igitur  ut  termini  cos.   Cj)^  abigantur,  statuatur 

2  a-f-4Aaazz:0,  ideoque  Azzip^. 
Nunc  etiam  termini  cos.   (J)  e   medio  tollantur,  eritque 

l-j-aa  —  4Aa(4  H-aa)— 2  B  a  :zz  0,  unde  fit 

;g  3(14-tfa)  , 

2a 

Ex   quibus  valoribus   nanciscimur 

J^V-H 0  (1— gfl^»  . 

d(P  a 

hinc   ergo   vicissim  intcgrando   habebimus 

*  a  J'* 

§.    5  3.      Cum  igitur,  ut  jam  notavimu8,  sit  VzmO,    atque 
ex  casibus  jam   tractatis 

— j  ^  ^  ■    3fl4-ag)      1T(1+Qq) 

"^  2a  '     1 — aa       »"        2a         *  (1-— ^0)" 

habebimus   hanc   aequationem     > 

(l-aa' 


O^   /-^J^  3ar^l  >f-aa)»— 'jrfi-^aa)' 

""^    jr  — ^  2a(i^aay  ' 


unde  colligitur 

^BCp  ir(l+4aa-}-fl^) 

-/j»     (l  — aa)«         ' 

rc;/.   /r.  2  9 
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§.   6  4*      Cum  sit  y*-^?  zz:  ~^ft^3,     erit    per     reductionera 
Jiactenus   usitatam 

|£±^-^^  =  (H- 1.  a) /^,?  -  2  «/ i^4^^ , 

unde  conciudimus 

/— j^ —  — — IX^-^  J^        2a(i-7i)^»  ideoque 

/       j"»         2a      *        (1— aa)5  2a(l  — aa)* 

^ ?<7rq  (i  4"^^)  ^  7ra  (3  +  3  a  a) 

(1  — aaj«       (1  — aa)*~* 

S.    5  5.      Cum  igitur  in  arciculo   praecedente  invenimus 
d  (p  cos.  i  0 TT  a^*  [i  H-  f  —  (£  —  1  )  aa] 


/ 


j2    :     —  (i_aa)3 

hanc  formulam  integralem  supra  e^  infra  per  ^     multiplicando    ha- 
bebimus 

TTa^'  [£+  1  —  (i—  l)aa]  fdCpcos.  i  (p 

TZ vi rrfl-l-aal    / r — ^ 

(l  —  aay  ^  ^  J  j^ 

d  (p  cos.  i  (P  cos.  Cj) 


/ 


,  sive 


TT  <i '  [i  •*-  1  —  (i  —  l)  a  ot]  ^   fdCP  cos.  i  (p 


(l  -h  a  a)  A 


(l-~aa)3  ^  ^y  ^3 

/'acP  cos.  (i—  i)<P  /•acpcos.  (i-f- 1)0 

unde   deducitur  hoc  quasi  lemma 

/3  (p  cos.  (t  -t-  1 )  Cp  _  1  -f-  a  a  ra  0  cos.  i  Cp 

/-3  C|)  co8.  (i  —  l)  (p  __^  7rat-i[t-|_i  — (£_.  1)««] 

y  ^*  "(l— aa)5 
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5.  5  6.  Sumamus  nunc  statim  f~  1,  atque  istud  lemma 
nobis  praebet 

*/  J^  "~2a      ^   ~  J'  y  JJ  ■"■  s^i-IT^T*' 

hic  jam   bini  valores  jam  inventi   substituantur,  reperieturque 

J3  a         *       (l  —  aa)^  (l — fla)« 

*7r(l^fla)^  ^__     'JT  aa  (6) 
(l  —  oa)  5    (i_-"tffl)5; 

sumto  i  n:  2 ,  crit 

y  J5  -^ —  (i_flfl;5  > 

sumto   i  ~:  3,  nanciscimur 

^9jp  coj. /i  $ ma^(\S  —  12flfl+3o*)  , 

J  J3  (1— aaj5  ' 

sumto   i  ~  4,   prodit 

^d$  ^O^-  ^^  7^0^(2!  ~-21ga-f"^^*)  . 

J  J3  (l^fl^)"^  I 

posito   i  zz  5  ,   erit 

J~      J3         (t  — ao)5~  » 

ct  in   gencre 

quae  forma   facile  transformntur  in   hanc 

.5.  57.  Hoc  modo  pro.edere  licerei  ad  sequcntes  formu. 
las,  in  quibus  denominator  est  ^\  J^^  J^ ,  etc.  verum  integralium 
formae  ita  continuo  raagis  fierent  complicatae,  ut  vix  ullus  ordo  in 
iis  observari  posset,  quamobrem  aliam  viam  inire  conveniet,  qua  nu- 
merum   i  pro   dato   assumimus,   et   continuo    a   minorlbus   ad   majores 

29* 
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numeros  n  procedcmus-       Primo  igitur    sumamus   tzi:  0,  et  Investi- 

gemus  valorem  integralcm^  formulae    /         .^* 

Integratio      formulae. 
^  0     r  a(l)=:o    "1 

existente  //"  1  +  aar^— 2  a  cos.  Cj). 
§.    5  8.      Ex  praeccclentibus   colligere  licet,   quemlibct  casum 
exponentis  n  H-  1    a  duobus  praecedentibus  pendere,    ita  ut   sit    sub 
tcrminis   integrationis   praescriptis 

3  0  rd(p     '  r3<P 


/ 


ubi  totum  negotium   eo  redit,  ut  coefficientes  a  ct  j3  Hte   determinen- 
tur:  hunc  in  finem  statuamus  in  genere  esse 

quippe    qui    postremus    terminus    pro    utroquc    integrationis   termino 
evanescit. 

§.    5  9.      Differentietur  nunc  ista  aequatio,    et    facta  divisione 
per  d  Cj),   orietur  sequens   aequatio 

1       a  |3  ycos.(P(^l -haa — 2acos.C|))— .^yansin.Cj)^ 

'j^  ^  ^  '^^i   "^  jn+i  ' 

haccquc  aequatio   multiplicata  pcr  J^"^^    abibit  in  hanc  formam 

li=:a(l  -f-aa— 2acos.  Cp))  -I^P(l  -f- aa)-  — 2/3 acos.Cl)(l  -4-aa) 
-f-4j3aacos.Cj)^-4-Ycos.Cj)(l+aa — ^acos.Cf))  —  ^yan  sin.Cj)^. 
Cum  nunc  sit  ^ 

2  cos.  Ip^zzzi^  cos.  2  CP  et  2  sin.  Cj)^  zz:  1  —  cos.  2  (p, 
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hac  reductione  adhiblta  pervenietur  ad  sequentem   aequationem 

i  zizoL  (l-f-aa)     ~  2  a  a  cos.  (|)  -|-  2  |3  a  a  cos.  2  <J) 

|3(l-|-aa)^    —  4  j3  a  ( 1 -4-aa)  cos.  (J)    — y  a  cos.  2  <J) 
2|3aa  -I- y  (l+aa)  cos.  Cj)        -;}- y  n  a  cos.  2  C|) 

— y  a 
-ry  na. 

J.  60.  Ut  nunc  hanc  aequationem  rcsolvamus,  necesse  est, 
ut  tam  termini  involventes  cos.  Cj),  quam  cos.  2  Cf),  seorsira  ad 
nihilum  redigantur;   undie  ex  ppstremo   termino   deducimus 

2  p  a  a  —  ya-(-yna  —  0; 
ideoque 

n yji  —  n) VCi?-l) 

qui  valor  in  terminis    cos.    <J)     afFectis   substitutus  perducit  ad    hanc 
aequationem  - 

—  2  aa  4- 2  y  (n  —  l)  (l  +a  a)4-y  (l  -|-  a  a)  zz:  0, 

« 

unde  fit 

2  a  az:;2  yn  (l  -^-a  a)  —  y  (l  H^  a  a); 
ideoque   erit 

7  (1  +  g  Q){2n^  1) 

2a 

Jam  hic  valores  loco   a  et  j3  inventi    substituantur    in  prima  parte, 
atque  deducemur  ad  hanc  aequationem 

1  zn     -^  -f — '-  —  ^ i^jr_?2  _y  a  (n—  1 )— y a— y /2a,  sive 

2a— 2yn(l-f-aa)^— y(/z-i)(l-+aa)^-2yaa(n— l)-2yaa-2y?ma, 
vel   2  a  — y  (n  --i-i )  (l  -f-a  a)^ —  4  y  ^i a a , 


unde   fit 

_  2a 


Y 


/i(t  —  a  a)» 
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§.    61.      Invento  jam  isto  valore  y,  hinc  eliciemus 

^  (2«-l)(i  -t-aa)  r>  —  -  (w  —  1) 

°^ «(1  — aa)»    ""    ^"^    H  «((-aa)»' 

hincque  per  n  (i — -ad)'^  multiplicando,   adipiscimur' 

cujus  beneficio  ex  cognitis  jam  duobus  casibus  assignari  poterit  ca- 
sus  sequens. 

§.    62.      Jam   ante   autem  inyenlmus   esse  f-^  —- 1  -^aa' 
Vvo  sequentibus  vero   ponamus 

•/   ja    (l-aa)''    ^  J^' (l  — oo)^''  /  J  ♦  •; — 1  —  a  a)'  ' 

A-i$ —      '^^      ■    fl^ — _!L?_.   ete 

•^  J5   (1— aa)»»  -^  J«   (t— aa)"»    ^^^' 

Ubi  jam  ante  invenimus  Azz:l-4-aa  etBzz:l-4-4da-+-a^, 
unde  sequentes  valores  omnes  C,  D,  E,  ctc.  ope  reductionis  inven- 
tae  definiri  poterunt. 

§.   63.     Introducaraus    ergo  istos  valores,    atque    sequcntes 
nanclsoemur  aequationes 

I.  A  ~  i  -4-  a  a, 


II. 

2  Bz 

i:3(l  -|-aa)A  — 

-(1- 

aaf. 

III. 

3  C  = 

=  5(t  4-aa)B  — 

-2(1- 

—  a  af  A, 

IV. 

4D- 

-  7  (<  H-  a  a)  C  - 

-3(1- 

—  a  ay  B, 

V. 

5  E- 

r9(l  4-aa)D  — 

-4(1- 

-  a  a)'  C, 

VI. 

6F  - 

r  U  ( 1  -h  a  a)  E  - 

-  5(1 

—  a  ay  D, 

vn. 

7G  - 

=  13  (i  -4-aa)F- 

-6(1 

— -  a  af  E, 

VI II. 

8  H  z 

r  15  (l  -haa)G- 

-7(1 

—  a  af  F, 

etc. 
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§•64       Harum  aequationum  prima  statim   dat   valoiem  ante 

invcntum  A  zn  1  -f- aa;  secunda  vero  praebet 

-f-  3  a^ 

4-     -^^ 

unde  fit 

B  m  1  H-  4  a  a  -f-  a^. 
Deinde  vero  tertia  aequatio   praebet 

5  -+-25  aa4-.  25  a"^ 4- 5  a^ 


^         (         3  -j-  6  aa 

(  —  1  +  2  aa 


'        2  -|-     2aa4-     2  a^  —  2  a^ 
unde  elicitur 

C=:l-4-9aa+9a*4-.a^. 
Porro  quarta  aequatio 

7-4-70aa^l26a^-+-70a^-+-7a* 


4D .  ^  i:  ^ 

3  —    6aa-f-     18  a*  —    6a^—  3a' 


unde   colligitur 

D  =:  1  +  1  6  a  a -+- 36  a^ -h  16  a^  -+- a^ 
Simili  modo  ex  aequatione  quinta  colligimus  ^ 

9-Hl53aa-i-468a^-H468a^-H  153a^-^"9a^^ 

^  —  4—    28*aa-H    32a*-H    32a^—    28a^— 4a^^ 
unde  coiligitur 

Ez::!  ^25aa-H  100a*-+-  100  a^-f-.25  a^-i-u^^. 

Evqlvamus  etiam  sextam  aequationem  quae  praebet        ^     v 

11-f  ^^^aa-Hl^^oa^^-^^OOa^-t-l^^^a^-H^^ea^^-^:-!  la^^ 

6  F_  j 

—   5—   7Qaa~      25^*^   200a^—      25a®—   70a^°—   bu^\ 

hincquc   concluditur 

F— -  1  -f   36  rt  a  -f-  225  a* -t-  400  a^-h  22  5  a5-+- 3  6  a*°-H  a** 
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§•  65.  Hic  non  sine  admiratione  deprehendimus ,  onmes 
coefficientes  harum  formarum  esse  numeros  quadratos,  quorum  ra- 
dices  occurrunt  in  potestatibus  respondentibus  binomii  1  -h  a  a,  sic- 
que   pro   littera   sequente   habebimus 

G=:l-f-7^aa^2lV^36^a^^35^a«^21^a^^^7^a^^^a^ 

quae  littera  respondet  formulae  integrali    j — y~zy>    ^^a    ut    hic    sit 

^  ,  ^     integrale   statua- 

ttV 

mus  ~  •: r-^ — :-7,  erit  valor   littcrae 

(l  — aa)'^+^ 

adhibitis   scilicet    characteribus,   quibus  coeflicientes  potestatum  bino- 
mii   designare   consuevimus,  dum    scilicet  est 

§.    6  6.       Haec    quidem    conclusio    tantum    per  inductionem 

quasi  conjectura   est  deducta;   vix  enim   quisquam  reperietur,  cui  ista 

^onjeciura    suspecta    videatur,     quamquam    rigorosa    deraonstratione 

nondum   sit  corroborata;  casu  enira   fortuito  neutiquara   evenire  certe 

potest,  ut  oranes  istos  coefficientes  prodierint  numeri  quadrati,  .atque 

adeo   ipsorum  coefEcientium    qui    in   evolutione   potestatis    (l-f-aa)'* 

'occurrunt,   interim  tamen  deinceps  vidi  pro  hac  veritate   solidam   de- 
monstrationem  adornari  posse. 

L6  7.  Hac  igitur  lege  stabilita,  valores  litterarum .  A,  B, 
C,  D  etc.^*quas  in  expressiones  integralium  induximus  ,  sequenti 
modo  se  habebunt 

Azi:  l'-f- l^aa, 

Biz:  1^^  2^  aa-H  l*a^ 

C  —  iV-^  3^aa^  3^a*  4-l^a^, 
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Ezr:i%6'aa-HioV-f-ioV-f.  5*«'4-  iV, 

F  =  lV6°aa-|-l5V-h20V-f-15V-h   6V-l-lV^ 

Gzzl^H-T^^aa-i-^  1  V-i-35  V-4-35  V-f-2 1  V0-f-7V*-f-l'al  4, 

etc.  etc. 

Integratio     formulad     generalis 

3  (J)  008.  t  (f)     r  a  Cj)  =:  0       I  / 


/ 


A''-+-^  ad(|)=:l8< 

existente  Arz:  1  -+-aa  — 5a  cos.  0, 

§.  68.  Haec  formula  generalis  perinde  tractari  potest  ac 
praecedens^  dum  valor  integraiis  cujusque  casus  etiam  a  duobus  ca- 
sibus  praecedentibus  pendet,  ita  ut  ponere  queamus 

rd(P  cos.  i  0 rd  Cp  cos.  ^  0    .    /.  f^^  ^^s.  i  0 

quatenus  scilicet  integralia  ad  binos  terminos  integrationis  stabilitos 
referuntur;  quia  autem  necesse  est,  ut  aequationem  generalem  ob 
ista  conditione  liberam  constituamuSi  aliquot  membra  adjungi  opor- 
tet,  quae  pro  utroque  termino  evanescant,  neque  enim  hic  sufficit, 
ut  ante  unicum  terminum  adjunxisse,  verum  adeo  ternos  hujusmodi 
terminos  adjungi  debebunt,  cujus  ratio  mox  ex  ipso  calculo  elucebit; 
hanc  ob  rem  constituamus  sequentem  aequationem 

/9  Cj)  eos.  i  Cj) rd(Pcos.i<P    ,    ^  /*  3  0  cos.  i  ^ 
•  An+i       — ^y         A^  ^P/"~A^~ 

sin  i  <P        ^  sin.  (i—  i)<P  sin.  (i  ^-  l)  Cf) 

^y—j^-^^ — -^n — H^ — ^ — • 

quae  postrema  membra,  quoniam  i  est  munerus  integer,  pro  utroque 
termino  integrationis  evanescunt. 
Fol.  ir.  30 
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§.  69.  Diiferentietur  igitur  nunc  ista  aequatio,  ac  posito 
brevitatis  gratia  1-f-aa— 6,  ut  sit  A:=i:6  —  2  a  cos.  0,  negli- 
gantur  denominatores ,  qui  erunt  A'*"*"*  una  cum  elemento  d  0- 
Primo  notetur  esse 

A  cos.  i(P  znb  C08.  £  (J)  —  a  cos.  (/  —  l)  Cj)  —  a  cos.  (i  -f-  l)  Cp, 
tum  vero  ob 

£:^^zi:bb  —  4a6cos.  Cl)-4-4aaco8.4^^Z3  2aa+66 

«— 4  a&co8.(|)4*2aacos.  2C|),  erit 
A^cos.iCl)rz(66-4-2aa)co8.£(|)— 2a6cos.(i—  l^Cf) 

—  2a&co8.(i-4-l)Cl)+aaco8.(i — 2)(P 
-4-aa  cos.  (i+ 2)Cl). 

Deinde  vero  habebitur 

•       •   ^^ 

d  .  — *    ^      ~g  Acos.iCJ) — 2na8in.i(|)sin.C|)  — iicos. iCl) 

-|-iacos.(i — 1)4)—-  iacos.(t-f-l)<J) 

—  nacos.  (i  —  1)0  -f-  n  a  cos.  (i^-  i  )(|). 

Simili   modo  erit 

^    sin.  (i  —  1 )  (1)  ,  ^  .        .  >K 

3  . ^^         =::(i — l)6cos.(i — 1)(|)— (i— l)acos.(i— 2)Ct) 

—  (i—  l)acos,i(J) — nacos.(i— 2)Cl)-f-nacos.£Cl))» 
ac  denique 

^    sin.  (£-4- 1 )  (b  .  ^  .  >K 

—  (i+  l)acos.  (£-(-2)(J) — nacos.i0+nacos.(£-f-2)Cl). 

§.    70.     Hic  igitur  occurnmt  quinque  anguli  scilicet 
iCp,  (i— 1)C|),   (i^-Od),  (i— .2)Cj)  et  (i-f-2)Ct), 
unde  patet  ratio,  cur  terni  termini  absoluti  sint  supra  adjuncti ;  difFe- 
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erentiale  ergo  facta  evolutione  singulorum  terminorum,  per  quin- 
que  columnas  sequenti  raodo  repraesentetur,  ita  ut  membrum  sini- 
strum,  quod  est   cos.  i  C|),   aequetur  sequenti  expressioni 


cos.  i  (p 


db 

^(Jbb-^^aa) 
yib 


cos.  (i  —  l)Cl) 

— (la 

—  2(3a6 

—  yia 
— yna 
4-5(/  — 1)6 


cos.(i+l)(J) 

cos.  (1—2)4) 

—  cta 

—  2(3a6 

-npaa 

—  yia 
-^yna 
-t-e(i  4-1)6 

• 

— 5(i — i)a 
— 5na 

cos-(£4-2)(I) 


—  f(i+  1)« 
-f-ena 


—  5(i— l)a 
4-5na 

—  e(i-f-l)a 

—  e  n  a 

§.  71.  Hic  igitur  omnes  quatuor  posteriores  columnae  ad 
nihilum  redigi  debent,  propterea  quod  sola  prima  columna  mem- 
bro  sinistro  aequari  potest;  incipiamus  igitur  a  binis  columnis  ultimis, 
unde  deducimus 


p« 


et  e 


1-4-/» 1      ^*     ^*""!— /»  +  !' 

His  valoribus  introductis,  pro  secunda  columna  erit 

pfl&d  — f— 2w)  — I  pfl5  (i+2n  — 1) 

*"         i  +  n  — 1 


2pa&-i-5(/— 1)& 


Pyo  tertia  vero  columna  erit 

-2pa6H^e(i4-l)6--P-Vi-y+^)  ; 
unde  haec  binae  columnae  nobis  praebent  has  duas  aequationes 

pfl&(»  +  27»  — i^  —  0 


aa  — *y  (i  +  w)  a 
a  a  — -  Y  (£  —  n)a 


1  +  7»— 1 


i-n+1 

§.   72.      Harum  duarum  aequationum    subtrahatur    posterlor 
a  priore,  ac  prodibit 

•  »»— (n— 1)»   ^^      ' 

30* 
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unde  colUgimus 

Atque  hinc  porro  ex  secunda  deduci  ^otest  valor  ipsius  a^  cum  sit 

crit 

, Px(i  +  /»)^    p  (f+2/i  — O^  _  p(2nn  — 3ii  +  l>^ 

^ i»-.(/i-0»  i+/j  — 1        —       I»  — c«  — O^ 

P(/i— 1)  (2n-l)6, 

ii  — (n  — IJ» 

f.   73.     Hi   jam    valores    substituantur  in  prima  columna, 
atque  orietur  sequens  aequatio 

Pix53 P(i+/i  +  l)ag 

fi— (/t— 1)«^  i  — n  +  1 

Multiplicando  igitur  per  ii  —  (n  ~  1)^,  prodibit  haec  aequatio 

il^  (n  —  if=2^aalii--^n'-  iy]-^^bb<in — l)(2n— 1) 

—  (3aa(£-n— !)(/— w-i-l)  +  p66[u--(/i— l/] 
~paa(i-*-w-Hl>  (i+-?i  ~  1)— pii6&. 

Facta  autem  reductione,  terminus  |3  a  a  multiplicabitur  per 

2  [£i— (/i —  1)^]  —  (i  —  n>2  -f^  1  —  (£  -f-  n)^  +  1. 

sire  per —  4  n  (n  —  1);  at  vero  ^b  b  multiplicabitur  per 

(n  —  l)(an—  l)-|-ii~(n  —  1)*  —  ii^ 

sive  per  n  (n  ^~  t>,  sicque  erit 

iiin-^  1)^=— 4pn(n—  l>a  a -f-pn  (n  —  1>  &  * 

ziiPn(n—  1)  (&6  —  4aa)^ 

.» 

Cum  igitur  posoerimus  bziz  1  -^aa^  erit 
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b  b  —  4  a  a  zr  (1  — •  a  a>*, 
consequenter  hine  elicimus 

P n(ii  — 1)(1  — ««}» 

\.   74.     Jnvento    jam    valore    lilte^e  jSy    ex  eo  deducimus 
valorem  a  izzj.  T^^  ri  •    valores  autcm  litterarum  V»    5,   et  e  non 

amplius  in  censutn  veniunt,  et  reductio  quam  qnaerimus  erit 

/a  (f)  cos.  i  0 /•  3  Cj)  cos.  Cf)  rd  (J)  cos.  i  ({) 

sive  sublatis  fractionibus  habebitnr  ista  aequatio 

,  /•3(J)cos.id>  ,  /*  3(I)co8.i(b 

«(n^l)(l  — aa)y    ^^^^^-(n— -i)(2n--lXl-Hia)/     ^        ^ 


4-pi-(n-l)']/- 


d  (|)  cos.  i  (J) 


^a-l 


quae  aequatlo  casu  i  =:  0  redit  ad  reductionem  praecedentis  sectlo* 
nis. 

§.   75.     Inventa  bac  reductione   generali,   pro   ejus   appli- 
catione  cum  sit 


/ 


J  1  —  aa 

ponamus  pro  sequentibus 

BCPcos.  i0  Tra' 


,  ubi  n  iz:  9j 


/■ 
/ 

/ 


J^  (1 — aa)' 


A,  ui)i  R 


3(J)cos.  iCf)  m  a^ 

5 zr— =  B,  ubi  n  =  2 

J^  (1— aa)5 

3  (1)  cos.  i  (1)  TT  a' 

^    . — —z=: =  C,  ubi  n  =  3 

J*  (1 — aa}' 
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/ 


acpcos.  i(|)  Tra* 

—  Df  ub»  n 


A*  (1 — aa) 

DCpcos.  i(P TT  a' 


-T-7 z= — n  E,  ubi  nnz  6, 

atque  adeo  in  genere  sit  - 

3(|)cos.  iC|)  Tra' 


/ 


£^«  +  1  (1 — aa)^"-*-^ 


V: 


•      • 


supra  autem  jam  ^  mvemmus  esse 

A  ~  i  +  1  —  (£  —  1 )  a  a, 

sive   terminos  positive  repraesentando 
Azzz  1  -f-i-f-  (1  — i)  a  a. 


§.  76,  Quodsi  in  reductione  nostra  inventa  poneremus 
n—  1,  ea  daret  i  i  /  d  (^  cos.  £  (J)  m  0,  quod  primo  verum 
est  casu  £  —  0,  tum  vero  ob  y  d  (|)  cos.  i  (|)  rz:  ?  sin.  i  (]!)  zz:  0, 
quod  quidem  per  se  patet.  Incipiamus  igitur  a  casu  n  in  2 ,  et 
procedendo  per  sequentes  valores  nznS,  n~4,  nzizS,  etc. 
nanciscemur  sequentes  aequationes 

I.   Si  n  ziz  2 ,  erit 

2.1  B  z=  1  .  3  (1  -H  a  a)  A  ^-  (£  £  —  1)  (l  -^  aaf. 

II.    Si  71  zzz  3 ,  erit 

3  .  2  C  zz  2  .  6  (l  -f-  a  a)  B  +  (£  £  —  4)  (1  —  a  a)^  A. 

III.  Si   n  ziz  4 ,  erit 

4  .  3  Diz:  3  .  7  (l  +  a  a)  C  -h(££  —  9)  (1  — aa)^  B. 

IV.  Si  n  zz  5 ,  erit 

5  .  4  E  —  4  .  9  (l  -4-  a  a)  D  +  (£  i  —  1 6)  (1  —  a  a)^  C. 

V.   Si  n  —  6 ,  erit 

6  .  5  F:=  5  .  11  (l  +aa)E4-(££  —  25)  (1  —  aa)^D. 

etc.  ctc. 


AD  TOM.  I.   CAP.  V.  23  9 

§.   77.      Cum  igitur  sit 

A  zz:  1  -f-  i  4-  (1  —  0  ^  ^> 
pro   prima  aequatione  erit 

(l  -haa)Anil-f-i-4-2aa-f-(l  —  i)  a^^ 
hujus  triplo  addi   oportet 

(U  --  1)  (1  -i^  a  a)^  =r  £i—  1  —  2  (ii—  l)aa+(££ —  l)a^ 
unde  oritur  primo  terminus  absolutus  ~  (2  -f-i)  (l  -hO'  deinde 
coefficiens  ipsius  a  a  erit  8  — 2ii,  coefficiens  vero  ipsius  a*  erit 
(2  —  i)  (l  —  i),  unde  cdncludimus   litterara 

» 

* 

§.  78«  Ista  forina  nos  tnanuducit  ad  coefScientes  potesta- 
tum  binomii,  quos  ut  jam  t&oninus  per  characteres  pecullares  re- 
praesentamus,  sicque  per  tales  characteres  erit 

A  =:  (ii-^  +  (^^")  a  a,  tum  vero 

B  =  (?±i)+ (?ili)  (»-=!->« +  (*^^  a* 

Videamus  autcm,     quom6do  haec  lex  in  sequentibus  valoribus  se  sit 
habitura. 

^  79.  Evolvamus  igitur  aequationem  secundam,  pro  qua 
sequentes  duas  multiplicationes.  institui  oportet 

*0[~^^-2 — f-(4  — zi)aa+- — g— —  a*]  perl+aa, 

ultimum  autem  membrum  postulat  hanc  multiplicationem 

(ii  — 4)(1— 2aa-f-a^)  per    i^i  +  (l  — i)aa; 
unde  primo  oritur  iste   terminus  absolutus 

1  0  +  1 5  i  +  5  i  i^  (i  i  —  4)  (1  -4-  i) , 
quae  reducitur  ad  hanc  formam  (2-+-^)  (l+i)    (3  H-i).      Pro  ter- 
mino  autem  a  a  erit 
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40  — lOii4-6(2-f-£)   (l-4-04-("  — -i^E  — 2(l  +  i)-f  *  — 0 
=:  (4  —  i  t)  (1 1-f- 3  i)-|- 5  (2  +  0  (l -h  i), 

<quae  expresslo  reducltur  ad 

(2  4-  0  (27  —  3  i  i)  =  3  (2  4-  0  (3  -4-i)  (3  —  i). 

Porro  coefficiens  ipsius  a^  erit 

(2  —  0  (27  —  3  i  0  =  3  <2  —  0   (3  +  i)   (3  —  i). 

Denique  coefficiens  ipsius   xj^  ^rit  <2  —  i)  (1  —  i)  (3  — 0- 

§•   8  0.     Calculo  ergo  hoc  peracto  habebimus 

a.  2  C  Zii<3^^0<2-4-i)  <14-i)4-  3  <3+£)<2-4-i)<3  — i)aa 
+  3  <3  4-i)  <2  —  i)  (3— i)a*H|- (^  —  i)  <2  —  i)  <1  —  i)  a^ 

quae  forma  commode  redigitur  ad  istam  per  characteres  coefficien- 
tium  binomii 

C  =  (i±L')  +  (i±/)  cizif^««+^4i)(i=f)a*-4-(^)a^. 

HIc  ordo  maxime  confirmat  conjecturam  ^x  casibus  praecedentibus 
deductam,  neque  dubium  ullum  esse  potest,  quin  sequentes  litterae 
istos  sortiantur  valores 

D  =  (.*-±i)  4-  (i±i)  (^-fi)  a  a  -h  <l±i)  (i^li)  a* 
+  (^)  (*~)  «'  +  (^')  a'. 


E  =  C-f-')  -f-  (-p)  (^)  a  a  +  (^7-i)  (^)  a' 


etc.  etc. 


Tnterlm  tamen  fatendum  est,  hnqc  orduiem  egreglum  tantum  per  con> 
jecturam  se  nobis  obtulisse;  cujus  ergo  demonstratio  rlgorosa   adhuc 

desideratur. 
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§.   81.     Cum  igitur  supra  ingenere  posueinmus 

/9  0COS.  iC|)  r  a  (|)  rr  0     ~| Tta* 

A»-+-*       [_ad  (J)  1=  18  oj        (1  —aa)  "»-*-»    ' 

erit  nunc 

"+"  'S    t    /"  ~H  '\  /» — *N      >.    I    /»  -f"  i\  /i  •—  »\  -4 


iindc  sponte  deducitur  forma  in  articulo   praeoedenti    conclusa,    ubi 
«erat  i  ==:  0 .     Fro  hbc  enim  easu  erti 

V  =  ('.)  +  O^)  (t)  "  «  +  (.-^»)  (t)«'+  (j^,)  (I)  «"-^«10. 
Cura  autem  in  hujusmodi  characteribus  perpetut  sit  (y)  —  (~:t), 
erit  prorsus  uti  supra  conjectayimus 

V  =  (I)  4-  0)»  a  a  +  (§)•  fl*  4-  (!)•  a^  -h  (£)'  ««  -h  etc. 
Htne  i^tur  operae  prettttm  €rit  aequens  tfaeoresiA  comtltnere. 

Theorejna      generale. 

§.82.     Si  formula  integralis 

d  CP  cos.  i  ^ 


h 


(l  4- a  a— 2  a  cos.Cp)  "-*-*' 
a  termlno  (})  =:  0  usque  ad  terminum  0  =;;.  jl  9  9°  e:f;(^n44tjur ,    y a- 
lor  integrafis  semper  habebit  tatem  form^m 

Tra'  «.       . 

(i  —  aaV-^*^        existente 

(t^)  (-?^)  «' +  (?-^)  (^>' -h  etc. 

dummodo  fuerit  i  numerua  integer,    atque  adeo  ta«  positlyu9  quam 
negatiyus;    quandoquidem    etiam    posteriori    casu  ista  forma  Teritati 
Fol  IF.  31 


242  SITPPLEMENTUM     IV. 

consentanea  deprehenditur,  ita  ut  ista  expressio  latius  pateat,  quant 
amncs  casus  specialcs  junctim  sumti,  unde  eam  per  conjecturam 
conclusimus ;  namque  ia  omnibua  casibus  specialibus  littera  i  ne- 
cessario  denotabat  numeros  integros  tanium  positivos. 


4)      Dcmonstratio     Theorcmatis     insigitia     per 

conjecturam    eruti,     circa     in  te  g  r  a  t  io  n  e  nt 

f  0  r  mu  1  a  e 

d  0  cos.  i  CP 


j 


(l  4-  aa —  2  acos.  (p)' 
3£.  S^  Academiae  exhib.  die   10  Septembris   1778. 

§•  83.  Cum  nuper  hanc  formuhm  integralem  tractassem, 
ac  potissimum  in  ejus  yalorem  inquisivissem ,  quem  accipit,  si  inte« 
grale  a  termino  (f)  rz:  0  ad  terminum  0  zn  180^  usque  extendatur;. 
ex  pluribus  casibus,  quos  evolvere  licuit,,  conclusi  ejus  integrale  iit 
gencre  Ita  expressum  irl 

Tra^' 

(1  — aa)^''^^      ' 
ubi  y  denotat  summam  hujus  serier 

V  =  C-T-O  (2±i)  -t-  C-^  (^-D  a" + C-r)  (.1$-^  "'  -^  ««• 

Hic    scilicet    isti    characteres    clausulis    inclusi    designant   coefficientes 
potestatis  binomialis,  dum  statuimus 

§•  8  4.  Circa  hanc  autem  foi*muIam  integralem  ante  om* 
nia  tenendum  est,  litteram  /  perpetuo  significare  numeros  integit)s, 
quandoquidem  in.  analysi  constamer   assumitur,  casu  (pzzlSO^  sem- 
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pier  cs^e  sin.  £  (J)  ~  0 ;    tum    vero    etiam    ejus  valores  perpetuo  ut 

positivi    spectari    possunt,    propterea   quod    cos*    ( — £(J))zi:cos. 

(h-  i  (p).      Interim  tamen  mox  ostenderaus  nostram  formam  integra- 

lem  etiam  veritati  esse  consentaneam,  quamvis  litterae   i  valores  ne- 

gativi  tribuantur.      Ad    hoc  ostendendum  circa   characteres  in  subsi- 

diiim  vocatos  sequentia  sunt  observanda. 

l^.  Si  p  et  g  designent  numeros  integros ,  ac  primo 
quidem  positivos,  quoniam  in  evolutione  potestatis  binomialis  omnes 
terminl  primum  antecedentes  sunt  nulli,  quoties  fuerit  q  numerus  ne* 

gativus,  semper   crit  (— )  rr   0. 

2^).  Quia  coefficiens  tam  primi  termini  quam  ulthni  sem- 
per  est  unitas,  erit  tam  (^)  —  1   quam  (-^)—  1. 

3°).  Quia  termini  ultimum  sequentes  pariter  sunt  nulli, 
quoties  fuerit  ^  <^Pj  valor  charaeteris  (|-)  semper  pro  nihilo  ha- 
beri  poterit. 

4^.  Quia  in  evolutione  potestatis  binomialis  coefficientes 
ordinem  tenent  retrogradum,  hinc  sequitur  semper  fore  (— )— (r~)« 
Sin  autem  superior  nunierus  p  fuerit  negativus,  ob  rationem  praece- 
dentem   scmper  etiam  erit  (^7)  =  0. 


5 


5°).  At  si  q  denotet  numeros  pDsitivos,  character  (-^)> 
perpetuo  dabit  valores  alternatim   positivos  et  negativos;    cum   sit 

v."o">'-*'  K~^-  P'  \rrJ-'^    1.2   »  v"3  )- — 17273     ^^^- 

Atque  hinc 

6^).  In  genere  tales  -charactercs ,  ubi  superior  numerus 
cst  negativus,  ad  positivos  reduci  poterunt,  cum  sit  ("^)— ±(^-^~)» 
ubi  signum  -H  valet  si  q  fuerit  numerus  par,  inferius  —  vero ,     si 


impar. 

31* 
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/ 


§•   85  i     His    proprietatibus    circa  cbaracteres  hic  adhibitos 
notatis,   in  forma  nostra  integrali  loco  i  scribamus   —    i,  eritque 

9  (p  cos.  • —  i  0  ^  it  ar^^    y 

(l^aa  — ^acos-Cp^^^+i     ""  (l— aa)^ «+i     ' 

existente 

V  =  (^O  &-^)  +  ^fi)  i^)  a'  +  C-f-')  (555)  »* 

ubi  posteriores  factores  CTanescunt,  quamdiu  denominatores  sunt  ne- 
gativi:  primum  igitur  membrum  significatum  habens  erit  (--/--) 
(J*'^%)  ^^'t  ^^^®  valor  crit  (^^^')a^';  sequentia  autem  membra 
erunt 

(rS)  (i^nti)  ""•+•  =  (?$&  C-f-') "' '  * '. 

tmn  Tcfo  (?^D(T^)a"'-^*,  Mc.     Hoc  igkur  modo  «rit 
V  =  a"  CC-t-)  (^-0  +  Q^b  C-?-')  «'+  Gw)  C-?-')  a*  +  C.C.3 


TT  a""^ 


qui  valor  ductus  in  7 .  q,  .  .  praebet  hanc  formam 

^  (1  —  aay^^^ 


(1^$-»^  CC-T-')  C-?-')  ^CI;')^^)»'^^?^')^-?^)"*-..»:] 

qtiae  prorsus  congruit  cum  nostra  formula  valori  posrtivo  ipslus  i 
respondente,  qui  egregius  consensut  haud  contemnendum  firmamexw 
tum  pro  veritate  nostrae  fortaae  iategralis  <:ontinet. 

§.  8  6.  Praeterea  vero  circa  formam  nostram  integralem 
infrprkifiii  notari  debet,  seriem  pro  V  supra  datam  semper  tilicubi  ab- 
rumpi  quoties  n  fiierit  nufmerus  integer  positivus,  qcdppe  qtU)d  eve- 
liiet,  quando  vel  in  priorc  factore,  cujus  forma  est  (^^y^) ,  pervenitur 
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ad  terminum  quo  X  ^  n  —  i,  vel  in  posteriore  factorc,  cujus  forma 
est  (^^i^')  j  eradet  K^n;  quae  proprietas  eo  magis  est  obser- 
vanda,  quod,  s\  series  V  in  infinitum  porrigeretur,  parum  lucrati 
essemus  censendi,  id  quod  praecipue  de  iis  casibus  est  notandum, 
quibus  n  foret  numerus  fractus,  quos  ergo  casus  penitus  ab  instituto 
nostro  removemu8,^ita  ut  pro  n  tantum  nameros  integros  simus  as- 
sumturi. 

§•  87.  Considercmus  ergo  etiam  casus,  quibus  n  est  nu- 
merus  nejgativuS|  ac  primo  quidem  jam  per  se  clarum  est,  quam« 
diu  is  minor  fuerit  quam  /,  ideoque  n+i  etiamnum  numerus  po- 
sitivus,  tum  seriem  pro  Y  datam  adeo  citius  abruptum  iri;  tum  igi- 
tur  demum  in  infinitum  excurret,  quando  etiam  n-+-i  fuerit  nume- 
rus  positivns.  His  autem  casibns  fbrma  integralis  supra  data  ita 
transformari  potcst,  ut  abruptio  pariter  locum  inveniat,. 

§.   8  8.     Ad  hoo  ostendendum  statuamus  nzn  — m— 1,  ut 
formula  nostra  integrafis  evadac 

/3(|)co8.  £<p(l-4-  aa^7  AC6S.  CP)^, 

ejusque  igrtur  valor  zr:  Tra*   (1— aa)**"*^'*  V,  cxistcnte  jam 

V  ^  ( — 0 A i ;  "t-  ( i )  {-T^fir-)  ^ 

4-  ( — 2 — ) r  i^2    >  +  (— 3 — ) (-v+r-) «  ^ ^t^- 

quae  scries  mantfeato  in  infinkum  cxcurrit,  quam  autem  ope  sequen- 
tqs  lemmaiis  traasformare  poterimus. 

L  e  m  m  a. 
§.  8  9.     Ista  aeries  per  chttractere»  kic   introductos  proce* 

/ 


dcns 

♦  =  ©(r)  +  (f)C-|i)*-t-(f )  (^^^«'-^(f )C-i-.) ' 


ctc. 
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m  hanc  sui  similem  transmutari  potest 

i  =  (p¥^)  rt -) +(-.-)  Gix)^ +(^-)  (?&')  ^' + «c. 

quandoquidem  inter  earum  valores    -fe    et    cJ    ista  relatio  semper  lo- 
cum  habere,  non  ita  pridem  a  me  est  demonstrata 

cujus  demonstratio  profundissimae  est  indaginis,    dum    adeo  per  ae- 
quationes  differentiales  secundi  gradus  procedit. 

^.  9  0.  Applicemus  jam  istud  lemma  ad  casum  nostrum 
propositum,  atque  ut  series  ■fe  cum  nostro  V  consentiens  reddatur, 
ut  fiat  "6  zz:  V,  suml  debety  —  —  m—  l  —  *,  Arz: ~m— 1  -f-i, 
e  —  i  et  X  zzz  a  a,  unde  altera  series   (J    hanc  accipiet  formam 

i  =(=^^)  et-i)+  (^T-^Cf^)  «<.+  (^-a  (^i)  a*  +  «c. 
quae  series  jam  certe  abrumpitur  alicubi,  propterea  quod  hic  m 
denotat  numerum  integrum  positivum:  at  vero  relatio  inter  superio- 
rcm  V  —  "6    et  novam   hanc   seriem   ^    ita  se  habebit 

|.   91.      Hinc  igitur  formulae  nostrae  integralis  hujus 

ubi    (5    dcnotat  seriem  modo  ante  §.   8^.  «xpositam,  qui  valor  cuia 

factorem  habeat  (^)  semper  cvanescet,  quamdiu  fuerit  i^  m,  ita 
ut  his  casibus  valor  integralis  semper  nihilo  sit  aequalis.  Ceterum 
hic  notasse  juvabit,  facta  evolutione  esse 

•_m\  ,  /• — m  — 1\  _  m(m-ll      .    •    .    •    .      (m— i-4-l) 

\iJ'\      i       /  —  —  <;k-hl)(m-|-2)    .    .    .    .        (m-i-i)      ' 

ubi  signum  superius   ^  valet  si  i  fuerit  numerus  par,    inferius   ~ 


/d  (P  C08.  i(|)(lH-aa  —  2a  cos.  0)^ 
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rero  si  impar.  His  circa  indolem  nostri  theorematis  notatis,  ipsam 
ejus  demonstrationem  aggrediamur,  quam  quo  clarior  evadat  ia  va- 
rias  partes  distribuamus. 

Pemonstrationis     pars     prima. 

§.    92.      Quoniam     valorem    nostrum    integralem     ad    duas 
formulas  accommodavimus ,    eas    distinctionis    gratia    signis   O   et  C 

designemus,  sitque 

/d  <P  cos.  £  0  r    a  CP  rr  0      1 

(1  +  aa — 2acos.(Py^^  L  ad  cj)  nr  180^J' 

.        C  =/a Cj)  co8.  i  CJ)  (1  +  a>  —  2  a  cos.  (pY  [,l^=J,o] r 
quarum  posterior  C   in  priorem  O   convertitur  si  loco  m  scribamus 
—  n  —  1 ;  modo  autem  vidimus ,    has  duas  formulas  a  se  invicem 
pendere,  unde  a  posteriori  tanquam  simpliciori,  siquidem  denomina* 
tore  (jL  — a  a)^ "  ^"  *  caret,  iacipiamus,  quam  qyio  simpliciorem  red- 

damus    statuamus  ^— r— r  ^  bi  sic  enim  habebimus 

C  =  (l  +  daf^f  d  (p  C08.  i  Cj)  (l —  2  b  cos.  Cp)^, 
cujus  ergo  integrale  nobis  erit  investigandum. 

§.   93.     Ante  omnia  igitur  conveniet  potestatem    (l— 2  6 
cos.  Cpy^  evolvi,  unde  fiet 

(1  — 26cos.C|))^zi:l— (^)26cos.Cl)  +(?)  4  6^cos>  Cp* 

—  (f  )  8  b^  co8.  Cp^  -h  etc. 
cujus  crgo  termlnus  quicunque  erit  hh  (■—-)  2^6^    cos.  Cj)^;   ubi   sig- 

Bum  ^  valet  si  X  fuerit  numerus  par,  alterum  vero  -—  si  impar. 
Jam  quia  hic  potestates  ipsius  cos.  (|>  occurrunt,  eas  per  praecepta 
satis  cognita  in   cosinus  simplices  converti  oportet,   quibus  fit 
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2 'cos.(I)'=2cos.2C|)4- 1  (f), 
2  3cos.(I)^z::2eos.3(|) -h2(|)cos.(p, 
2  *cos.([)*zz:2cos.4(J)-|--2(f)QOS.2(p-f-l  (l). 
2  *cos.(I) ''= 2  cos.  5  (j) -1-2  (^cos.  3  (I)-l-2  (|)cos.(J), 
2  W.  4)*^=:2cos.6^4-2®co6,4(J)4-2(0cos.2(j)-|-  1(J), 

etc.  V  etc. 

Ubi  notandum ,    in    potestatibus   paribus    postremum   membrum  cos, 

0  CP  zi:  1    dimidio  tantum  coefBciente  esse  affectum.     Hinc  igitur  in 

genere  erit 

2  ^cos.  ^^  zz:  2  co?.X0-+-2(^)cos.(X-|-2)C^-f-2(ycos.(X —  4)0 

H-2(^)cos.(X— 6)(P4-etc. 

ubi  notetar,  quotieB  fuerit  X  mimerus  par ,   puta  \ziz2  i^    ultimum 

membru»  fore  tantnm   i  •  ^-j)  coa.  0  (p. 

* 

§.  94  Postquam  igitur  omnes  cosmuum  potestates  ad  co- 
ainus  simplices  fuerint  reductae ,  integratioiles  nostrae  semper  ad 
talem  formam  redigentur  /^d  <P  cos.  l  0  cps.  X  0,  de  qua  forma  hic 
imprimis  est  notandum ,  ejus  integrde  a  4)==:Oad0z=i28O^ 
extensum  semper  essc  n«])iun,  «olo  casu  X  7^  i  excepto,  Cum  ^ nim 
sit 

cos.  i  (p  cos.  X  (|)  zz  J  cos.  (i  H-  X)  (|)  -+•  }  cos.  (i  —  X)  cp, 
erit  illud  integrale  indefinitum 

sin.{i-h  X)  (p*     ,     sin.  (t  —  X)  (p 


quod  pro  termino  0  m  0  manifcsto  eranescit;  pro  altero  vero 
termino  Cp—  18  0^  zttt,  ob  i  ct  X  numeros  integros,  manifestum 
est,  hoc  integrale  deauo  evanescere,  solo  cmu  excepto  qno  X  =:  i. 
Si  enira  i  —  X  ut  infinite  parvum  spectetur,  puta  zz  O),  pars  po- 
stcrior  hujus  integralis  erit  "'^^^zziy  >  id  quod  etiam  iude  pAtet, 
quod   sit 
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t:08.  itl)^  =  1 4- Jcoi.  a  i  0, 
ideoque 

fd  CP  C08.  i  CP* zz  i^  -^l  sin.  2  i ^  z^ |  tt. 

\.  96.  Ad  integrale  igitur  quaesitum  obtinendum,  ex  po- 
testate  (l  —  2  6  cos.  0)"*  evoluta,  eos  tantum  termifios,  qui  cos. 
i  CP  continent,  excerpsidse  suf&ciet,  ctiin  rdiqui  omnifeB  nfhll  plane 
producam^  qui  si  junctim  sumti  praebeant  N  cos.  i  (J),  totum  no-^ 
strum  integrale  pro    (    erit 

quocirca  nobis   incumbet,    in  omnes  superioris  formae  partes  inqui- 
rere,  quae  formula  cos.  i  (|)  erunt  affectae ;  unde  eridens  est,  quam- 

diu  in  illo  termino  generali  ^4;    (^)  2^  &^  cos.  0^  «xponeBS  \  minor 

fuerit  qtoam  2,  inde  nihil  plaiie  ia  integrale  mfeTfi. 

§.96.  Primus  igitur  tetminus,  qm  hic  in  computulB  vemt, 
frit  rt:  (7-)  ^*  ^^  ^^*  4^^  f^  ^^  signtml  st^eirius  -f*  valebit  si 
i  fuerit  numerus  par,  inferius  —  irero  si  impar.  Hinc  autem  par 
superiorem  reductionem  proreniet 

2*  cos.  (J)'  zz  2  cos.  i  ^j 
ita  ut  hinc  pro  N  oriatur  pars  prima  H;  (^)  2  6^      Tuin  rero  ex 
termino  imiiediate  sequente,   qui  erit 

nuUus  angulus  i(^  oritur,  cum  sit 

2^  +  *  cos-(()»+  *  — :  2  cos.{i4-l)$-l-2?(^^')  dofc.  (I— - 1)  $  ^etc. 
At  vero  terminus  sequens 

rol  IF.  33 
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partem  hinc  in  litteram  N  resultantem  dat 

''(:-¥)(.r+T)  >>'+'■ 

Simili  modo  ex  casu  X  =:  i  -|-  3  nihil  nascitur.     At  ex  sequente 

i:(r+-4)  2'^-H«+4co8.Cp'+*,  ob 
2'  -t- *  008.  (J)'-*-*  z=.  2  008.  0+4)  Cp  -+-  2  (~-^  cos.  (t  -h  2)  (|) 

4- 2  (^)  cos.  i  (p -4- etc. 
pars  ad  litteram  N  accedens  erit 

Eodem  xnodo  ex  casu  Xzzii-^  6  para  ad  litteratn  N  accedens 
erit 

2(i:J'-^)0:^)  6'+*   ct  ita  ^orro. 

§.  9  7.  His  igitur  omnibus  partibus  eoUigendis,  nancisce- 
mur  valorem  completum  litterae  N,  qui  erit 

N=±  2  6'[(5)-K(l:t»)(ji.jjV  (l±^-2^+(l±f)(ji^i«H-etcO 

ubi  notasse  jurabit-^se,  ut  seqmtur 

■C-V)  Qri) = (.')  (t^)  ' 

(H;^\  /    w    N  _  •m^N  /m  —  3k 
s   J  Ki  +  iJ  —  \zJ\i  +  sJ^  I. 

etc. 
Per  hos  igitur  valores  erit 

N  =  *  2  itCTX") -^  (t)  (f:^) »'+ (t)  (ifl)** + (t)  (rJil) »"  "«=0 

quo   yalore  invento,    erit  integrale  nostrum  quaesitum 

C  =±7r(H- aa)«6'  [(^)  (5-)  +  (^)  (^)  6«  4_  etc.] 
quae  series  manifcsto  abrumpitur,  quoties  fuerit  m  numerus    integer 


c-t-)c^=(T)(r^T). 


AD  TOM.   I.      CAP.  V.  251 

posilivus.  Statim  cnira  atque  in  hoc  charactere  (^-rnr)  denomina- 
tor  i -f- X  superare  incipit  numeratorem  m  —  X,  valor  ejus  in  ni» 
hilum   abit* 

I 

Demonstrationis   pars  secunda, 

§.   9  8.     Ut   autem   hanc  integralis   expressionem  ad  solam 
litteram  a  revocamus,  prouti  in  nostro  theoremate  supra  est  reprae* 

sentata,  hic  loco   b  restituamus  valorem  assumtum  ^     ^^,  fietque 

ubi,  ut  formam  supra  datam  eliciamus,  potestates  ipsius  1+aa 
evolvi  oportet.  Hunc  in  finem  statuamus  (  zzz  ^  tt  a'  A,  ita  ut 
jam  sit 

A  =  (?)(f)(l +««)--'• -^(-T)(7q^*)«"0-^««)"-'~' 
(f )  (^yi^-^^)'^'^'^^)  (^^«'(^^««^'"-'■-^H-etc. 
Facta  autem  harum   potestatum  evolutione,  fiat 

A  iz:  a  -+.  (3  a*  H-  y  a*  ^-  5a^  ^-ff  a»  +  ^a*^  ^  7}  a^^  ^-  etc. 
quarum  litterarum  a,  p,  y,  ^,  etc.  valores  investigemus. 

§.   99.     Primo   igitur  statim  patet  esse  a~(-^)(^); 
deinde  vero  reperietur 

P  =  (t)(t)  (=?-') +(t)(7^). 
At  vero  pars  posterior  per  priorem  divisa,    facta   cvolutione ,  prae- 

bet  ^'^y^^ ,  quo  observato  erit 

'    '^=TTi    (t)(t)(^?^)' 
quod  reducitur  ad  ^  =  (j-)  (j^).       Simiii    modo  littera  y  con- 

32» 
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stabit  ex  tritms  p&rttbus:  erit  enim 

Y  =  (t)  (t)  Ot-^ -^(f)  CT?r)  C-^^-t-Cf)  (^^ 

nbi  para  secunda  pcr  primam  divisa  dat        7V^^^.    At  tertius  ter» 
minua  per  primum  divisus  praebet  ^"^"^^  (^+g)'^  »  ^^  ^ 

At  vero  est 

V.T+I~/i*"**~7-fi    ^^  —  7+i*    »+1     " 
«ndie  coHigitnr 

quae  exprcssia  contrafaitur  in  hanc  (-^)  (jxT^* 
\.  lOOr     Cut»  igitw  sit 

« = (f )  (f  ).  p = (^)  G-i-iX  Y  =  (t)  (r^«>. 

hinc  jam  satis  tuto  CQncIudere  liceret^    fore 

J=(f)(7f-J.  *=(t)(.t1t>  «">- 

Yerum  nc  hic  quicquam'  canj.ecbii:ac  ▼cl:  iikbiotioni  tnbuanMiSic 
in  gencre  pro  Tnlore  littcrae  A  innrcs(ig!emu&  eoefBcientem  potesta- 
tis  indefinitac  a^\  qucm  yoccmusmX,  eritque 

j  =(==i)(i)(f-)  +c-=^)(--)(=^«)+(-)(5.-_|)(-i=*) 

-l-(^)(Sf|-)(s^^4-«tc. 

§.   tOi.      Hujus   serici   pro   A  inrentae   singulos   tcrminos 
sub  hac  forroa  gencraK  complccti  ficct  (-j-)  ^T^l^  (^  *x  ^/  ^)^ 
quae  sccundum  fiictores'  eroluta  tjmisniutaitur  in  haiic  formam 
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i    .    .    .    ^xl     :     !     •     ..    (i  +  ^))cl  .    .  (X-.tf>» 

r6i  numerataris  factores  ab  m  iocipientea  qontinuo  nnitate  diecres- 
ccnt  usque  ad  uttimuni  (m-— i-^\  —  ^ -|r- t).  Jam  ista  firactia 
supra  et  infra  muItipUcetur  per  hoe  prodwttQm 

ac   prodibit  ista  fractio 

X(X— 1)    .    .    .    (X  — ^  +  i)xin(m>— 1)    ,    ..  .    (m^^i  — X— g  +  1) 

1.2.3.     «     .     .     ^-f-i«2L3.     .     .     r    (i.f^)x^^a       .       .      .     iX       » 

in  quii  primo  continetDtr  ekaractev  (y)»  dejnde  etiam  ibi  eontinetur 

eharacter  (^)'  4^0^  restat  dabit  characterem  (j^j)y  sicque  habe*^ 

bitur  f(»rma  -rf  genwalis  n:  (^)  (^)  (t^xt)*  ^^^^  ^  ^^c^  ^ 
successiye  scribami:^  0,  [l,  2,  3,  etc,  quia  in  singulia  terminis  com^ 
munis  inest  feictor  (^)?  erit  yalor  litterae 

Yerum  ante  aliquod  tempus  demonatrayi^  hujus  aimilis  seriei 

(i)(f)  +  (4^Xi4:T)  +  (|)C-f5)+(-j-)(r|^)  +  «e. 
mmmam  semp^r  wfi  ^  (^^^z:i(^~^y.     Facta    ergo    applica- 

tione,.  crit  ^zziX^  fz^m^  X,  tzi:.  i:  SicqiM  finito  modo  habebi» 
mw 

'^^(?')Gi+i)  =  Cx)(iii-x-.i)» 
quae    est    demonstratio  .  conjecturae    supra    alhtfae    et  ex  yaloribus^ 

a,  p,  y,  conclusae. 

{.  103..  Quod  si  jam  hic  loco  X  auccessiye  scrlbamus 
numeros-O,  f,  2,  3,  etc,  nanciscemur*  yerum  yaloreib  seriei,  quam 
sub  littera  A  compleou^  erit  scilicet 

A  =  (i)(^)  -(-  (-SXff,)  <.'  -».  (|)(,^,)  a* 

(T)(fT?)'»'  +  «^- 
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atque  hinc  valor  integralis  sub   srgno    C    indicatae  formulae  erit 

C  =±7r  a'-  [(f  X^)  4-  (-?)  <iT^)a^  ■+-  (-^)0^-.)  «*  -h  etc.] 
quae  exprcssio  manifesto  sempcr  abrumpitur,  quoties  m  est  numc* 
rus  integer  positivus.  Hic  autem  meminisse  oportet,  signi  ambigui 
+  superius  locum  habere  quando  i  fuerit  numerus  par,  inferius  vero 
si  impar. 

Demonstrationis  pars    tertia. 

§•  103.  Ista  forma^  quam  pro  v&Iore  integrali  C  hic 
sumus  adepti  multo  adeo  est  simplicior  ea,  quam  tfaeorema  nostrum 
nobis  suppeditaverat,  quippe  quae,  si  loco  S  serlem  quam  designat 
scribamus,  erit  ^ 

K    i    ; 

Superest  igitur^  ut  perfectum  consensum  inter  has  duas  expressiones 
specie  multum  a  se  invicem  discrepantes  ostendamns.  Hic  autem 
plurimum  notasse  juvabit,  esse  (  ^'"— )  —  rt  (j^  )  9  propterea 
quod  supra  §.  88.  jatn  observavimus,  esse  in  genere  (— )~.:+; 
^  +  q  ~zl'^  ^  u5j  signum  superius  valet  si  fuerii  q  numerus  par,  in- 
ferius  vero  si  impar;  quo  notato  posterior  forma  pro  C  inventa 
erit  * 

^.  104.  Quoniam  nunc  ambae  formae  affectae  sunt  signo 
ambiguo  ±,   demonstrandum   nobis  incumbit,  si  utramque  expressio- 

nem  per  (— p-)  multiplicemus,  duaa   8equetites  series  -inter   se   pror- 
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sus  esse  aequales 

— Xi+i)  (—)«*  + etc. 

ubi  aequalitas  primorum  terminorum  ob  (  ^)  et    (-^ — )— 1  sponte 

se  prodit:  deinde  vero  non  difBculter  aequalitas  inter  terminos  se- 
cundos  ipso  a  a  affectos  ostendi  poterit,  similique  modo  etiam  de 
sequentibus  hoc  idem  est  tenendum. 

§•  105.  Yerum  ne  etiam  hic  inductione  uti  cogamur,  con* 
yenientiam  binorum  terminprum  eadem  potestate  a^  ^  demonstremus. 
In  priore  vero  serie  ista  potestas  a^^  hunc  habet  coefficientera 
(.^)(._^)(!5^');     in    altera    vero    ejusdem    coefficiens   est  (— ^) 

(^i^)(^).  Evolvatur  igitur  uterque  in  factores  simplices,  ac  prior 
deducit  ad  hanc  fractionem 

m    *    *    .    (wi  — X+ijxm    .    .    .    (jtt  — I  — X -f- 1)  X  (m  +  0    »    ■    y  (^+l) ; 
1       .      .       .       X  X  1)        .       .       .       .        (i  -h  X)  X 1      .      •       .        .      i 

posterior  yero  praebet  istam 

(m— f)    .    .    •    (m — I — X-4-l)x'fm-t-0    «    «    •    (m — X"Ki)xm   .   .   .  (m>— /■+-1)  ^ 
1       ....       X  X  1       .        .       .      •       (f^^AjxT      .      .       .       i  ^ 

ubi  denominatores  utrinque  manifesto  sunt  iidem,  ita  ut  tantum  ae« 
qualitas  inter  numeratores  sit  demonstranda. 

$.    106.     Primo  autem  in   priore  numeratore   tertius  factor 
generalis  cum  primo  conjunctus  praebet  hoc  productum 

(m-4^i)        .        .        .        .        (m  —  X+l)y 
quod  etiam  in  forma  posteriori   occurrit:    his  igitur  sublatis  aequall- 
tatem  monstrari  oportet  inter  partes  residuas  quae  sunt. 


256  SUPPLEMENTUM     IV. 

in  priori  forma  m       .       •       .      .       (m  —  i— X-f-O 
in  altera  m   ...  (m— i-4-1)  k  (m— i)  .   .  .  im^-^i — /-f-1) 
quae  nunc  itenua  e6t  manifeata.     Sie  i^itur  ^eritas  nostri  theorema* 
tis,  quod  demonstrandum  aufcepimiis,  Jam  rigide  est   ob    oculos  po- 
sita  pro  formula  integraU 

C  =/3  (poos.  iCl)(t4-^»a  —  2  acos.  (J))*  [^J?~^^  ]• 


Demonstrationis     pars     quarta. 

|.  10  7.  Inyeato  valore  formulae  C*  totJBi  demonstratio 
jam  confeeta  est  censenda^  <piandoqiKidea  jam  kiitio  ex  valore  for- 
mulae  O  ille  rite  est  deriratus.  Interim  tamen  htic  quoque  vieissim 
ex  valore  C  HHeruttl  tttlorem  O  derivari  conveniet*  Utamur  au* 
tem  forma  simpliciori  ipsius  C>  ^^  quem  nos  ipsa  demonstratio  im« 
mediate  perduxity  qui  erat 

C=±W[(f )  (^)-t.(^)(^)a*^(^)(j^)  a*  ^-etc.] 
ubi  signum  superius  valet  si  i  fuerit  nuinerus  par,  inferius  si  impar. 

§.  108.  £x  hoc  jam  valore  formulae  C  alterius  formulae 
O  valor  deducitur ,  ai  modo  loco  m  scribamus  -—  n  — -  1  ,  qui 
ergo  valor  hinc  erit 

quae  autem  •eriea  buqc  in  iafinitiim  progreditur,  siquidem  n  fuerit 
numerus  integer  positivus ;  quamobrem  hanc  seriem  in  aliam  con- 
verti  oportet,  quae  abrmapator,  quoties  n  fiierit  numerus  integer  po-» 
sitivuSi  id  quod  ope  lemmatis  snpra  initio  allati  praestari  poterit. 
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§.  10  9.  Seriem  igltur  hic  inyentam  cum  serie  *l^  in  lem^ 
mate  comparemus.  id  quod  fit  statuendo 

y—  —  n  —  1,  Arr  —  n —  1  et  e  r=:  i, 
ita  ut  jam  sli  Q  zzL^^^it  a^  %•      £x  hia  autem  Yaloribus  altera  st* 
Ties  signo   ^   notata  fiet,  ob 

—  h  —  1  nz  n,  — jT  —  i  rz:  72,  ct  xzn  a\ 

^  =  (8)  (f)+(^)  (,^)  a'+(l)  (^^)a4+etc. 
At  vero  relatjo  inter  has  duas  series  erit 

1       I »^    I      TL  - ■         * 

^  »  /  (1  — aa)«»+^' 

ubi  notetur,  cum    supra  jam  observaverimus  esse 

(^)  =  ±  (^-|""*)>  hio  fore  (""7'^')  =  ±  (f ); 
ubi  itermn  signum  superiua  valet,  si  i  fuerit  numerus    par.        Hinc 
igitur  erit  ' 

""    («L)  (1— aa)««'+-* 

§.  110.  Substituatur  igitur  iste  yalor  loco  % ,  quo  ipso 
duplex  signorum  ambiguitas-  e  medio  tolletur,  loco  S  autem  series 
modo  data  scribatwr,  atque  pro  O  sequentm  nani^emw  expressio^ 
nem  • 

quae  series  manifesto  semper  abrumpitur,    quotief  n  iuerk  nnHlenis 

0 

integer  positivus.       Yerumtamen   hoc   laborat  defectu»  quod  casibus 

quibus  n<^if  ob  (|-)zzO,  inBnita  evaderc  yidetur.     Verum  notan* 
rol.  JF.  33 
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dum  est,  his  casibus  etlam  omnes  terminos  seriei  S  in  nihitum  abire ; 
ex  quo  necesse  est,  ut  in  ejus  verum  valorem  totiusque  expressio- 
nis  inquiramus.  At  vero  reliquis  casibus,  quibus  nl>  i  haec  ex- 
pressib  adeo  ilG  quam  m  theoremate   dedimus  praeferenda  videtur.. 

§.  111.  Ostendi  ergo  hic  debet,  omnes  terminos  nostrae 
seriei  ita  transformari  posse,  ut  per  denominatbrem  (^)  divisionem 
admittant.  At  vero  quilibet  nostrae  seriei  terminus  sub  hac  forma 
continetur  (^)  Cj^zy)^  quac  pcr  factorem  comunem  (-^4-^)     multipli- 

cata  fit  (^j^)  (f)  (fnjK^^  ^^^^"  in  fectores  ewhita  ad  hanc  fractio- 
nem  reducitur 

(n  +  i)  • (n  +  i)xn  ->  .  «  >  (/i  — X  +  i)x»  *  ■  »  »  (/t  — i— X  +  1) . 

1 jx  1  .  .  .  .  .  .  .  Xx  .  1 («-hX)  » 

ubi  tam  numerator  quam  denominator  tres  habet  factores  principa^ 
les;  factores  autem  singulares  in  numeratore  continuo  unitate  de- 
crescunt,  in  denominatore  unitate  increscunt.  Cum  igitursit  (-^)- — 
"*  '  'iV,  .^?"r^^^^^   superior  fractio   per  hanc  divisa,  ob 

n.. (n-i  +  1       —  (^~0>>^>>at  — l ^-^1), 

proveniet 

(yi+0 (n+i)xn (»— X-f-Q  x  (n — ;)  ....  fa— j— x+l) 

1.  2.  3  ...  .  .  X  X  1.  2.  3  .  .  .    .  (i-f-X)         '  > 

quae  manifesto  in   hanc  transit  (ob  duo  priores  factores  cohaerentes) 

n-WO (n — X-f-Qx  (n  —  i)  .  .  •  (n— i— X-M) 

1.  2 X  X  1  .  2  ...  .  (/-+-X)  > 

ita  ut  onmibus  ad  characteres  reductis,  sit  forma  generalis  cujusque 
termini  =  (^^)  (^)  . 

§.  112.  Nunc  igitur  loco  X  auccessive  scribantur  valbres 
0,   1,  2,  3,  etc.  atque  valor  integraKs  formulac  O   prodibit,  pror- 
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8US  uti  in  theoremate  est  enunciatus,  scillcet 


2S0 


it  af 


ffi  —  '\/^"f"'\     /Ti— f\  x7i-4-r 


rW— «\/n-4-i, 


quae  expressio  jam  non  sdlum  semper  abrumpitur,  quoties  n  fuerit 
numerus  integer  positivus ,  nec  ullo  amp}ius  laborat  defectu  ,  cum 
omnibus  casibus  valorem  ipsius  O  determinatum  exhibeat ,  sicque 
adeo  nostrum  theorema,  quod  antea  sola  conjectura  innitebatur,  so« 
lidissima  demonstratione  est  confirmatum. 


3S^ 
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M)  TOM.  I.  CJP.  vin. 

VALORIBUS     INTEGRALIUM 
QUOS    CERTIS    TANTUM    CASIBUS    RECIPIUNT. 


1)    Nova  Methodus  quantitates  integrales  determinandi. 
•    Novi  Commentarii  Academiae  Scient.  PetropoUtanae  Tom.  XIX. 
Pag.   66  —102. 

\.   1 .     Cum  mihi  saepiuB  occurrissent  formulae  difTerentiales, 

quae    per    logarithmum    quantitatis    variabilis    erant  divisae ,     veluti 

< 

^— ,  nunquam  perspicere  potui,  ad  quodnam  genus  quantitatum  ea- 
r^um  integralla  sint  referenda,  quin  etiam  maxime  difBcile  videbatur 
eorum  valores  saltem  vero  proxime  assignare.  Quod  quidein  ad 
formiilam  integralem  simplicissimam  hujiis  generls  /y-^  attinet,  facile 
patet,  si-  eam  ita  integrari  concipiam,  ut  evanescat  posito  z=:0, 
tum  vero  statuatur  zzzrl,  quantitatem  infinite  magnam  esse  prodi* 
turam;  quod  si  enim  variabilis  z  jam  proxime  ad  unitatem  accesse* 
rit,  ut  sit  z  =  1  —  u,  existente  u  quantltate  infinite  parva,  tum  ob 
3z=: — 3m  et  /zzz:/(l — w)—  —  "» 

haec  formula  erit  /—'i  cujus  valor  utique  fit  infinitus.     At  vero  dan- 

tur  omnino  hujusmodi  formulae  integrales  /— — ,    quae,    etiamsi  po- 
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natur  zz:z  l^  tamen  Talore&  finitae  m^gnitudinis  sortinntur:  quod  de> 
terminasse  eo  ma^is  op^M  pretium  videtar,  quod  nulla  adhuc  co^- 
nita  est  yia  istos  yalores  investigandL 

§..   2.     Consideremns   exempli    gratia   hanc   fbrmulam    satis 

simplicem  /-^^—^— ,  quae  memorata  lege  Irrtegrata  ya^em  finittmi 

habere  facile  ostendi  potest/  Posi|o  enim  -^  ^  ^»  *l  formula 
nostra  fiat  f  y  o  z^  ideoque  ^zpr^mat  aream  curvae,  pro  abscissa 
z  applicatam  habentis  cz=  ^i>v^lita  area  a  termino  ^n:  0  txsque  ad 
terminum  zzzLi.  eztensa  utique  valorem  finitum  non  mcdto  majoftem 
quam  |  repraesentabit ;  posita  enim  abscissaisrrO,  fiel  etiam  appli- 
cata  t/ ~  0,  at  aumta  zdziij  pro  appiicata  i^~— r —  tam  nume* 
rator  quam  dehominator  evanescit,  ergo  eorum  loco  substitutis  suis 
differentiatibus,  fiet  yz:iz:izi.  Fro  abscissis  autem  mediis  ponanua 
zzize^'^^  ext9|f»te  b  nuiMro»  -cti^a  lotgarithmus  hj^erbolic«a  est 
unitas,    etk  ' 

•    y  =  =    — —  , 

—  n  n  «» 

quaci  si  n  fuerit  numerus  yalde  magnu«|^  |it  abscissa  z  fiat  minimo^ 

applicata   erit  proxime  t/ =  |;  qui  ergo  valor  multo  major  eritquam 

abscissa  z;    forma  scilicet  hujus  curvae  similis  erit  figurae  adjectae, 

ubi  A  P  denotat  abscissam  z  et  P  M  applicatftm  y ,  abscissae  vero 

A  B  =  1    responAe^  applicata  B  C  rri  i  ,    qua    curva    descripta,    Fig.  I. 

ejus  area  A  M  C  B  non  nmltiim  a«qp«Wtfait  MtfHm  tiiaoguli  A  B  C 

qiiae  est  .zm  1».  * 

§•  3.  Nuper  autemf  in  aliis  investigationibus  occupatus, 
praeter  exspeetationem  inyeBi,  lianc  arevm  aequaiem  esse  logarithmo 
hjrperbolico    binarii,     ita    ut    ea    per    firactionfea     decimales    slt     l 
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2iz:0,6931471805;  sequenti  autem  ratiocinio  huc  sum  perductus, 
Cum  revera  sit  /  z  —  ^"^^i  q^'*  difFerentiando  utrinquc  prodit 
—  zn  — ,    et   sumto   z    nz   1   utraque  expressio  evanescit,  ioco   0 

scribo  f,  denotante  i  numerum  infinitum,  eritque  1  z  iZL  i  C^'— 1), 
hincque  applicata 


^if 


i(z'— 1)  i(l— »*> 


ct  formula  integralis 

(l-.z)dz 


/ 


id-z') 


Nunc  igitur  statuo  z^czra?^  nt  fiat  zznx*^  ubi  notetur,  pro  utroquc 


.  ntegrationis  termino  zmO  et  zrzil    etiam  fore   aiznO  et  a?ii:l; 
quia  igitur  hinc  fit  ^zz±Lix^ — ^d:^*  formula  integralis  eva^t 


/ 


(1— a?) 


quam  ergo  integrui    oportet  a  termino  »=0  asque  ad  terminum 

$.  4.      Spectemus  nunc  l  ut  numerum  valde  magnum,    et 
fractio  — — - —  resolvitur  in  hanc  progressionem  geometricam 

1  H- a? -4-it"+ a?* -l-iB* -1-«* -4-a?^ -4- . . . .  X»* -~  *, 
cujus  singuli  termini  in  »»— *da:  ducti  et  integrati  praebent  hanc 
seriem 

V         a;«-H«        xi-\r%  a*-^%  a?*'—* 

T^^iipi  "^i-i-2  "^  r+Ts  "^ ^2i— r 
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quac  utique  cvanescit  facto  xznO.  Nunc  igitur  sumatur  a?r=l, 
et  valor  quacsitus  nostrae  formulac  intcgralis  crit 

I     1 i ,     _1 L._l-.  ^  j i_ 

i^  i  +  i  "^i-h^  "^«  +  3  -t-#.«  .  •  •T  2f— 1^ 

ubi  quidcm  littcra  i  dcnotat  numcrum  infinitc  magnum,  ita  utnume*» 
rus  horum  terminorum  sit  revera  infinitu^.  Nihilo  vcro  minus,  quia 
singull  tcrmini  sunt  infinite  parvi,  hacc  series  summam  habebit  fini- 
tam,  quam  scquenti  modo  ad  seriem  ordinariam  reducerc  licct. 

§.   6.       Series    inventa    spectari   potcst   tanquam  difFerentla 
inter  binas  scquentcs  progressioncs  harmonicas 

quandoquident  difFcrentia  A  —  B  ipsam  scricm  inventam  cxhibet  • 
quia  autem  numerus  terminorum  serici  A  est  2  i  —  r,  scrici  ycro 
Bzni — '  1,  ille  duplo  major  est  quam  hic,  quocirca,  .  ut  sericm 
regularem  obtineamus,  singulos  terminos  serici  B  per  saltum  a  seriei 
A  termino  sccundo^  quarto,  sexto,.  octavo  etc.  auferamus^  quo  pacto 
simul  ad  finem  utriusque  pcrvcnietur,  eritque 

A  — Bz=l  — j+i  — |  +  |-.j-f:.etc. 
in  infinitum,  cujus  ergo  valor  est  /2,  ita  ut  nunc  quidcm  solide  sit 

demon&tratum,  formulae  integralis  propositae  /  '^l  ^  casuz— 1, 
valorem  revera  esse  iiz  /  2. 

§•  6.  Simile  ratiocinium .  etiam   ad  formulam  integralcm  ge- 

; accommodari  potcst,  ac  tandem  rcperie- 

/  z 


tur,  casu  z  ziz  1   ejus  valorem  fore  /  ( m  -f*  1 ) ;    quia  igitur 
modo  eiit 
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ab 


=  Z(tt-t-  1), 

Iz 

illa  £ubtrahainu6,  prcxtit  seqneni 


st   scilicet  integrfttto    a  temina  z;;z:0   utque  ad  tenninam  2Z=:  t 
eztendalai:. 

§•  7.  Quia  aiitem  iitec  denqnltraUio^  per  qnantitates  in- 
finitas  et  infinite  parvaa  pcacedit ,.  merUa  ajiam'  methodum  planam 
et  consuetam  desideramus,  <]piae  ad  easdem  summas  perducere  va. 
leat;  quae  quidem  investigatio  maxime  ardua  videbltur^  Interim  ta- 
men,  cum  huper  consideratio  functionum  duas  yariabiles  involven* 
tium  me  ad  integrationem  formularum  difirerentralium  prorsus  singu« 
larium  perduxisset,  quae  aliis  methodis  frustra  tentantur,  ex  eodem 
principio  quoque  integrationeS  hic  exhibttas  derhrandas  esse  intellexi. 
Hanc  igitur  methodum  tanquam  fontem  prorsus  novum,  ex  quo  in- 
tegrationes,  aliis  methodis  inaccessas,  haurire  ITceat,  clare  et  perspi* 
cue  expllcabo,    cui  negotio  istam  disquisitionem  praecipue  destinavi. 

L  e  m  m  a     I^ 
$.8.      Si   P   fuerit    fuhctio  quaecunque  duarum  variabillum 
z  et  u,  ac  ponatur  yP  9  z  zz:  S,    ut    etiam    S    sit  functlo  binarum 
yariabillum  z  et  u,  tum  erit 

D  e  m  o  n  8 1  r  a  t  i  o. 
Cum  in  integratione  formvlae  /?  d  s^  sola  z  ut  variabllls 

3  S 

spectetur,  erit  (-^)  iz:  P,  quae  formula  dcnuo  dlfferentiata^  sola  u 
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pro  variabili  habita,  praebet   (^^)  =  (|^»  q«ae  in  d  z  ducta  et 


■dS< 


integrata  producit   (^"i)  —  /  ^  *  (a"^ ) »    quandoqwdenj    ex    principiit 
calculi  integralis  est 


dzd 


i) 


iU)      1'      ^-      ^- 


CorollarLnm     I. 

§•   9t     Eodcm  modo  per  hujusmodi  diffcrentialia ,    ubi  tan- 

tum   u  pro   yariabili  spcctatur ,  ultcrius  progrcdi  licct,  unde  scqucn- 

tcs  oriuntur  intcgfationes 

,d3»s.  y.^  ,   r^dP^      s 


dtt 


du< 


/^  *  (|i^> 


ctc. 


ctc. 


C  o  r  0  1 1  ar  ium     2. 


|.  10.  Quod  81  crgo  formulayP3«  fucrit  integrabilis, 
ita  ut  ejus  iiitegrale  S  cxhiberi  possit,  tum  etiam  omncs  istac  for- 
mulae  intcgralcs 

/a  ^  (|^)»  /a  2  (^^)»  /a «  O  «t*^» 

integrationcm  admittcnt,   atquc  adco  ipsa  integralia  exhiberi  potcrunt* 

Scholion. 

$.  11.  £x  his  quidcm  formulis  si  in  genere  tractentur, 
parum  utilitatis  in  calculum  integralem  redundat.  At  si  functio  F 
ita  Aierit  comparatai  ut  integrale  y*P  d  2;,  casu  saltcm  particulari, 
quo  post  integrationem  variabili  z  certus  quidam  Valor  puta  z  rrr  a 
tribuitur,  commode  exhibcri  potcst,  ut  hoc  casu  quantitas  S  abcat  in 
functionem  solius  rariabilis  u  satis  simpliccm,  tum  intcgrationes  mc* 
moratflue  pcrinde  locum  habcbunt,  si  quidcm  post  singulas  integratio. 

rol.  IF.  34 
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nes  ponatur  z  zzz  a,  atque  hine  ad  ejusmpdi  Integrationed  plerum. 
que  pervenitur,  quas  aliis  methodis  vix,  ac  ne  vix  quidem  perficere 
liceat:  atque  hinc  oritur 

Primum     principium     integrationum. 

§.12.  Si  F  ejusmodi  fuerit  functio  binarum  variabilium 
z  et  u,  ut  valor  integralls  y*P  9  z  saltem  casu  certo  zz:z  a  com- 
mode  exprimi  queat,  qui  valor  sit  ZIZ  S,  functio  scilicet  ipsius  u 
tantum;  tum  etiam  sequentia  integralla,  si  quidem  post  integratio- 
nem  pariter  statuatur  2=:a,  commode  exhiberi  poterunt,  scilicet 

/d  z  (§1^)  =  (|15) 

etc.  etc. 

Exemplum     L 
§•13.      Si  fucrit  Pzirz^,  crit  quidem  in  genere 

/?dz::=z——; 

M-f-1 

undc  casu  z  zn  i   hic  valor  satis  simplex  nascitur  j^ ,    ita  ut  sit 

S  :=;  j^^ ;    cum  dclndc  per  diflrerentiationes  cbntinuas,  dum  sola  u 

pro  vminbHi  habciuri  pradeat   (|~)  =:  z^  l  z.  tum  vero  {-^)  =, 
t**   (/s)*!  porro 
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hinc  sequentes  obtinentur  valores  integrales,  si  quidem  post  singulas 


integrationes^statuatur  z 

^       ^  ^  u+l 

fz^^dzlz  — 

fz^^dzCjzf 
fz''  d  z  (Iz-)^ 


1 


1.  8 
1.  2.3 


fz^^dzOz)^ 
fz^^^bzQzf 
fz^^dzilzf 
fz^^dzilz)^ 


—        c»+  0* 
unde  concludimus  generaliter  fore 

1.2.  3.  4  .  .  .  n 


+  ^•2.  3*4 

1  •  •  • .  6 
1 7 


■wa.n.> 


ubi  signum  -f-  valet.  si  n  sit  numerus  par,  alterum  vero  —  si  n 
sit  numerus  impar.  Hae  quidem  integrationes  jam  aliunde  satis  sunt 
notae,  id  quod  mirum  non  est,  quoniam  tam  simplicem  formulam 
pro  P  assurasimus:  breviter  igitur  repetamus  eos  casus,  quos  jam 
nuper  cxpedivi. 


Exemplum  2 


§.    14.      Si  fuerit 
Pz: 


1  -H  z** »  ' 

jam  dudum  demonstrayi,  formulae  y*P  d  a    valorem   integralem 
quo  post  integrationem  ponitur  z—  1,  esse 

2ncos>2Jf 
Hinc  ergo  cum  sit 


casu 


(^--) 


r/l  —  tt  —  1 


-|-z 


:>»-|-tt— .1 


1  -+-il5 


2—11 


/^, 


tum   vero 


34 
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(93P)  :::, ^  1_ ±| (/^)»  et 

(?JZn  _  _  ? ±Z (/2)3 

ctc.  ctc. 

ex  cognlto  valore  S  sequentes  nacti  samus  integrationes 

/•2»  —  »  —  »-+- 2»+"  —  *^  -  TT 

I.  y — ^ .= d  z 


1  ^a«»  2  ncoa.fJ' 

2  « 

—^^ a  z  (/  z)«  =  (|||) 


«  —  «  —  1  _i_  -«  +  «  —  1 


/«'  —  *"**  -4- Z»  -*■«  —  »  .  34« 

— i-£^ 3  « ('»)• = O 

ctc*  ctc* 

Excmplam    3. 
§.   15.     Si  fucrit 

simiti  modo  dcmonstrayi,  ralorcm  formulac  intcgralis  /P  ^  z^   casu 
quo  post  integratloncm  ponitur  zzzzi^  fore 

S=f,  tang.f;; 
atque  hino  scqucntcs  intcgrationes  pro  codcm  ctsn  z  ziz  l   fucrunt 
dcductac 
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2«  —  tt  —  1  _  ^n  ^  u  —  1 


/2«  —  tt  —  1    _   2.71  -htt  —  X 
■■ ^ a  zn:  S  =:  JL  tang.  P 


n  —  u  —  1 


4-  3«  -♦-  "  -  * 


,^,..  a^^^=(|i-> 


ni 


niTM 9  -  ('->' = O 


,«  —  tt  —  1    %-„  *+«  — 1 


IV.  J -^^S ^  ^  (^^)'  =  (1^3) 


-£%» 


^- TZI^n -—  5  «  (^  *)*  =  (^) 

etc.  etc. 

S  c  h  o  1  i  o  n. 

§.  16.  Quo  igitur  uberiores  fructus  ex  hoc  principio  cx- 
spectare  queamus,  praecipuum  negotium  huc  redit,  ut  ejusmodi  func* 
tiones  binarum  yariabilium  z  et  u  pro  F  investigemus ,  ita  ut  valor 
formulae  integralis  saltem  certo  quodam  casu  puta  z  n:  1  succincte 
assignari  possit,  quemadmodum  in  allatis  exemplis  fieri  licuit.  Quem- 
admodum  autein  hoc  principium  ex  contintia  differentiatione  est  de- 
dudtum,  ita  eodem  modo  continua  integratio  ad  usum  nostrum  ac- 
commodari  poterit. 

L  e  m  m  a   IL 

§.  17*  Si  P  fuerit  functio  duarum  rariabilium  z  et  u^  ac 
ponatur  /  P  d  z  =:  S,  ut  etiam  S  sit  functio  duarum  variabilium 
z  et  w,  tum  erit  /  S  3  u  n:  /  d  2  /  P  3  ii,  ubi  in  integralibus 

_  _  • 

formiilis  /  P  3  u  et  /  S  3  u  sola  u  pro  variabili  habetur,  in  for* 
mula   autem  f  ^  z  /  V  d  u  sola  z. 
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Demonstratio. 
Pouatur  /  S  3  u  rr  V,  ot  sit  S  =:  (^^),  ideoque 

4|)  =  /  P  3  *,  eritque  (^)rz:P; 
unde,  pcr  3  u  multiplicando  et  imegrando,  crit  (g^)  m  /  P   3   u, 
cx  quo  sequitur 

V  =  /  d  :5  /  P  d  u  zn  /  S  a  «•  q.  c.  d. 

C  o  r  olJ  a  riam     i. 

§.  18*  Hoc  modo  etiam  integratio  repeti  potest ,  unde 
oiietur  talis  aequatio 

/dM/Sdtti=/d«/du/Pau; 

hinc  auiem  plemmqnc  j^aram  atilitatis  exspicctari   potest,  nisi    forte 
istae  iatcgratioQes  c^aoamode  sucoedant. 

C  o  roll  a  r  i  u  m    2. 

\.  19.  Quod  si  crgo  formula  f  ?  d  z  fuerit  inlegrabilis, 
scilioet  ~  S,  altera  hinc  deducta  f  d  z  f  ?  d  u  eatenus  tantum 
intcgrari  potcrit,  quatcnus  integrale  f  S  d  u  integrare  licet. 

Sccundum     principium     integrationum. 

J.  2  0.  Si  P  ejusmodi  fuerit  functio  duarum  variabilium  z 
et  u,  ut  forraulae  integralis  /P  d  z  yalor  certo  saltem  casu,  puta 
5  :Z3  rt>  comraode  exhiberi  queat,  ita  ut  hoc  casu  quantitas  ,S  fiat 
ftiactio  solius  variabilis  u;  tum  etiam  pro  eodem  casu  z  zzz  a  hu- 
jus  formulae  integralis  f  d  z  f  P  d  u  valor  assignari  poterit,  si 
modo   formulam  /  S  3-  u  integrare   licuerit, 
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E  X  e  m  p  1  u  m,    L 

%  u-4-1 

S,    21.      Sumamus   P  —  s^,   eritque    y  P  ^  Z  zz ; 

u  +   1 

quae     formula  casu  5^—1    abit  in  ^j-^^j,   quod  ergo  loco   S  scriha- 

tur.      Tum  vero  quia  est 

/P  a  w  =  /V  'd  u  zn  ~-^ 

l  z 

et   quia 

/  S  d  u  z=z  I  (MH-1),  ^rit 

iz:  /  (liH-  1); 


/ 


si  quidem  post  illara  integrationem  ponatur  z  zzi  1.  Quia  autem 
omnis  integratio  additionem  constantis  postulatv  hic  potius  statui 
oportebit 

—  7  (11-4- l)^C;^ 


/- 


Iz 

atque  hic  quidem  facile  intelligitur,  hanc  constantem  C  esse  debere 

infinitam,  quonifrm  in  formula  integrali  fractio   —  posito  Z  zz:   1    fit 

*  z 

infinita^  ita  ut  hinc  parum  pro  instituto  nostro  sequi  videatur. 

C  0  r  o  1 1  a  r  i  u  m     1. 

» 

§.  2  2.  Quoniam  autem  haec  constatis^  C  non  a  variabili 
u  pendet,  ea  retinebit*  eundem  valorem,  quicunque  numeri  determi- 
nati  pro  u  acciplantur.  Sumamus  igitur  primo  umm,  tum  vero 
etiam  uzizn,  ut  habeamus  istos  valores 


.  J-j^  =:  7  (m  H-  I)  H-  C  ct 
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quarum  altera  ab  altera  subtracta  relinquet  istam  integrationem  no« 
tatu  dignissimam 


/ 


r 


/  %  /1.-4-  1 

quemadmodum    jam    supra    ex  longe  aliis  principiis  demonstravimus. 

C  0  r  0  1 1  ar  i  u,m     2. 
$.    23.       Si    ad    alteram    integrationem    ascendamus ,    qui. 

est  fVduzH' — ,  txii /d  ufVd  uzH'- — ^;  tum  vero  ob 

/S  3  u  —  /  (u  4-  1)  -f.  C,  erit 

/d  tt/S  3  u  z=  (u  -I-  1)  [/(u  -H  l)—  l]-4-Cu-|-D, 

sicque  habebimus  .    < 

^  =(u -H  l)[/(uH- D— 1]4-Cu-1-D, 


/ 


ubi  constantes  C  et  D  non  iab  u  pendent :  quare  ut  eas  eliminemus 
tres  casus  determinatos  evtflvamus 

l)/(m-J-l) — m—  1  -f-Cm-f-D, 


l)/(n-l-l)  — n — l4-Cn-4-D, 

_(A:-+-1)/(A:+1)— A:— l-HCA-f-D, 

eritque 

I  — ni— (m-i-l)/(m-4-  D— (A:-+-l)/(/t-4-l)-»-*— m-*.C(m-Ar)  et 

II  — in=  (  n-+- 1)/(  n-+-D--(A:-*- l)/(A:-4- D-h/t— n-+- C(  n-A) 
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hincquc  deducimus 

(/n4-l)(n  —  /c)/(m  + 1) 

(l-III)(n-it)-([I-IIl)(m-Jfc)z:H*-^  '19"' t}9^^l'^9^~i^'"'^} 
V         ^\      J  \  J\       J   ^_(n-hl)(m— A)/(n-Hl)— (ft-n)(m-A) 

(fe-+-l)(m— A[)/(fc-t-l) 
atquc  hinc  pervenlipus  ad  sequentem  integrationem 

d  z  [{n-k)  z^^—jm  —  k)  z''-+-(m  —  n)  g*]  __ 


/ 


(mH-1)  (n — *)/(m+l) 
(n-l-  1)  (m  — to/(w-h  1) 
(fc  ^-1)  (m  -.n)/(fc+  1). 


Corollarium      3. 
^5.   24.     Operae    pretium  erit  aliquot    casus   evolvere,    ubi 
quidem  numeros    m^S^  et  k    inter    se   inaequales   accipi  convenit, 
quia  aliter  omnes  termini  se  destruerent. 

I.     Sit  igitur  vn  n:  2,  nzm  i   et  fc  zz:  0,  erit 
/^^=3/3-4/2=/^. 

IL   Sit  m  —  3,  n  zi:  1   et  fc  —  0,  eritque 
/^''~gy^''=/'-^,-^V-^^=4/4-6/2-2/2i:/4, 

III.  Sit  m  —  3,  n  —  2  et  fc  —  0 ,  et  erit 

•^  ~ {Tzj^ —  ^  {p^ *  ^4-9/3_/|,, 

IV.  Sit  m  —  3,  71  —  2  et  fc  ~  1,  et  prodit 

CoroIIarium      4. 
{•2  5.      In    his  casibus  notatu  dignum  occurrit,  quod  nu. 
merator  in    formulis  integralibus^  factorem    habet    (% -^  1)^,    quod 
Fol.   ir.  35 
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ideo  necessario  usu  venit,  ne  valores  integralium  evadant  infiniti. 
Quia  enim  dlepomj^atqr  (22)^  evanescit  casu  zmz  1,  si  ponamus 
zziz  i  -^  Ci) )  oxistentct  ca  inflQite  paryo,  erit 

/ z  zi;  —  0)  et  (/ 2)*  zz  -+-  (0  (0. 
Necesse  ergo    est    ut  in  numeratoi'e  adsit  factor,    qui  casu  zzn  i 
—  0)  itidem  praebeat  cu  ci),  quod  evenit  si  ibi  factor  fuerit  (z- 1)^ 

S  c  h  o  1  i  o  n. 
§.  26.  Integratio,  quam  in  coroUario  primo  sumus  nacti, 
ideo  omni  digna  videtur  attentione,  quod  valores  integrales  inde 
nati  casu  S=:l  nuUo^  adhuc  modo  assignare  potuerim,  etlamsi 
tam  simpliciter  per  logaritbmos  exprimantur.  At  vero  integrationes 
ip  coroUario  secundo  inventae,  etiamsi  multo  magis  arduae,  videan- 
tur,  tamen  ex  prioribus  ope  reducUonum  cognitarum  non  difBcuIter 
derivari  possunt;  id  quod  prq  unico  CdSU  ostendisse  sufHciet.  Po- 
namus 

critque  difFerentiando 

{y%Y    '  —  z»."^  »(Z»)^  ^'Tr  ' 
unde  aequatis  terminis    seorsim    vei'  pcr  (/Z)^    vel  per  1%  divisis, 

habebimus  bas  duas  aequalitates 

(z  —  D^  iz:  —  I  ^  ^p-^  ^  sr.a  2, 
€x  quarum  priorc  oritur  p  —  —  2(2 — l/,  hincque 

—  =:— 322H^42^-i, 
ideoque 

^ZII  3  22  —  4  2H-  f, 

ita  ut  sit 

^az(g  —  1)«  -«g(g— 1)>         /.(Sgg  — Ag4-0 3« 

^     \i%Y  ~  -^      ^z^i"^  "*••/  ■" — T5  ' 
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hic  flutera  prms  mterabrura  posito  Z  ±z  1    sponte  cvancscit;    posito 
enim  z  zr  1  —  03,  ut  sit  Iz  zn  —  Wy  erit 
^Zi:  — (0(0   (l  —  (o),  ideoque 

^—(0  (l  — -  (o)  mO,  ob  (0  =  0: 

posterius  vero  membrum  in  has  partes  discerpi  jiotcst 

^y f^^ -/^     I »      * 

cujus  prioris  partis  integrale  est  3 /|,  posterlorlS  vcro  —  1  /i; 
sicque  totum  hoc  intcgrale  erit 

3/|  — /2zz:3  /3  —  4/2zz:/|^, 
prdrsus  uti  invcniraus.     Hoe  igitnr  mddo  si  in  gchere    statuaihus 

erit  diffcrentiando 

unde  istac  duae  Auuht  aequalitates 

Jam  ut  terminus  ^-  evancscat  posito  is  zz  1 ,  nuineratoi'  p  facto- 
rem  habere  debct  (s — l)^;  qui  ergo  etiam  faotor  essc  debct 
quantitatis  Y.     Sit  igitur 

V  :zz  HiEril)!,  eritquc  p=z^V  (z  ~  l)^ 

unde  fit 

Dpzz:—au(z— i)2-2Uaa(z-.i)zz(«—  l)[au(«-^l)^2Uaz], 

hincque 

gdz  =  (z-^  i)[2Ua2~.dU(2— 1)]; 

ad  z 

quia  ergo  q  ftetorem  hab^  i-*-^  i ,  fomnila  /j^  scmpir  in  pzt^ 
tes  resolvi  potest,  quarutn  int^gifalhi  pier  ooronarkrai  primiiim   assig- 

36* 
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nare  llcet,  si  modo  U  fuerit  aggregatum   ex  qnotcnnque  potestatl- 
bus  ipsius  Z\  unde  sequens  deducitur  theorema. 

T  h  e  o  r  e  m  a. 
$.   2  7.     Si  fuerit 

ita  ut  summa  coefEcientium, 

A  +  B  +  C  -H  D  H-  ctc.  =  0, 
tum  erit 

/^z=A/(a-^l)  +  B/((3H-l)-H-C/(Y+l)-hD/(5+l)+etc. 
sl  quidem  post  integrationem  statuatur  2  ~  1 . 

< 

D  e  m  o  n  8  t  ,r  a  t^ti  o. 

Cum  hoc  ipso  casu,  quo  post  integrationem  ponitur.  2=1, 


sit 


/-> 


2 

dc*notante  A    itlam  constantem  infinitam  integratione  ingressam,  erit 

A/-r zi:A/(a4-l)-f-AA, 

eodemque  modo 

rzPdz 

By-^  =  B/03-M)H-BA. 

etc*  etc. 

si  nuQc  baec  integralia  omnia  in  unam  summam  colligantur,  erit  ob 
(A  +  m-CH-D4-  etc.)  A  =  0 
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integrale  quaesitum      .'       i 

/^^l^iziA/Ca+O-t-B/ClS+O+C/Cv+O-l-D/CS-H  l)  etc. 
q.   e.   d.     -     -,         •  : 

C  Q.r  o  1  1  a  r  i  u  m     1. 

§.  28.   '  (i^W  iupporiimus 
A -h  B  +  C -f- D  r4rT..etCi  =  0, 
evidens  est,  formulam 

P  1=  A  z«  -f-  B  zP  H-  C  z'V  ^^  P  z*  +  ctc. 
factorem  habefe  2  — -  1 ,  quemadmodum  jam  ante  notavimus. 

C  o  r  o  1  I  a  r  i  u  m      2. 
§.   29.     Quia  est 

^2,        i;    2,  ,s  -^-.     ^^      »   .  i.g.3  *  ^ 

hoc  valore  loco  P  posito^  erit  Aziz  1    et  (tzzn,  demde 

B— —  I  et  przn—l,       \       - 
porro 

C  =  ^,*l  et  yz^n  ~  2,  etc. 
hinc  igitur  erit 

si    modo    exponens    n^  fuerit  nihllo  major^   veV  saltem  unitate  non 

minor,  quia  alioquin  casu  Z  in  1    fractio  ^ —    fieret    infinita ; 

/  % 

hoc  autem  non  obstante  area  supra  considerata    fiet    finita,    ita    ut 
sufHciat,  dummodo  sit  n  ^  0. 
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Exemplum     2. 
§.  30.     Sit 


•,  erit  /P3z 


Z2«  *  -^  ""2   n  C08.  2L»* 

27X 

si  quidem  post  integratioaem  ponatur  s  zrz  1 ,   'i^uem  ergo  valorem 
litterae  S  tribuimus.     Nunc  spectata  z  ut  ooij^l^te,    erit 

f?duz=i  j-^,  (/2»  —  ^  * d  a -fi/^^H-t^^ *  d  ik), 
ideoque 


•^  (1  _^  Z»«)/2 


.* ' '      t 


unde  fiet 


/Sdu=:f- 


cum  igitur  sil  coa.  ~  ~  sm,     \%     ^  ^^*' 

foauziz  I ; -r- 

J  2  n  sin.  '^JlLii^).' 

2  n 

hinc  si  ponamus 

^J^^  =  (|),    eritdCf)--.^, 

ideoque 

/SDw=:-/^^^~-/tang.  44),  ■ 

quocirca  habebimus 

/Sa«  =  -/tang.2^1i2, 

ha  ut  posito  post  integrationem  z  =  1 ,  assecnti    sumu$  hanc    mte- 
grationem 


/■ 


Z, ^  9«—         /A  '7r(n— tt) 


Z 


•     1 M.  '»r(n-4-tt) 


«.  t  .  i 
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£  X  e  m  p  1  u  m      3. 
§..31.     Sit 


1  —  z"» 

TT     . ftU 


,  ^rit 


/P32  =  it.ng.;-| 

unde  fit  , 

hinc  cum  slt 

nanciscimur  sequqntem  integratioQem,:  ai  quidem  integrale  a  termina 
zzz:  0  usque  •  ad^  terminum  zzz  i   extendJBttur,  ' 


/ 


Haec  quidem  dno  posteriora  exempla  jam  ante  fosius  expedivi ; 
unde  iis  magis  eTolTendis  non  immoror,  sed  ad.  seqpens  problema 
progredior. 


P  r  0  b  1  e  m  a. 

§.   32.     Si  proponantur  hxu  duae  $€rie$  infinitae 
PiiziZcos.  M  4-z^co8. 2u4-Z^co8. 3  u-f-S*'co8Uu-=f=-^*co8.6u-f- etc.ct 
Qzzizsin.  u-|-.%^sin.  2u+z*sin.3u-+-a*8in.  4  u-|-z^sin.  6  u^tic. 
quae  bina$   variabile$   z  et  u    involvunt\  inVenlr^e  r€latibne$  inter 

formula$  integrale$  /— ,  f?du  etf^^,  /Q  3  u ,  alia$que  for- 

mula$  integrale^  per  contihuam  integrationem  inde  nutas. 


\ 
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S  o  1  u>  t  i  o. 

t 

r  , 

Cum  utraque   series    sit  recurrens,    reperitur  per  formulas 


finitas 


zcos.u-^zz        ^    r^  zsm^u 


unde  fit 

y        jz      — — y     1 — ^ZCOS^U^^ZZ  r     \  *  w 

ita  ut  sit 

z 

tum  vero  etiam  erit 


/^=— /Qd";- 


^Qd». /»  9gsin.  tt \    ■  .^  g  m.  tt 

•/  ~«     ^.X-««cos.tt+«»    -^  «F^fi^Pg-  iZT»  <>of;  tt» 


at  si  iste  arcus  differenti^tur  suQito^  soldr  rmgvlfi;  li  Tariabili,    exit 
5—  o  .  arc.  tang.  7— — r- —  :3i       ^ .-   ■!'■     ,  • 

dtt  o     1  — »roj.  tt^^l  — 2J&C0S.  tt-p  «  » 

ita  ut  sit 

§.   33.      Yerum  eaedem  telationes    facilius  ex  ipsis  seri^bus 

derivantur:  cum  enim  sit 

P  i:  z  cos.  u  -f-  z^  cos.  2  u  -+-  z^  cos.  3  ii+2;*cos.4  w+etc. 
erit 

rVd  Z  Z  COS'  U     I     ZZC0S.2U      ,     z^coy.Stt     i_^x^      ^i. 

y   J5     —     £        I 2         I 3    "  nr  ^^c-^  c^ 

rTk'^,. zsin^u     .    zzsin»2u     .    z^nn.Stt     ,       . 

/Pd  wziz— ^-r--4 ^ ^* — 3 — ^etc, 

et  quia  est  . 

Q  zzizsin.  M  +  ZZsin.  2u^z^i\n.  3  u-f-ctc.  erit 

fQBz  — 5££»2_tt     ,    zzsin.2u     ,    z^sfn.3tt  ^  , 

/•r>   ^   ,,  ZCOS.U  ZZC0S.2U  Z^  C0S.3U  .^. 
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tincle  mamfestum  est^fore 


/ 


Vdz 


-fQduttf^  =f?du. 


§.  34.     Quo  hoc  modo  ulterius  progredi  liceat,  statuamus 
brevitatis  gratia     .                        ^ 

p/     ^gcoi.u   ^   ZZCOS.2U       z^cos.Su  ,  .            fy     ^zsin.n^   zzsiru2it  ^  z^sin.^u 

'^       -       1       ^       ~2         ^        3        -HCtC.eiVi       -       1       •+"        2         ** 3 

p/V    —  ^  cos.u       zzcos.  2u  ^  z^  cos.  Stt 

p///  ^  g  COJNtt     ^     gg  C0J.2tt  Z^COJ*3tt 

p////-,gcO'y>«     ggcoj.gtt     g^co#.3tt  ,  ^^^        /y///— ^^*'*'    .  . 


12    -i"-^a r^— 30 hetcet  Qf^  =-, 


-i-etc.  et  v2  ^  —  ~i» 


/,   _  zsin.  u       zz  sin.2u       ^3^,,,  <^^ 
/// ^zsin.u   .   zzsin.2u    ,    z^j/n.3tt 


etc. 

etc. 

4-  etc. 


etc. 


ctc. 


2*  •         3» 

tt       gg j/n.2tt  ^    fc^ j/n. 3tt    , 

24  ^""34 +  ^tC* 

ctc.  etc 


et  hinc  comparationes  ante  inventae  continuabuntur 


V    z 
p//  - 

p///. 
p////.^  r? 

etc 


/ 

:/ 


P  3» 


z 
^'dz 


z 
z   . 


-fO.du,   Q^  = 

;-/Q''"'au,Qr^': 

etc.  etc. 


/ 
/ 


Q.d« 


fPdu, 
fP^dm 
fV^du, 

etc. 


unde  plures  insignes  relationes  deduci  possunt. 


^.  35.  Maxim^  autem  notatu  dignae  et  ad  nostrum  insti- 
tutum  accommodatae  sunt  eae  relationes,  ubi  formulae  integrales,  in 
quibus  sola  z  est  variabills,  reducuntur  ad  aiias  formulas  integra» 
les,  in  quibus  sola  m  est  variabiiis;  cujusmodi  sunt,  quae  sequuntur 


F^  = 
Vol.  IV. 


r-|-«=-/(iau,     . 

f-^f^^=:^fduf?du, 
j'^f^^mi^^fBufdufQ,du,\ 
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etc.  etc.  etc. 

Similique  modo  pro  altero  genei?fe" 

.  Qf  ==f^^^+f?du, 
o-'// _:  y^y^y^  ^  ^  fBufdnfB? u, 

Q////_.  y^y^y^|2|£  =^fdufdufdufPdu, 

Q^  =  frf  '-^fTfif^  =  ■^Jd^/^u/du/du/PB  u.       ^ 

etc.  etQ..  X     '     etc.        v 

§•  36.    Quod  81  jam  nostrarum  serierum,  sive  quoc)  eodem 
rcdit,  quantitatum     ^        '  • 

P,  K  P^',  P^"',  P'^  ctc.  ct  Q,  Q^  Q^  Q^^  Q'^^^,  etc.  co» 
tantum  valores  desideremus,  quos  adipiscuntur  posito  2z:l,  hoc 
commodi  assequlmur,  ut  in  formulis  integralibiis,  ubi  solus  angulus 
u  pro  Tariabili  habetur,  statim  ante  integrationes  ponerp  iiceat  z  z:  1 , 
hoc  autem  facto  eric  < 

tum  vero  porro 

/Pdu  z=z  A— {w, 

/3m/P8  u  z=  B  H- Am  — I M  M, 

/a  M/d  w/Pd  u=:C-hBu-hi  Auu.--^  u*, 

/3  u/a  u/d  M/Pd  u  =  D~f-  Cu  -4-  i  BuM  -+- 1  Att* — ^J^  u*, 

at    pro  formulis,    ubi  cst  Q,    calculus  uon  tam  concinne  succedit; 
crit  enim 


\ 
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Q=|COtjM, 

/Q^M  =  Zsin.  |u,  * 

/9  K/*Q  3  M  zzzfbu  l  sin.  I  u, 

quae    fonnula   cum  omnem  integrationem  respuat,    vix  ulterius  pro* 
gredi  iicet;  interim  tamen  erit 

/9u/3u/Q3u  zi:y9u/3M/sin.  iw, 
fdufdufdufdQ^  u  :rzjdufdufdul  sin.  iu.      ^ 


§.   3  7.    Quod  ad  priorea  ^P^^a^  Tariabilem  z  inToIventes 
attinet,  per  notas  reductiones  elicitor 

ubi  prius  membrum  IzfPdz  evanescit  posito  2  ==:  1,  tum  vero 


/ 


/?/ 


/?/?/ 


-hf 


quibns  ezpressionibus  ulterius  exhibitis  coUigimus  fore 

Vdz 


r : 

pIV 


/ 


rVdz  ^  jh^ 

J     z         1*2 


Q^: 

QIV. 


/^' 


/113»  .  (!»)' 

/iiag   (fe)' 

y    z        1-2-3- 


§.38.     £x    his    igitur  sequentium   formularum  integralium 
valores  as^ignare  possumus,  casn  quo  Z  zz:  1 , 


P    : 

P'  ; 

p// 


:/—=::— /8m.|tt, 

•y-T-  •  77?  zn/dufdul nn.  iu. 
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pv//-~_y]^ .  (i|2!  zz  D-4-CwH-  |Bmu-+- jAu»—  ^u\ 

PV  =4-/4^-i^  =  /d«/du/a«/att/sm.iu, 

etc.  etc. 

Eodem  modo 

Q     =i:|c6t.  §M, 

Q^    =/^  =  A-|«, 

Q"  =:-/2|^.^r:-/9u/8in.|u, 

Q..  -H-/^  •  <-^  =  -g- Bu-  J  Auu + 1?,  u', 

Q!'''z=z^J^ '  ^^  =z/du/dujrduUm.  §u, 

qv  --^y^.  (^  r=E-HDM-+-|CMu-f-|BM»-+-6 Au*-5fctt*, 

etc.  etc. 

§.   39.     Cum  jgitur  sit  "• 

■  1— -2SC0J.tt-|-»»  ^  "^^  1^2* COj.tt -+-'»«  * 

hactcnus    id    suxnus   assecuti,    ut  harum   duarum   formularum   inte*- 

gralium  . 

J  1— 22coj.tt-h»»  v^/     ^''7  1— 2»cof.tt+»»  V^/ 

valores  casu  %:zzi  commode  per  angulum  u  assignare  valeamus, 
si  raodo  constarct,  quo  facto  quantitates  A,  B,  C,  D,  etc.  deter- 
minari  oporteat,  id  quod  vix  alio  modo  nisi  per  ipsa^  series,  utide 
hae  quantitates  sunt  natae,  fieri  posse  videtur. 

§.  40.  Omissis  igitur  formulis  integralibus ^  quae  quanti- 
tatem  Q  involvunt,  quippe  quarum  integratio  minus  succedit,  alte- 
ras  tantum  consideremus,  et  posito  statim  Zi=:l  ubi  sit  F  =: — |, 
ita  ut  sit 

cos.  MH-CO8.  2u  ^  c6s.  3U-4-C08,  4u  -+•  etc.  zr: — ^, 
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si  per  du  multiplicemus  et  integremus,  habebimus 

Q/  _^  jfn.it    I    sin.2u   •    sin.Su    •    sin.Jiu    i    sin.Su    •      , 
—  — — I      flT-  "1 — 5      I — i — I — j^ r  etc. 


A— JM, 


quae  constans  nihilo  aequalis  videri  pot^st,  quia  posito  u  zzz  ti 
summa  seriei  eymescere  videtur;  at  sumto  angulo  u  infinite  parvo 
series  praebebit 

u-Hu -+-U  H- je-f-M -4- M-+-etc.  ct  infinitum; 

notum  autem  est,  talem  seriem  summam  finitam  habere  posse^  unde 
hoc  casu  omisso  statuamus  uzztt»  seu  potius  urzTr  +  o),  pro* 
dibitque   hae&  series  existente  u  angulo  infinite  parvo, 

—  0)  -t-co  —  (0-^0)  —  0)  -f-  w  —  co  -+-  etc. 
ubi,    quia   signa   altefhantur,   nullum  edt  dubium,    quin  summa  seriei 
evanescat,    quae   cura   esse   debeat   A  — 'J,    evidehs    est,   fieri   con* 
stantem  A  z=:  |7r,   ita,  ut  jam  habeamus 


O 


sinM     y^  sin,2u    t    sin^    , 


sin»iu    I    sin.5iu 


-f  etc.  =: 


Tr— u 


1        •       a        •       3        •       4        *       5        ' 2 

4 

Hoc  modo  constantem  determinandt^  Illustr.  Daniel  Bernoulli  pri« 
mus  est  usus,  qui  praeterea  multa  praeclara  circa  indolem  harum 
serierum  annotavif. 

m 

§.41.    Multiplicemus  porro  hanc  ultimam  seriem  per  — T^Uy 
et  integratio  dabit 

p//  _   cos^u  t    cos.^u   t^  eo^u       cosAu    \  ^ 

ad  quam  constantem  inveniendam  ponamus  prtmo  a:z:0,  fietque 

7a-h2^  +  ^a  +  |i  +  ^-4-f,4-etc.  =  B. 

Cujus  seriei  summam  jam  pridem  primu$  demonstravi  esse  ==:  ^ ; 
verum  si  haec  veritas  nobis  csset  ignota,  egregia  illa  methodp  a 
magno  BernouUio  adhibita  utamur,  ac  ponaous  uzzznt  eritque 


-j         ^u    ,    uu 


1    ^  i 


B 


Tnr 


inr 


+  7nr  ^_  »5        ^» "  . 
T  —  *>       A  * 


\ 
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ambae  hae  series  additae  dabunt 

cujus  duplum  praebet 

L-i.L_uL -4-1-4-2 uL — iB ~  —  B- 

unde  coUigitur  B  r=  ^,  ita  ut  sit. 

T,//  ___  c«. tt  .   cor.  2a   I   eoi.Su  .   ccf ♦  4«.    ,      .     __  ■jrir      ire   ,   uu 

*^    — -7« — r-2a--1     35     I     4r--+-ew —  —  — -|-_. 

§.  42.     Eodem  modo  ulterius  progredlamur ,    et  denuo  per 
du  multiplicando  et  integrando  adipiscimur 

Qv/  —  f^  4-  fi^  4,  «^  4-  fij-ili  4.  etc.    '  . 

ubi  si  statuatur  u  ziz  0,  summa  seriei  ihanifesto  evanescit,    prodiret 
enim  posito  u  zn  (O 

quae  ob  OJ  —  0   fit  izi  0,    sicque  erit  C  ~  0,-  ideoque 

^/// sin.  tt    I    sin.  2u   i    sin»  3tt       5/n.  4tt   •.  ^_  •irTrtt      Ttttt   ,    tt* 

Vd    — — r--r-i— -1 — 3— 4- -^ -h  etc.  —  -^g r"T"i2^ 

§•  43.     Ducatur  haec  series  in   — du^  et  integratio  prae- 
bebit 

plV  _  COS^  ^  C(M.ftt  ^  c<y.3K  ^  C«. JE  ^  ^^^^ 

—  "n        'ynrtttt    I    Trtt*         tt* 

IF"  "^    12    "^48^ 

hinc  sunjto  m  zz:  0   fiet 

nunc  vero  fiat  etiam  uzztt,  fietque 

14     «^  24  34     •     l4  ~  54     »     ^^^ ^  48* 

hae  autem  ambae  series  additae  dant 
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quae  octies  sumta  ut  numeratores  fiaut  =  2*,   praebebit 
i5  +  l,  +  f,+2,+  etc.  =t6B-r, 

unde  oritur  D=:^,   quae  est  eadem  8nmma  serlei 
quam  jam  dudum  inveneram,  habebimus  ja^    ' 

— ^     14     ~1        54      "T     34      -T  rj^      1- 


§.   44.     MultJpUcando  iternm  per  du   et   integrando  con- 
sequimur 

QV  =  !|i  +  % ?5  +  =|i'  +  '-^i»?  +  etc. 

p         w*»        ^r'a'    I    int*         ii*_  , 

90  5«     ~>"  48  240  > 

ubi  utl  in   casu   penultimo   constans  E  iterum  fit  ::=:  0,  ita  ut  ha- 
beanws 

Q^  =  —  +  77- + -35- + -j.- +  etc. 

,        iT*u         ir*tt'    ,     mi*  a* 

■~~    90"  3fi~  "^4*^         240 ' 

§.    46.     MultipUcemus  denuo   per  —  du,    prodibitque   in- 

tegrando 

pVI fO^-«    I    et 

-p        Tr4    ttn    ■    ■mr   w    -   ir 

90*  «   "r   6  '«4        2-'i 

ubi  ad  comtantem  determii%ndam  pon^tur  u  c::  0,  eritque 

T^  +  P+ji-f  ?  +  etc,  =  P, 
tum  vero  sumatur  u  ir:  tt,  et  fiet   , 

-  IT  +  ;:  -  p  +  j;  -  etc.  =  F— jij. 
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quae  additae  dant 

gs -*- j: -r  6»  ~r  «i 'T- "^*  =-•-*— 480 » 
quae  multiplicetttr  per  32,  ut  omnes  numeratores  fiant  64 
et  orietur 


2\ 


unde  coUigitm'  F  r=  «iJt  ila  ut  slt 

pvi  -—.  ^hl  JL  '^"'*^  -1- 


ir* 


6AV--- 


cos.tt    f    co(»2u    I    cof«3tt    I    cof. 4tt 


i"; 


1« 

nt* 
945 


+  ^-r^-i--5tc. 

90*T"^  6  *24        2  *iJo    «    2*720 


r 


§.  46.  Kas  series  ulterius  continuare  superfluum  foret, 
cum  lex  progressionis  jam  satis  sit  manifesta,  praecipue  si  in  sub* 
sidium  vocentur  summationes  potestacum  reciprocarum  parium,  quas 
olim  usque  ad  potestatem  trigesimam  supputatas  dedi.  Quod  quo 
clarius    perspiciatur ,    istas    summas    sequenti   modo   repraesentemus 


24 


34 


44 


54 


+  5T  +  F  +  |.  +  5^  +  i3'+-etc. 


etc. 


aTTTT,   ut  sit  a  r 

=« 

j37r*,    ut  slt  p- 

=^ 

Y^TT^  ut  sit  y  z 

=§^ 

Stt^,    ut  sit   5  - 

=  9*^ 

ctc. 


etc. 


etc. 


atque   his  positis,    sequentes  habebimus  integrationes ,   pro   casu  sci 
licet  %  n:  1, 


q:  : 
p// . 

piv . 


-/ 
+/ 

-/ 


d%  sin»  tt 


1— >  22  COS.  tt 

ds  (cof  .tt—s) 

1— 2%cos.  tt-f-ss 
ds  57n.  tt 


J7r— |a  zz  Arc.  tang.  5" 


sm.  tt 


2scof.ttH-*9SS 
^g(co^.^tt— g) 

1—2»  C0;.tt  +  2S 


•  Y  —  ^TTTr 

2 
6 


COI.tt 


i7ru4-|.^ 


aTrTr 


tt 


Vtt  tt* 


V-  =  P7r*-.a7r7r*-4-i7rt-2-— 1*57 


24 
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etc.  etc.  etc. 

» 

§•  47.  Operae  pretium  erit,  aliquos  casus,  quibus  an« 
guTo  u  datus  valor  ^ribuitur,  ob  oculos  exponere.  Ponaxnus  igitur 
uznO^  quo  casu  formulae  nostrae  alternatim  evanescunt,  reliquae 
vero  praebebunt 

/dz     ,^       ■  TTTr 

— /Z=a7r7r=--^ 

«      120    y^     945 


J  1— 

his    affines    sunt   formulae,    quae    oriuntur  ex  positione  uzziTr,    ubi 
iterum  abeunt  alternae  sinum  u  involventes,  et  remanebunt  sequentes 

/dz     ^ 'n"7r _ 
—  ft—--^— -SctTrTr 

J  i  +  £      6     —        730  gP^. 


J  l4-«      720  ~         128'^'* 


8 


§.  48.  Hic  notatU  dignum  occurrit,  quod  valores  alterni, 
quos  hic  omisimus,  etiam  evanescant  posito  u  zz  tt;  deinde  non 
minus  notatu  dignum  est ,  easdem  formulas  quoque  evanescere 
posito  u  —  27t,  sola  prima  excepta,  quippe  quae  etiam  non  eva- 
nescit  posito  uzizO;  reliquae  vero,  scilicet  tertia,  quinta,  septi- 
ma  etc.  certe  evanescunt  casibus  u—  0  et  u  ziz  tt,  quin  etiam 
u  —  27r.  Quod  quo  clarius  appareat,  has  forraulas  per  factores 
repraesentemus,  eritque  tertiae  valor 

Vol.   IV.     '  .  3  7 
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—I  ^u  (tt-— w)  (27r— w),  . 

quintae  vero  valor  reperitur 

^  (tt— m)  (27r— -w)  (47r7r-+-67rM-— 3wu), 

quod  etiam  in  sequentibus  usu  venit.  In  genere  autem  obser- 
vari  meretur,  omnes  nostras  formulas  sola  prima  excepta  eosdem 
sortiri'  valores,  sive  ponatur  w  m  0  sine  u  izi  27r,  quippe  qui- 
bus  ^  tam  idem  sinus  quam  cosinus  respondet.  Videtur  quidem 
cundem  consensum  locum  habere  debere,  si  ponatur  u  rz  47r  et 
wzr:  67r,  verurii*  IWxxstr.  BernoulUus' ^eim  ruculentef  ostendit,  an- 
gulum  u  in  his  valoribus .  non  ultra  quatuor  rectbe  augeri  posse. 
Hujusmodi  autem  anomalia  etiam  in.  omnibus  vnlgaribus  seriebus 
quibus  arcus  exprimuntur  occurrit;  atque  adeo  in  Leibmziana, 
inqua  est 

—  ^^»g*  ^        O^^S'  ^y    .    jtang.uy         (tang.  uy    ,    (tang.  ti>*  '  . 

angulum  u  non  ultra  180  gr.  augere  licet.  Si  ehim  poneremus 
u  zn  18  0^-4-  w,  foret  utique  tang»  u  z^  taiig.  u,  neque  t^men  sc* 
ries  illa  exprimeret  arcum  7r-4-u  sed  tantum  areum  u^  cujusmodi 
phaenomena  etiam  in  aliis  similibus  seriebus  locum  habentt  Quod 
autem  prima  series  hinc  plerumque  excipi  debeat,  ratio  in  eo  est 
sita,  quod  in  formula  integrali  posito  u  —  0  denominator  fiat 
(l  — !&),  qui  casu  zziz  i  evanescit,  ideoque  formula  in  infinitura 
excrescit,    id    quod    in    sequcntibus,    quae  per  Iz  sunt  multiplicatae, 

non    araplius    evenit,    quia  ^^^^    casu  z  zn  1    non    amplius    fit  infi- 

nitus  sed  tantum  zi:  —  1 ,  et  si  major  potestas  logarithrai  adsit, 
fit  adeo  zn  0. 

§.  49.  Ponaraus  nunc  etiam  m~90V  seu  wzi:'|,  ut 
sit  cos.  u  zz:  Q  et  sin.  u  zn  1,  hocque  casu  oranes  formulae  ge* 
nerales  sequentes   obtinebunt  valores  

ZZ    "^   5 


J  1  + 
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J    1  +  ^^ 


48 


(I  %y      TT» 


f 

J  l  +  SB»'      2      ~  32 

y  1  +  »»*     6     ~       90-128* 

etc. 

§.  6  0.  Consideremus  etiam  casum  uzz60  ,  sive  uzn'^^ 
ut  sit  cos.  M  zz  J  et  siu.  m  —  ?^ ,  et  formulae  generales  perducent 
ad  sequentia   integralia 

1  f  ^g  (1*^2»)  1      ,^  ^^ 

2  y  1  — js  +  »2S ^^  "^        36 


T^3   r         3»  (Za^^^STT* 


/ni 


2    y  i^2i  +  2z      2  162 

Simili  modo  si  ponamus  uzzi  120^zz:?p,  ut  sit  cos.   w  zz  —  | .  et 
sin.   uzz:^^  sequentes  integrationes  istis  afBnes  prodibunt 

2  J  i  +  a-j-z»'~  3 
y  Y^g  (l-t-2g)  /„.  _  ^^  '"""' 
,         Syi  +  a-J-»»^  .18 

T^yi+a+aa^^^^Sl^ 

sicque    pro    lubitu   numerus    hujusmodi    integrationum    speciaiium  au* 
geri   poterit. 

§.  61.  Quemadmodum  ,  istae  integtrationes  memorabiles  ex 
priore  serie  nostra  P  posito  2  znl  sunt  deductae,  ita  eodem  modo 
alteram  seriem  Q  pertractemus.      Cum  igitur  sit 

Q  zn  sin.  u  -f-  sin.  2u  -h  sin.  Zu  -h-  sin.  Au  +  etc.  zz  |  cot.  |  w, 
si  per   —  du  multiplicemus  et  integremus,  reperitur  series 

O/  .    COS-U    I     C0J.2U    .     cos^u         cos.ku      1         ^     .  .  I  ^*       T  .      A 

P^  =  — — I r"+~F"**"~4 hetc,  =  1  — /sm.jMH-A, 

pro  qua  constante  determinanda  ponatur  w  zz  tt,  ut  sit 
—  l  +  J  — l+J  — i-hj  — etc.z=:A^^ 

37* 
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quocirca  fit  A  m  —  /2,    ita  ut  habeamus 


% 


n/  cos.  u    ,     cos»  2u     ,    cos.  3u    ,     COS.  4tt  ^       f^     . 

P'  =  -r^-r"^ r"  +  "l netc.  =  —  /2sm.  i^, 

pro  quo  valore  scribamus  brevitatis  gratia  A  :  w ,  si  quidetn  eum 
spcctamus  tanquam  certam  ipsius  u  functionem,  ita  ut  sit  P'~  A  *•  "• 

§.   52.      Muitiplicando    porro    per    3zi    et    intcffrando,    nan- 
ciscimur  hanc  seriem 

Q// sin.  u    .    sin,  2u    ,    «n.  3tt    ,     sin.  4tt    ,       ^  >^     a  a  / 

=  ;:^a-  +  -2^  +  -3-  +  — a—  +  etc.  :iz/duL  :u—L:u', 

ubi  haec  formula  integralis  involvet  certam  cbnstantem,  quam  fa- 
cile  definire  licet  ex  casu  m  "zz  0,  quia  cnlm  series  evanescit,  fieri 
debet  A'':  0  zz:  0,  sicque  integratio  plene  determinatur. 

$.   5  3.     Si  eodem  inodo  ulteriusprogrediamur,  multiplicando 
per     — 3m,  prodibit  haec  series 

Jam  ad  constantem ,  quae  in .  hac  iexpressione  continetur ,  definien- 
dara,  sit   l^unzO,  eritque 

IT  +  5i  +  5jH-jj  +  |;+etc.  =.t/''.0. 
Sit  2^  u-rzm,  ct  fiet 

—  j?  4-  |j  —  gj  +  Jt  —  |j  +  etc.  =  A^'':  7r,. 
quibus  additis '  prodit 

F  +  |3  +  |?H-i3-+-  etc.  =  ^'''O  -h  A'^:  TT, 
hacque  quatuor  sumta  erit 

'"  I^+|T  +  i?-hJi-f  etc.  =3-4 A"'': d  •+-; AL'' : tt  =  A"'' :  0 , 

unde  oritur  »• 
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ex   qua  constans  in  formulam  nostram  integralem 

ingressa  determinari  debet. 

§.   54.      Multiplicemus  denuo   per  5u,    et  integremus,    pro- 
dibitque; 

atque  haec  functio  A^''^  w  ita  debet  determinari,  ut  evanescat' sum- 
to  uzzL  0,  sive  ut  fiat  t/^^\  0  zz  0.  Eodem  modo  ulterius  pro- 
grediendo  fiet 

1  -  2  o  4 

r 

hujusque  functionis  indoles  sequenti  modo  determinabitur :  ponatur 
sciiicet  ut  hactenus  u  z±  0,    et  w  zn  tt,   eritque 

T^  +  F  +  il  +  iJ  +  F  +  ^t^—^^^^O'  «' 

-  F  +  ii  -  5^  +  P  -  il  +  «t<^-=^'''^^. 
hinc   addendo 

i.+,is  +  |7  +  K+«tc.  =  AiV:o+A»v,^, 

et  multiplicando  >  per  1 6 

Is  +  i-5 +|s +jj+ctc.  =  16A'V,  0H-16AIV.  ^  -  £^iV:o, 

sicque  fieri  debebit 

1 6  A*V:  0  -^r  1  bL^  it  =  Q  ctc. 

# 

§.   65.     Hinc  igitur  sequentes  adipiscemur  integrationes  pro 
casu  2  ~  1  ^ 

I.   ^/^(^os.u^z)  —^i2s\n.lu  =  A:u 

II.  /      ,_dzsin.u  iz:=z/duAuz=A':u 

J     i'^  2  Z  C05.  U  +  ZZ  -^  *^ 

III.  -  /  i£|f  «JL^). .  (i|)!  —  _  /a  „  ^/,r—  A"'':  tt 
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IV. 
V.- 

VI. 

etc. 


y%  d%  sin.  u 

•^     1  —  2  28  cos.  it  -f-  a  » 

^      dz  (cpy.  u  —  z) 

'^  1  —  2  z  C05,  u-ir  zz 
3 z  sin.  u 


fT^ 


2  z  cos*  u  +  zz 

etc. 


(izy 

6 

24 
120 


etc. 


etc. 


Uas  autem  expressiones  facile  quousque  libuerit  continuare  licet,  si 
modo  integratio  cujusque  integralis  rite  instituatur;  conditiones  au- 
tem,  quas  impleri  oportet,  sequenti  modo  referri  possunt 


0 


A'' :  0  zr  0 

A''' :  0  = 
A^:  0  =  0 
A^ii :  0  =  0 

etc.  etc. 


3A^^''  0  -H  4  A'''' :  TT  iz:  o 


eaA"^  :  0 H- 6 4 A^' :  TT  =  0 

266A^':7rz3  0 

etc. 


26 5A^":  0 
etc. 


caeterum    quia    posteriores    integrationes    absolvere    rion    licet,    hinc 
parum  utilltatis  exspectafe  possumus. 

§.  5  6«  Caeterum  methodus,  qua  hic  sumus  usi,  ad  con- 
siantes  per  quamque  integrationem  ingres^as  determinandas^  a  ce* 
leberrimo  Bernoullio  primum  est  adhibita,  atque  eo  majori  atten- 
tione  digna  est  aestimanda ,  quod  ejus  ope  aummationes  meae  se- 
rierum  reciprocarum  potestatum  obtineri  possunt ,  quandoquidem 
credideram,  eas  non  aliter  nisi  ex  consideratione  inBnitorum  arcuum, 
qui  vel  eodem  sinu  vel  cosinu  gaudent,  demonstrari  posse. 
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2).    Comparatio  valorum  formulae  integralis 

a  termino  x  n:  0  usque  ad  o;  ni  f  extensae.  Nova 
jicta  Acad.  Imp.  Scient.  Petropolitanae.  Tom.  V.  Pag. 
86  —  II  7.- 


r  i 


§.5  7.  In  hac  formula  litterae  n,  p  tX.  q  perpetuo  de- 
signant  nuraeros  integros  positivos,  et  pr6  quoiibet  numero  n  bi- 
nis  iitteris  p  ti  q  oranes  valores  tribui  concipiuntur,  ita  ut  hinc 
pro  quovis  nuraero  n  innuraerae  nascantur  hujusmodi  forraulae  in- 
tegrales,  quarum  valores  plurimas  ^gregias  relationes  inter  se  ser- 
vant;  unde  si  edrum  aliquot  fuerint  pQgnitf,  reliquae  omnes  ex  iis 
definiri  queant.  Jam  dudum  equidem  pjures  hujusmodi  relationes 
demonstravi ;  cum  autem  hoc  argumentum  tiim  temporis  neuti- 
quam  exhausissem,  nunc  accuratius  in  istas  relationes  inquirere 
constitui,  et  ejusmodi  methodum  adhibebo,  quae  omnes  plane  hujus 
generis  relationes  sit  exbibitura;  his  enim  inventis  innumerabiiia 
theoremata  condi  poterunt/  quibus  universa  analysis  non  medio* 
criter  locupletari  erit  censenda. 

§.  5  8.  Quoniam  igitur  hoc  modo  pro  quolibet  nuraero 
n  ambae  litterae  p  et  q  infinitos  valores  recipere  possuntir  ante 
omnia  hic  observari  convenit,  omnes  hos  innumerabiles  casus  sera- 
per  ad  numerum  finitum  revocat  i  posse.  Quantumvis  enim  magni 
nuraeri  pro  litteris  p  ti  q  accipiantur ,  eos  casus  semper  ad 
alios  reducere  licet,  in  quibus  numeri  p  et  q  quantitate  n  futuri 
sint  diminuti.  Hoc  igitur  raodo  oranes  hujusraodi  casus  tandera 
eo  redigi  poterunt,  ut  arabo  numeii  p  ei  q  infra  exponentem  n 
cleprimantur;    unde   pro    quolibet   numero  n    eos    tantum  casus  con*' 
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siderasse  sufEciet,  quibus  litterae  p  et  7  minores  valores  recipiant 
quam.n,  vel  salte^  hunc  limitem  non  superent.  Hoc  igitur  modo 
pro  quovis  numero  n  multitudo  casuum,  qui  in  computum  veniunt, 
et  quos  inter  se  comparari  oportet,  prorsus  erit  ^^terminata. 

§.  59.  Quemadmodum  autem  ista  reductio  litterarum 
p  et  q  ad  \iumero8  icontinuo  mlnores  insutui  debeat,  quamquam 
id  satis  in  vulgus  est  notum ,  tamen  ad  formulam  praesentem 
accommodasse    juvabit      Statuatur    scilicet    haec    formula    algebraica 

:r/^  (1  —  x^)n  —  V,  eritque 

hinc  differentiando 

dV  pdx         gx^^^x  ^  pdx  —  {p-hq)x^dx 


V  X  1  — a?'*  a:(l— x») 

ubi  si  per  V  multiplicemus ,    ac  per  partes  integremus,    oriecor  ista 

aequatio 

V  zz  p/a^""^  do:  (1— o?")  ^ 

—  (p-+-7)/a;P+/»-iaa:(i_a»)  «  . 

Quoniam    igitur    quantitas  V    pro  utroque  integrationis  termino  eva- 
nescit,  hinc  adipiscimur  istam  reductionem 


cujus  ergo  reductionis  ope  exponeus   ipsius  x  continuo  quantitate   n 
dirainui   poterit,  donec   tandem  infra   n  deprimatur. 

^.    60.      Deinde  formula  pro 

3V   pdx — {p-^q)  x^dx 

V"  J(l— :r^ 
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jnYenta  hoc  modo  referri  poterit  * 

dy (p-^g)dx  (^l — x^)  —  gdx 

Y  a?(i — x^)  ' 

quae   forma  per  V  multipllcata  ac  denuo  pcr  partes  integrata  dablt 

q  q^ 

Vi=(p^-.^)/a:'^-*3a?(l— a?«)ii — 7/r^-^  3a?(l— a?")  n,    , 
unde  quia  posito  x  zm  i    fit  y~  0,   oritur  haec  reductio 

/xP-^  dx  (1  ^x'')^  zz:  ^/xP-^  dx  (1  —x^yir  , 

cujus  reductionis  ope  exponens  Binomii  1  —  x^  unitate  minuitur, 
sive  quod  eodem  redit,.  numerus  q  numero  n  imminuitur.  Tali 
igitur  reductione,  quoties  opus  fucrit,  repetita,  exponens  q  tandem 
infra  n  deprimi  poterit. 

§•  61.  Quoniam  igitur  pro  quovis  numero  n  ambos  ex- 
ponentes  p  ct  q  tanquam  minores  quam  n  spectare  licet,  formulam 
propositam  hoc  modo  expresssam  repraesentemus 


A 


^  • 


Hic  sciiicet  pro  quovis  numero  n  sufHciet  litteris  p  et  q  omnes 
valores  ipso  n  minores  tribuisse,  quo  pacto  muititudo  omnium  ca- 
suum  ad  quemlibet  exponentem  n  pertinentium  ad  numerum  satis 
mQdicum  reducetur,  qui  tamen  eo  major  evadit^  quo  major  fuerit 
exponens  n. 

§.  62.  Multq  magis  autem  numerus  casuum  diversorum 
diminuetur,  si  perpendamus,  ambas  litteras  p  ct  q  inter  se  per- 
mutari  posse,  ita  ut  hujus  forraulae 

x^—^  dx  ' 

Vol.   IV.  3  8 


V 
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valor     ab     illo     prorsus    non    disorepe^.        Ad    quod    ostendendum 
ponamus 


A 


}/(l-^  X^y-9 

si   scilicet   ist»   formula   integralis    Bb  x  czz  0  usque  ad  x  -zz  i   ex- 
tendatur.     Jam  faoiamus   1  —  x^  zz,  y^^  ut   formula  sit 


/xP^^  dx 


twm    vero    qvAt^    x^  —  1  —  y^^    crit    x  zil\i  ■--y'*)s     hincque 
xP  ~  (^i  —  y'')^,  unde  differentiando  fit 

pxP-^dx-^z  — py^^^^dy^i — «/'*)  ^  , 


\ 


quo  valore  substituto  erit 

quam    formulam  ab  x  =:=  0  usque  ad  o?  ~  1,    hoc  est  ab  y  • —  t 

usque   ad  ^  ::=:  0,    extendi  oportet;    permutatis   igitur   his    terminis 
erii 


f    y    ^y       fab  y  =  Ol 


Sicque  demonstratum  est  ambas  litteras  p  et  q  semper  inter  se  esse 
permutabiles. 

§.   63.     His   praemissis,    quo    calculos   sequcntes    magis    in 
compendium  redigere  liceat,  loco  formulae  biyus  integralis 

""*  dx  r     x^""^  3x 


/•    vdP^^  dx       r    X 


/( 1  —0?*)  ^-9      ^  )/( 1  —  x^y-^P 
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scribamus  hunc  characterem  (p^  q)^  ubi  perinde  «st,  sive  p  ante 
7,  sive  q  ante  p  collocetur;  semper  autem  hic  certus  exponens 
n  subintelligi  debet.  Hic  autem  duo  casus  prae  reliquis  maxime 
memorabiles  occurrunt.  Prior  casus  est,  quo  numerorum  p  ct  q 
alteruter  ipsi  exponenti  n  «est  aequalis ;  si  enim  fuerit  q  ziz  n,  erit 
ex  priore  formula  (^p^  ^)  —  f^^'^^  da?  —  p,  sicque  perpetuo 
habebimus  (p,  n)  zi:  ^,  hincque  etiam  (n,  7)  zn  J.  Alter  ca- 
sus  notatu  dignissimus  locum  habet^  quando  p  -^  q  :zz,n^  quo  casu 
semper  est 

/       V  _j7r it 

n  s\n.  ^  n  sm.  ^— 

n  -n 

Ad    hoc     ostendendum   sit   q  ziz  n  —  p  ^    hincque    formula    prupo- 
' -T 5     tum    ponatur •    z=z  %  ^     et   quia 

xp  t7p  Bx 

r=  z^,    erit    S  ^n  / *     Ex    facta    autem    po- 

]/(l^x^)P  J      ^ 

sitione  sequitur  x*  Zj?  ^— ♦    hincque 

nlx  — I  tt/is  —  /  (l-f-z"), 

» 

eigo   difTerentiando 


X  %  t-t-a"  z(l-t-z")' 

ita  ut  jam  sit 


/ 


l-hz'* 


Quia    autem    sunlto    a?  zn  0    fit   etiam   z  rr:    0 ,     at    vero    sumto 
X  zz  1    prodit  2  =  00,    hoc  integrale  a  iermino  z  =r  0  usqne 

38* 
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ad  z  —  oo    extendi    debet.     Notum    autem   est   valorem  hoc  modo 

resultantem  esse  — -• 


n  sin.  ^ 

n 


m 

{•  64.  Progrediamur  nunc  ad  ipsum  fundamentum,  unde 
omnes  relationes,*  quas  quaerimus,  derirari  convenit,  et  quod  rc- 
ducdoni  priori   innititur;  unde  fit  - 

ubi  loco    )/(l — o(^y^^  scribamus  X,  ut  $it  * 

X         —      p        J         X  , 

hinc  jam  simili  modo,  si  loco  p  scribamiu. '  n -rh />,  eril 

/x"+P—^dx  ^  h-^p-\-c/       rx^^+P-^dx 

X  n^p  .    */ 
hincque  sequitur  fore 

/ocP—^dx  p-^<f      n-^p^q  fx^^+P^^dx 

X  p                n-{-p   J        X 

Quodsi    simili    modq    uiterius    progrediamui%    pelrveniemus  .  ad    hanc 
aequationem 

/xP^^^dx  p-^(f      n-hp-h-q       2n-hp-}- g  fx^^+P'-^  dx 

X  p  n-^-p  2n-Hp    J  ^         X 

Quare  si  hoc  modo   in  infinitum   progrediamur,  habebimus 
xP^^^dx  p-^7       n-hp-\-g       2n-\-p  -h  q 


f 


■^dtM»A«i«*M^ 


X  p  n-\-p  2n-hp  \ 

'  in  -hp  -t-  ^  A-^i+O «+P— '  f)x 


?A 


in-^p  J    ""       X 
ubi  i  denotat  numerum  infinite  magnum.    ^' 
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r  ;§.v6'6."     Quodshjatn  loco  p  •aliumi  quemcunque   numerum   r, 

pariter  ipia.  ni  minorefm^  assumamua,  erit  simili  modo 


/ 


X  r  ^1-+-  r  2n 


in-f-r     y  X  '     . 

4 

ubt  littera  i  eupd^m  iiumenlm  Infinitum  designat,  ita  ut  utrinque 
idem    factorum    nuiperus    adsit.      Dividainus    jam     priorem    expres- 

*  f    ■       M  ,  <■  i  •'""■'■;♦"'■'■ '  ' '  •    '  . 

sionem '  per  .istam,  et  quoniam  extremae  formulae  integrales,  ob 
litteras  p  ct  r  prae  (i-hl)n  evanescentes,  pro,  aequalibus  inter 
se  suht  habisndaeV  facta  divisVoTle'  per  singulos  f^ctores  reperiemus 
hanc  aequatiodem  ju    i;      .; 

yx^~"*dx:X  ''^  p  (r-^q)  '  {n-^-p^^n-^r-k-q) 

(2nH-r)(2n-hp7H9)      (3nH-r)(3nH-p-t-7) 


X  etc. 


(2nH-/>)  (2n-f-r-i-7)   '  (3nH-p)  (3n-^- r-f-^) 

Restitiiamus    jam    loco    harum    formularum    integraiium    characteres 
ante    stabilitos,    atque    adipi^cetnur    istam    relationem    notatu    dignis- 


simam 


•  •  ♦    '  ♦ 


0>.4)  __  »•  (P+9)  .  (»•+»■)  (*-f  p+fl)     (2«+r)<2n+;,+9)     ^^^ 


—        • 


'       '  (r.  9)  —  P  (r+9)     (u+p)(ft+r-f9)     (-2«+^)  (an+r+^) 

quod  productum  ex  infinitis  membris  .componitur^  iquorum  singula 
sunt  jrractiones^  quaruni  tam  numeratores  quam  d^nominatores  ex 
binls  factoribus  constant.  Hos  factores  singulos  eodem  numero 
n  au^eiri  oportet,  dum  a  quovis  membro  ad  sequens  progredimur, 
^nde    sufficiet    solum    primum    productum  nosse«    quod  ergo  ita  re* 

praesentabimus 

•-^   ■    i  ■  '  >  • 


(r,9)  "^^(r+^J 


eto-  - 
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§.  6  6.     Quoniam    litterae  p  et  q  noUs  numeros  quasi  in- 
definicos   sigiiificant,    uumur  litteiis  alphabeti  inittalibus  ad  numeros 

determinatos  designandos,  t^ritque  eodem  modo,  '    ' 

(a.  6)'_  «(«+*!   («+«n«+«+^)  -         -.  \^ 

(^  —  «(«+*)  '  (n+a)  («+a+t)  ""^' 

Hic  jam  loco  a  «ccibamus  a  4-  c,  et  productum  infinltum  hanc 
induet  formam  ''■ 

<«.&)     _(-+tK°  +  A)     („+fl  +  e)(:t+tt+i)  ,,^  „ 

(a+C.A)—    «(a-i-c+fi)      («+a)  (,i+«+e+A,     *^'*" 

in  quo  productp  arabae  litterae  b  et  c  manifesto  permutari  pos- 
sxmt,  unde  idem  productum  infinitum  etiara  exprimet  valorem 
hujus  formae  (^jl^tj  >  unde  sequitur  ista  aequalitas  maxime  me- 
morabilis  (a-^cTfcj  —  C^hT^) '  '"''aciionibus  igitur  sublatis  habebirora 
istud  insigne  /theorema  ,      '     '   ■  • 

{a,b)  (a-+-6,  c)  zr.  <a,  c,)  ,  (« -f- c,  6)i  ' 
huicque    theoremati    universa    analysis ,     qua    utethur ,     erit    super- 
structa.  .  ;    ■ 

J.  67.  Cum  ob  rationes  supra  allegatas  numeri  p  tt  q 
exponentem  n  superare  non  debeant,  etiam  in  forma  theorematis 
modo  allati  singuli  terraini  ibi  occurrentes ,  qui  sunt  a,  6,  c, 
a  -^-  b  et  a  -f-  c,  quovis  casu  eiponentem  n  superare  non  de- 
bent,  sicque  nec  o  -+-  ft,  neqne  a -^  c  major  capi  poterit  quam  n. 
Hic  autcm  primo  observo  litteras  6  et  c ,  inter  se  inaequales 
statui  debere :  si  enim  esset  c  m  6,  aequalitas  in  iheoreraate 
expressa  foret  identica  ;  hanc  ob  rem  perpetuo  assumemus 
b  'p-  c,  ita  ut  maximiis  terminus  in  theoremate  sit  a  ~\-  b,  quem 
ergo  exponentem  n  quovis  casu  exccdere  non  oportet,  quamobrem 
cvolutionem  formae  .generalis  in  theoremate  contentae  ita  in  clas- 
ses  distribuamus,  quae  inter  se  per  maximum  valorem  termlni  a-^b 
distinguanlur.  Cum  igitiu-  nulla  Utterarum  a,  b,  c  nihito  aequa- 
[js    sumi    queat ,    ac    esse    debeat    6  >  c,    minimus   valor,    quem 
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terminus  a  -f-  6  recipere  potest,  eHt  3,  in  quo  ergo  primam 
classem  constituemus ;  sequentes  vero  classes  constituentur  ^  dum 
termino  a  ^  b  ralores   4,   6,   6^    7,  etc.   tribuantur. 

I.  E  V  o  1  u  t  i  0    c  i  a  s  s  i  s 

qua   a-h-b  zn  S. 

§.  68.  Hic  ergo  nedessario  erit  azrzi^  b  zz:  2  et  c  — 1, 
ita  ut  hic  nulla  varietas  iocum  inveniat,  unde  tlieorema  nostrum 
suppeditat  hanc  umcam  relationem  (1,  2)  (3,  1)  zzz  (1,1)  (2,  2). 
Dummodo  igitur  exponens  n  non  fuerit  minor  quam  3,  semper 
haec  insignis  relatio   locum  habet 

ydx  r     xxdx       ^^    /*       dx  r       xdx 

quae  fbrma ,  quia  in  quolibet  characte^e  terminos  iater  se  permu^ 
tare  lic^,  etiam  hoc  mddo  repraesentari  poterit 

/xdx  /        3x  f       ^x  f      xd^ 

>/(l.x«)'»-*     ^y/^i^x^)"^^        •^  }/(l-x»)^-*     ^^/(i^x^^y-^ 

II.  £  V  o  I  u  t  i  o    c  1  a  8  g  i  s 

qua  aH-  6  -H  4. 

§•  6.9.  Quoniam  b  binario  m*nor  esse  nequit,  hic  erit 
vel  6  ~  2,  vel  6  m  3.  Sit  igitur  primo  6  —  2;  eritque  a  zr  2 
et  c  ziz  i;  unde  ex  nostro  theuremate^  sequitur  hiiec  relatioX2,  2) 
(4,1)  zzz  (2,1)  (3,  2),  quae  forma  manifbsto  oritur  ex  classe 
prima,  si  ibi  termini  priores  cujusque  characteris  unitate  augeantur; 
id  quod  etiam  inde  intefligere  Ucet,  qtlod  omnes  termini  priores 
litteram  a .  contjnem,  qua  unitate  aueta  processus  semper  fit  ad 
classem  sequentem. 
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§.  70.  Deinde  rero  hic  quoqae  stfttai  potest  ^ -=  3,  .tuide 
fit  a  r^  1;  at  vero  littera  c  jam  duos  valorcs,  yel  1,  vcl  3  sor- 
tiri  poterit;  priore  casu,  quo  c  ziz  l,  prodibit  ista  aequatio  (.li3) 
(4,  l)  =  (l,  l)  (2,  3);  alter  vero  casus,  quo  c  zz:  2,  praebet 
hanc  aequationem  (l,,  3)  (4,  2)  i=  (l,  2)  (3,  3).  Sicque  haec 
classis  omnino  sequentes  tres  relationes  continebit 

<%(2.2)    0.0   =   (2.0    (3.0- 

2°-  (',,3)  0.0  -  (1.  0  (2.3),   „     ,    „    :    ..   .,  • 
3°,  ((,3)  (4, 2)  =  (i,  2)  (3,3).    •       ;;   ;;'    ;    .  . 

III.        Evdlutio     classis 
qua  a  -{-  6  ~  5 . 

§.  71.'>  In  hac  igitur  classe  primo  occurrcnt  tres  rela- 
tiones  praecedeiites ,  si  modo  termini  priores  cujusque  characteris 
unitate  augeantur :  hine  eaiin  casus  exsurgent ,  quibus  est  vel 
b  r^  2,'  vel  b  ^  3.  De  novo  igitur  hic  accedent  casus,  qui- 
bus  6  ~  4  et  a  ~  1,  ubi  ergo  erit  vel  c  —  I,  vel  c  z^  2,  vel 
c  —  3,  quibus  ergo  tribus  casibus  evolutis  omnino  in  hac  classe 
scx  continebuntur  relationes,  quae   erunt 

i°.  (3,   2)  (6,    O  =   (3,    1)   (4,    2), 

2^    (2,    a)   (6,    t)    =    (2,    1)    (3,    3), 

3°.    (2,    3)   (6,    2)    Z=   (2,    2)    (4,    3), 

'l''.    (1,    4)  (5,    1)    =    C».    O    (2,    4), 

5°.   (1,    4)  C6,   3)  =i:   (l,,  2)   (3,    4), 

6".   (1,    4)    (6,    3)    =    (1,    3)    (4,    4). 

IV.      Evolutio    classis 
quo   a  -+-  6  ~  6. 

5.  72.  Hic  igitur  primum  occnrrent  omnes  relationes 
proximc    praecedentes ,     si     modo     termini     priores    cujusque    cha- 
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racteria  unitate  augeantur:  hi  scilicet  nascuntur,  si  fuerit  vel 
b-=z2,  Tcl  6=:  3,  Tcl  6  —  4.  Praeterea  -  vero  insuper  accedent 
casus  6—6  et  a  —  1,  ubi  iittera  c  recipere  poterit  valores  1, 
2,  3,  4,  sicque,  omnino  in  hac  classe  occurrtnt  ^ecem  relationes 
sequentes 

i".  (4,    2)  (6,   i)  -   (4,    1)  (6,   2). 

2°.  (3,    3)  (6,    1)  =  (3,    1)  (4,    3), 

3°.   (3,    3)   (6,    2)   =   (3,    2)   (6,    2), 

4°.   (2.    i)  (6,    I)  =  (2,    I)  (3,    4), 

6°.   (2,    4)"  (6,   2)  =   (2,   2)   (4,    t), 

6°.   (2,   4)  (6,   3)  =   (2,   3)  (5,   4), 

7°.   (1,    6)  (6,    i)  =  (f,    0   (2,   5), 

8°.   (1,   6)   (6,   2)   =  (t,   2)  (3,    6), 

9°.   (1,   6)  (6.   3)  =  (i,   3)  (4.   6), 
10°.   (1,    6)   (6,   4)  =  (1,   4)  (6,    6), 

V.       ETOlutio     classis 
qua  a  +  6  =  7. 

§.  73.  Hic  igitur  primo  occurrent  omnes  relationes 
classis  lY.  postquam  scilicet  omnes  terminos  priores  singulorum 
characterum  unitate  auxerimus,  quos  igitur  hic  apposuisse  non  erit 
necesse,  ac  .sutBciet  eas  tantum  relationes  bic  exponere,  quae  de 
novo  accedunt  et  ex  valore  6  =  6  oriuntur,  existente  a  =  1 ;  ubi 
pro  c  sumi  poterunt  numeri  1,  2,  3,  4,  6 ,  ita  ut  hamm  nume- 
Tus  sit  qulnque.    .  Haec  ergo  relationes  sunt 

(1,  6)  (7,   ))  =  (1,   t)  (2,  6) 

(1,  6)  (7,  2)  =  (i,  2)  (3,  6) 

(1,   6)  <7,   3)  =  (i,    3)   (4,   6) 

(1,   6)  (7,   4)   =  (I,    4)  (4,   6) 

(i,   6)  (7,   «)  =  (i,   5)  (6,   6). 
roi.   ir.  39 
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VI.      ETolutlo     classis 

qua  a-f-  ft^  8. 

§.  74.  In  hac  jam  classe  primo  occurrenc  omnea  de- 
cem  i-elationes  classls  lY.,  dum  sciUcet  omnes  termlni  priores  bina> 
rio  augentur ;  praeterea  quoque  accedent .  quinque  relationes  in 
classc  V  allatae,  dum  partes  priores  unitate  augebuntur;  praeter 
has  vero  de  novo  accedent  6  sequentes  retationes  ex  valoribus 
(t—l  et  b—7  oriundae,  dum  Ktterae  c  yalores  1,  2,  3,  4,  6, 
6   ordine  tribuuntur,  quae  ergo  erunt  • 

(1,    7)   (8,    1)  =  (1,   i)   (2,    h 

(1.   7)   (8,   2)   =  (1,   2).  (3,    7> 

(1,   7)   (8,   3)   =  (1,   3).  (4,    7)     , 

(1,   7)  (8,  4)  =  (1,  4j    (5,    7)    .. 

(1,    7)  (8,   5)  =  (1,   6)   (6,   7) 

(1,   7)   (8,   6)  =  (1,   6)   C7,   7). 

TII.      ETolutio     classis 

qua  a  -f-  b  i^  9 . 

§.  75,  Ut  omnes  relationes  ad  hanc  classem  pertinentes 
adipiscamur,  notandum  est  primu  hic  occurrere  decem  relationes 
classis  IV,  dum  panes  prlores  ternario  augentur.  Secundo  adjici 
oportet  quinque  relationes  in  classe  V  exhibitas,  ubi  partes  priores 
binaiio  augeri  debent.  Tertio  Huc  referri  debent  sex  relationes 
classis  Vr,  partes  priores  unitate  augendo.  Insuper  vero  de  novo 
accedent  septem  relationes  ex  valoribus  a  :zz  1  et  &  n;  8  natae, 
dum  litterae  c  tribuimtur  ordine  valores  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7. 
Hae  relationes  sunt 

(1,   8)  (9,    1)  ==  (1.    1)    (2,   8) 

(1,   8)   (9,   2)  =  (1,  2)    (3,   8) 

(1,   8)  (9,   3)  =  (1,   3)   (4,   8) 
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(1,  8)  (9,   4)  =2  (1,  4)  (5,  8) 

(1,   8)  (9,  6)  =z  (1,   5)  (6,   8) 

(1,   8)   (9,   6)  =  (1,   6)  (7,   8) 

(1,   8)  (9,   7)  =:  (1,   7)  (8,    8). 


§•76.  Hlnc  jam  ordo  progressionis  tam  clare  perspici- 
tur,  ut  superfluum.  foret  has  evolutiones  ulterius  prosequi;  quando- 
quidem  ob  ingentem  multitudinem  relationum,  quae  in  sequentibus 
classibus  occurrerent ,  nimis  molestam  foret  omnes  percurrere. 
Quin  etiam  nostrum  institutum  vix  permittere  videtur,  ut  in  nostra 
formula  generali  exponentem  n  ultra  sex-  vel  sepiem  augeamus,  si 
quidem  omnes  relationes  ad  eum  pertinentes  enumerare  voluerimus. 
Sin  autem  :animu8  sit  aliqqas  tantum  e^pendere,  classes  allatae  ab-^ 
unde  suflficiunt,  dum  termini  priore?  cujusque  classis  quovis  numero 
augebuntur. 


§.   77*     His  jam  classibus  expeditis,    formulam  integralem 

.  ■ .      »        '  •  . 

r^-p n\n^Q  secundum  diversos  valores  exponen* 

tis  n  pertractemus ,  dum  scilicet  sudcessive  assumemus  nzz:3, 
nzzzA^  M  ~  5,  etc.  et  pro  quolibet  ordine  omnes  relationes,  quae 
in  eo  oGcurrere  possunt,  expendamus.  Evidens  autem  est,  quicun- 
que  numerus  exponenti  n  tributaur,  formulas  omnium  classium  in« 
feriorum,  in  quibus  scilicet  terminus  a  -^  b  non  superet  n ,  in  usum 
vocari  posse.  Ex  quo  intelligitur ,  si  fuerit  n  ~  3  unicam  relatio- 
nem  locum  invenire;  atatim  autem  ac  n  magis  an^etur,  numerus 
omnium  relationum  mox  ita  increscit,  ut  nimis  molestum  foret  om* 
ues  recensere.  Hos  igittlr  diversos  ordines,  ex  exponente  n  con- 
stituendoS,  a  primo  inclpiendo,  ordine  involvamus. 

39  •' 


/ 
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O  r  d  0        I. 
quo  nzn  3  et  formula 

§•  78.  Cum  hic  sit  n  ziz  3,  crit  (3,  1)  m  1 ;  formulae 
auiera  integrales  hujus  ordinis  crunt  tres;  scilicet  l^.  (l ,  l), 
2^.(l,  2),  3^.  (2,  2),  quarum  media,  6b  1  rf-  2zz:3,  a  circulo 
pendet,,  quae  ergo,  quia  est  cognita,  ponatur 

\ TT       27r    

Hic  igitur  tantum  classis  prima  locum  habet^  quae  nobls  hanc  uni- 

'  .•       <  ' 

cam  aequationem  suppeditat  A=r(l,   l)  (^,   2). 

§.     79.     Hinc    crgo   patet,    productum   ex   binis  fbrmulis 
transcendentibus    (1,1)    ct    (2,   2)     aequari     quantitati    circulari 

A  zn  3y^ ,    ita    ut    pro  ipsis    formulis  integralibus  habeamus  hanc 

relationem 

/d  X  r      xd  X         27r 

y(ri::x^y  v  j/(i  —  x^) "~  J71' 

unde  si  altera  harura  duarum  formularum  fuerit  cognita,  etiam  ra- 
lor  alterius  assignari  potest.  Spectemus  ergo  priorem  quasi  nobis 
esset  cognita,  etiimsi  sit  transcendens,  eamque  ponamus 

/^        d  X 

eritque  (2,  2)zi:^.  Sicque  nihil  praeterea  in  hoc  ordine  notan- 
dum  relinquitur. 


(p,  v> 
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0  r.d  o      II. 
quo  n  =:   4  et  formula 


I  ^ii 


f(l— X*)4-9     ""^(1—  xV-« 

§•  8  0.  Cura  igitur  hic  sit  n  zz;  4,  erit  (4,  1)  zz  1  et 
(4,  2)  ziz  J;  formulae  autem  intcgralcs  ad  hunc  ordinem  pertinen- 
tes  erunt  sex  sequehtes:  1°.  (1,  1),  2°.  (1,  2),  3°.  (1,  3), 
4°  (2,  2),  6°.  (2,  3),  6^  (3,  3),  inter  quas  ergo  reperiuntur 
duae  formulae  circulares  (1,  3)  et  (2,  2),  quas  propterea  litteris 
A  et  B  designen}us,  pon^ndo 

TT  TT 

4sin.;5  2/2 

(2,    2)_^gj^    2jr  4 

ita  ut  Siit  ^  zz:]/2. 

•^ 

§.  81.  In  hoc  ergo  ordine  aequationes  tam  primac 
qiiam  secundae  classis  locum  ];iabere  possunt;  secunda  autem  clas- 
sis  nobis  has  tres  praebet  a^quationes 

l^  Bz:(2,l)(3,2),  2^.Az:(l,l)(2,3),  3^.  Az:2(l,2)(3,3), 
classis  vero  prima  insuper  dat  hanc  aequationem  A  (l,2)z:(l,l)B, 
sive  ^  zz:  |~~  quae  nutem  aequatio  jam  cx  duabus  prioribus  de- 
ducitur;    namque    ob  (3,  2)  zzz  (2,  3),  secunda  per  primam  divisa 

dabit  ^  =z  ^5^^  zz:  •/  2 ,    ita   ut  ratio    inter  has  duas  formulas  sit 
algebraica,  quae  ergo  imprimis  notari  meretur 
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§•  82.  Jam  in  hoc  ordine,  praeter  binas  formulas  circu* 
lares,  (l,  3)zi:Aet  (2,2)ziiB,  tanquam  cognitam  etiam  intro- 
ducamus  formulam  (l,  2),  quae  in  prdine  praecedente  erat  circu- 
laris ,  nunc  autem,  esi  transcendens ,  eamque  ponamus  (i ,  2)  zn 
/y.^^^^v  zzP;  ubi  caveatur,  ne  litterae  A  et  P    cum   iis   confun- 

dantur,  quibus  in  formulis  praecedentibus  sumus  usl,  id  quod  etiam 

.     ■       '     '     "   ■  ■ »  "  ■ '  ■  .  -      ■ . '. 

de    ordinibus    seqiientibus    est   tenendiim.      His  igitur  litteris  intro- 
ductis  aequationes  nostrae  erunt  sequehtes  ires    '  ^ 

1°.   B=P(3,2),   2°.  A=:(l,l)(2V3),    3°.  A z=  2  P  (3, 3), 

quandoquidem    vidimus,    quartam    in  ,  praecedentibus   jam    contineri. 

§.  8  3.  Ope  harum  triimr  aequationum  ergo  ternas  for- 
mulas  integrales  etiamnunc  incogriitas  per  ternas  A,  B  et  P,  quas 
ut  datas  spectamus,  determinare  licebit.  Ex  prima  emm  fit  (3,2) 
—  ^;  ex   tertia  autem  fit  (3,3)  — j^;   tum  Vero  ex  secunda  col- 


ligitur  (l^  l) 


(3,2) 


AP 
B   • 


Cum    igitur    in  hoc  prdirife  omnino 


sint  sex  forraulae   integrales,    earum    teFnae   per  tres  rdiquas  defi- 
niri  possunt,  quas  deterrainationes  igitur  ob  oculos  posuisse  juvabit 


(1.  3 
(2,  2 
(l,  2 

(i,  1 
(2,  3 

(3,  3 


Azz 

Pzz 
n  5 

P  "^ 
A^ 
2P' 


1T 


2  y  2' 

.TT. 


Ex  postrerais  ergo   erit 

(2,  3);  (3, -3) 


y 

{• 


2  B4A=:j/j2  ;  i,w 


/* 
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ita   ut    etiam  hae   duac   formulae   inter  se    habeant  rationem  alge- 
*  braicami  qua  est 


f- 


ySi 


,/ (1 -.  a.<)  —  i' V  J/(i  -;»*)• 

Aliis  insignibus  relationibus,  utpote  satis  cognitisi  hic  non  immoramur. 

-     O  r  d  o     III.         .    . 
quo    n~6    ct    formula 

§.   8  4.      Hic  igitur  ob  n:zz6   ante  omnia  erit 
(5,1)  =  1,  (6,li)=i,  (5,3)=|, 
formulac  autem  integrales  hujus  ordinis  erunt  hae  decem 

1°    (1,1),   2^.(l,a),   3°.  (1,3),    4°.  (1,4),    5°.    (2,2), 
-      6^.   (2,3),    7°.  (2,  4),    8°.  (3,  3),   9°.  (3,  4),    10^.(4,4), 
inter  quas  quarta  et  sexta  sunt  circulares ,    quas    ergo    ita    desig- 
nemus 

(1,4)=  —  Aet 

^       ^        6  sm.|7r 

2,  3)  — :— ~  Z=L  B. 

Fraeterea  yero  binas  formulas,  quae  in  ordine  praecedenti  erant 
circulares,  nunc  autem  sunt  transcendentes,  etiam  peculiaribus  litte- 
ris  notemus,  scilicet  (l,  3)iiiP  et  (2,  2)  zz:  Q.  Mox  enim  pate- 
bit,  dunimo4o  euam  istae  ;formuIae  tanquam  co^itae  spectentur 
rellquas  sex  omnes  per  has  quatubr  determinari  po^se. 


\ 
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§.   85.       Quonlam   hic   tres    clftsses  priores  locutn  habere 
possunt,  consideremus  primo  aequationes,  quas  terua  classis  8uppe>  * 
ditat,  et  quae  introductis  his  Talolribus  erunt  \ 

1°    B=P(4,2), 

2°.  B  nz  (2,  1)  (3,  3), 

3°.   B=:2Q(4,3),  ,  '   x^ 

4°.  A  =(1,1)  (2,  4),  -  1 

6°    Azz:2(l,2)(3,4y 

6°.  A  =  3  P  (4,  4). 
Quas  hoc  modo  succinctius  repraesentare  licet 

A  =  (1,  1)  (2,  4)=  2  (1,  2)  (3,  4)  =  3  P  (4,  4), 
B=P(4,2)=(2,  1)(3,3)  =  2Q(4,3); 
ubi    sex    occurrunt    producta    ex  binis   formulis  integralibus,     quae 
singula  quantitati  circulari  aequantur,    unde  totidem  egregia  theore* 
mata  formari  possent,  nisi  hinc  ja.m  clare  in  pculos  incurrerent. 

§.   S6.     Jam  videaraus,    quot  formulas  integrales  incogni- 
tas  ex  quatuor  cognitis  A,   B,  P  et   Q    definire  queamus,  at  v^ro 

prima  dat  (4,  2^  —  p-,  tertia  praebet  (4,  3)  zz:  ^,  sexta  dat  (4,  4) 


;  hinc  autem  porro  ex  quarta  deducimus 


ex  quinta  vero  deducimus 

V^'^;  — 2(3,4) —   B  • 
Denique  ex  secunda  elicimus. 

i.^'^;—  (2,1)  — AQ' 

sicque  ex  his  sex  aequationibus  sex  determinationes  sumus  adepti; 
atque  adeo  per  litteras  A,  B,  P  et  ^  valores  omnium  reliquarum 
litterarum  assignavimus. 
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§.  87.  Quoniam  igitur  hactenus  tantum  classe  tertia 
sumus  usi^  consideremus  etiam  aequationes  secundae  classis,  quae 
sunt 

1°.  AQ  =  B(2,  0. 
a^  APzz:B(l,l);et 

3^.  P  (4,  2)  =1(1,  2)  (3,  3); 

verum  si  hic  yalores'  modo  inyentos  substituamus ,  aequationes  mere 
identicae  resultant,  ita  ut  hinc  nulla  nova  determinatio  sequatur. 
Idem  usu  venit  ex  aequatione  primae  classis,  quae  erat  (2,  l) 
(3,1)  zi  (1,1)  (2,2),  quae  facta'  substitutione  quoque  fit  iden- 
tica,  ita  ut  duae  priores  cl^pses  nihil  novi  involvant  \  Neque  ta* 
men  hii^c  concludere  licet,  etiam  in  sequehtibus  ordinibus  ciassea 
praecedentes -praetermitti  posse,  siquidem  in    ordine  sequente  statim 

contrarium  se  manifestabit. 

« 

§.  88.  Cum  i^tur  hic  ordo  complectatnr  decem  formu- 
las  integrales,  eiirum  yalores  per  quatuor  litteras  A,  B,  P  et  Q 
ordine  ita  aspectui  ezponamus  .  , 


3". 

6°. 

7° 
8°. 


(1,1): 

(1,2) 

(1,  3) 
(1,4) 
(2,2) 
(2,  3) 
(2,4) 

(3,3) 
(3,4) 
(4,4) 


AP 
B 

AQ 
'    B 

:P 
A 

Q 
B 

B 

P 

.  B8 
AQ 

«Q 

.    A 
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§.  89.     Cum  sit 
A  sin.  i  TT 


tum  vero 


.     '—  iz:  2  C08.  \  7r , 

B  8m«  JTT 


s 


C08.  J  TT  zz  --^^j —  ,  ent  -^-  =z  —5 — , 

ideoque  quantitas  algebraica.     Hinc  igitur  aliquot  paria  formularum 

integralium  exhiberi  poterunt,  quae  inter  se  teneant  rationem  alge- 

braicam;    erit  enim 

(1.1) 1  +  ^5  .(1,2) i  +  >^5    (3r4) 1  +  1^5    (4,j) i+y± 

("CaJ 2       »(2,«J—       2        ♦  (3,3) 4        '(2,4)^ 6       » 

unde  totidem  egregia  theoremata  condi  poseent,  nisi  ex  his  formu^ 
lis  manifesto  elucerent. 

O  r  d  o      IV. 


(P99) 


quo     n  zz  6     et     formula 


§•   9  0,     Quoniam  hic  estntz:6,  habebimus  ante  omnia 
(6,  l)zzl,  (6,  2)zz|,  (6,3)zzi,  (6,4)zzj; 

formularum  autem  integralium  in  hoc   ordine   occurrentium  numerus 
est  15,  quae  sunt 

1^.(1,1),   2^.(1,2),   3^.(1,3),    4^.(1,4),   6^.(1,5), 

6^(2,2),    ^''•(^,  3),   8''.  (2,  4),    9^.(2,6),    10^.(3,3), 

11^.(3,4),    12^.(3,6),    13^.(4,4),    l4^.  (4^6),    16?.  (5,6); 

inter  quas  reperiuntur  trcs  circulares^  quas  singulari  modo  designe* 

mus ,  scilicet 

1°.  (l,6)=i^-A--  =  |  =  A, 

6  sin.  iit        ' 
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^"•(^•«  =  Fli^— 3-7-3  =  B.et 

ila  ut  8it  A  =  2  C  Praeterea  Tero  ambas  fomnlas,  quae  in  or- 
dine  praecedente  erant  circulares,  nuno  vero  sunt  tranecendentes, 
statuamus  (l,  4)  =:P  et  (2,  3)  =:  Q.  His  facUs  denominaUonibus 
eTokamus  decem  aequationes  classis  quartae,  quae  sunt 

1°.  B  =  P(6,  2),  .  - 

2°.  C  =  (3,1)  (4,  3), 
3°.  C  =  2  0(6,  3), 
4°.  B  =  (2.  0(3,  4), 
6°.  B=2(2,2)(4,  4), 
6°.  B=3Q(6,  4), 
7°.  A  =  (l,l)(5,2), 
■8°.   A  =  2(l,2)(3,  6), 
9°.   A=3(i,3)(4,  6), 
10°.  A=4P(6,  fi), 

quas  ita  succinctius  referre  licet 

A=(1,0(6,2)=2(1,2)(3,6)  =  3(1,3)(4,6)=4P(6,5), 

B=P(6,2)=(2,1)(3,4)=2(2,2)(4,4)=3Q(4,«). 
C=(3,l)(6,2)  =  2  2(6,3). 

Ecce   ergo  decem  producta  ex  binis  formulis  integralibus, 
quorum  singula  quantitati  circulari  aequantur.  * 

|.  91.     Cum  deinde  sit  g- =  )/ 3  et  ^  ,=  i2  ,    tum  Tero 
etiam  ^  =  ^,  plura  paria  biparum  formulartun  integraliiim  exlii* 
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beri    possunt,    quae    inter    se  teneant   ratlonem   algebralcam;    erit 

enim 

A /  „ 0, 1) 8  (3. 5) (M)  —  4  (s,  5) 

B    y    "*  (1.4) (3.4)    (2.3) (5.2)    ' 

A  «      CUl)  _  (1.  2)  —  3J4. 5) 

c—    **    — (1,3)  —  pTaJ — {s.iT' 

B. J_ (M) 3_(4,5) 

C  ••3^(1,3) «(3.5J* 

§.  92.  Quodsi  Jam  quinque  formulas  litteris  A,  B,  C, 
P  et  Q  designatas  tanquani  cognitas  spectemus,  videamus,  quomodo 
reliquae  formulae  per  eas  definire  queant.  Ac  primo  quidem  per- 
curramus  decem  aequationes  classis  quartae  supra  allatas ,  quarum 
prima  dabit  (5,2)n:|-,  tertia  dat  (6,3)=—,  sexta  praebet 
(6,  4)  =5%,  deciiiia  dat  (6,  6)zr:~.  '  Quodsi  jam  hos  valores 
in  reliquis  surrogcmus,  sccunda  dabit  (3,  1 )  zz:  t^-^  —  -g- ,  septima 
praebet  (1,1)  z=z  ^^ziz^,  octava  dat  (1,  2)  =:  j^^  =: nc"' 
nonji   tlat    (3,  1)  zz:  3^-35  =^9    quem   valorem   etiam  sccunda 

/^   ;i^  — 

ex  aequatione  quinta  nullum  valorem  elicere  possumus,  quia  neque 
formula  (2,  2)  nec  (4,  4)  etiamnunc  constat.  Causa  est  quia  duae 
reliquarum  aequationum  eandem  determinationem  produxerunt. 

§•  93.  Coacti  igitur  sumus,  ad  aequationes  praecedentium 
classium  confugere,  atque  adeo  ex  prima  classe 

(1,2)  (3,  l)i=(M)(2,  2)^ 

statim  coliigimus 

/o   g^— 0*g)(3.0_Ajia. 

qui  valor  in  quinta  aequatione  substitutus  suppeditat  postremam 
aequationem,  nempe  ^ 

B      BCP 


praebuit.     Porro  vero  qt/arta  dat  (3,  4)  n:  j—r^  zr:  tk  .      At  vero 


(4,4) 


8^2,«)  — 2  AQ  Q* 
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Omnes  igltur  hos  valores  hic  ordine  referemus 


1". 

(1,  1) 

2° 

(1,2) 

3°. 

(1,3) 

4°. 

(1,4> 

5°. 

(1,  fi) 

6°.^ 

(2,2) 

7°. 

(2,3) 

8°. 

(2,4) 

AP 

9°   (2,5)r 

_  B 
—  p  • 

AQ 

C* 

i  0°.  X3,  3)  - 

=  c. 

AQ 
P. 

f 

il°.  (3,  4)z 
12°    (3,5)  = 

_BC 
-AQ- 
_    C 
-2Q- 

A. 

AQQ 

■' 

i  3°.  (4,  4)  = 

_    BCP 
~  2A  Q  Q* 

CP' 

Q.             1 

B. 

/ 

14°.  (4,5)  = 
15°.  (5,5)  = 

_     B 
-3Q* 
_    A 

-4P* 

.§•  94.  Cum  autem  in  hoc  ordine  etiam  aequationes  tam 
classis  secundae  quam  tertiae  valere  debeant,  vid^amus  utrum  va« 
lores  inventi  his  classibus  conveniant,  an  vero  forte  novam  deter- 
minationem  suppeditent?  Facta  autem  substitutione  in  tribus  aequa- 
tionibus  secundae  clasaia ,  ad  identitatem  pervenitiur,  quod  idem 
quoque  in  aequationibus  tertiae  classis  contingere  dibet,  id  quod 
evolvenii  mox  patebit.  Unde  memorabile  est  omnes  aequationes 
in  qufttuor  primis  classibus  contentas,  quarum  ^  numerus  est  2  0, 
tantum  decem  determinationea  in  se  complecti. 


O  r  d  o     V. 


1 
quo    nzz7    et    formula 


0.?)=/ 


5.  95.  Quia  hic  n  zz:  7,  ante  omnia  habebimus  valores 
absolutos  (7,  i)  =  1,  (7,  2)  =  i,  (7,  3)  ==  |,  (7,4)=J,  et 
(7,  6)z=^;    deinde  intcr  formuUs  integrales  hujus  ordinis  imprimis 
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notari  debent  circulares,  quas  hoc  modo  designemus 

TT 


(2,5) 
(3,4) 


7  sin. 

7  sin. 

TT 

2  TT 
7 

7  sin. 

37r 
7 

A, 


B, 


C. 


Praeterea  vero  peculiaribus  litteris  notentur  eae  forniulae ,  quae  in 
ordine  praecedenti  erant  circulares,  Hic  autem  yaiores  transcenden- 
tes  sortiuntur,  qui  sint  (1,  6)  rr  P,  (2,  4)  z::  Q,  et  (3,3)ii;R: 
per  has  enim  sex  litteras  yidebimus  omnes  reliquas  formulas  hujus 
ord^nis  determinari  posse. 

^«96.  Quoniam  supra  non  omnes  aeguationes  quintae 
classis  ejcpressimus,  eas  hic  conjunctim  exhibeamus,  et  ad  nostrum 
casum  accommodemus 


1°. 
11° 
111°. 

1V°. 

v°. 

Vl°. 

VI1°. 

VII1°. 

IX°. 

x°. 

Xl°. 

XII°. 
X1I1°. 
XIV°. 

XV°. 


(1,6) 

(7,1)  = 

=  (1,0(2,6) 

(1,6) 

(7,2)  = 

=  (1,2)(3,6) 

(1,6) 

(7,3)  = 

=  (J,3)(4,6) 

(1,6) 

(7,4)  = 

=  (1,4)(5,6) 

(1,6) 

(7,6)  = 

=  (1,5)(6,6) 

(2,6) 

(7,1)  = 

=  (2,1)  (3, 6) 

(2,6) 

(7,2)  = 

=  (2, 2)  (4,  6) 

(2,6) 

(7,3)  = 

=  (2, 3)  (5,  6) 

(2,6) 

(7,4)  = 

=  (2,  4)  (6,  5) 

(3,4) 

(7,1)  = 

=  (3,1)  (4,  4) 

(3,4) 

(7,2)  = 

=  (3,  2)  (6, 4) 

(3,4) 

(7,3)  = 

=  (3, 3)  (6, 4) 

(4,3) 

(7,1)  = 

=  (4,1)  (6,  3) 

(4,  3) 

(7,2)  = 

=  (4,  2)  (6, 3) 

(5,2) 

(7,1)  = 

=  (6,1)  (6,  2) 

A=  (1,  1)(2,6) 
A  =  2(l,2)(3,6) 
A=3(l,3)(4,6) 
A  =  4(l,4)(6,6) 
A  =  5  P  (6,6) 
B  =  (2,  1)  (3,  6) 
B  =  2(2,  2)(4,6) 
B  =  3(2,  3)(6,  5) 
B  =  4  Q  (6,5) 
q=  (3,1)  (4,  4) 
C=i=2(3,  2)(6,4) 
C  =  3  R  (6,4) 
C=  (4,  1)(6,3) 
C=2  Q  (6,3) 
B=         P  )(6,2). 


\ 
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Hic  igitur  habemus  quina  producta  formulae  A  aequalia,  totidem- 
que  formulis  B  et  C  aequalia. 

§.   9  7.      Omnino    autem    in  hoc   ordine  occurrunt  21    for- 

mulae  integrales,  ex  quibus  sex  litteris  A,  B,  C,  P,  Q  et  R  desig- 

navimus,  per  quas  igitur  reliquas  quindecim  formulas  integrales  de- 

finiri  oportet,  quaesurit:    1^.(1,  Q,   2^.  (l,2),   3^.(l,3),  4^(2,2), 

5^.(1,4),    6^.(2,3),    ^''.{^le),   8^.(3,5),    9^.(4,4),    10^.(3,6), 

ll''.^^,  6),    12^.(4,6),    13^.  (5,  5),    14^.  (5,  6),    15'^.  (6,  6). 
.• 
§•   9  8.     Videamus  igitur,    quot  harum  formularum   ex    su- 

perioribus  quindecim  aequatibnibus  determinare  liceat,  ac  primo 
qm^dem  ex  acquationibus  V,  IX,  XII,  XIV  et  XV,  immediate  dedu- 
cufitur  sequentes  formulae  (6,  e^zzgy-,  (6,  6)  —  rk^  (6,  4)iz: 
3-|[,  (6,  3)iz:  j^,  (6,  2)  zz:  -^.  Hi«  jam  inventis  ex  aequatio- 
nibus  I,  II,  in  et  IV,  deriyam^s  has  formulas  (i,  1)  zz:  -^, 
(1,  2)  zz:  ^,  (1,  3)  zz^^  (1,  4)  =1^.  Ex  his  vero  valoribus 
per  aequationes  VI,  X  ct  XIII,  colligimus  (3,  5)z:z^,     (4,  4) 

— "  Ar»  ^'  ^^'  ^^"~AO'  ^^^  notasse  juvabit  eundem  valorem  pro 
(5,  3)  prodiisse  ex  aequationibus  VI,  et  XIII.  Ex  reliquis  autem 
aequationibus  VII,  VIII  et  IX,  nihii  concludere  licet,  unde  istae 
quatuor  formulae  (2,2),  (2,3),  (6,4),  et  {5^5),  nobis  etiamnunc 
manent  incognitae. 

§•  99.^  Recurrere  ergo  coacti  sumus-  ad  aequationes  prae- 
cedentium  dassium,  quippe  quae  aeque  ad  nostrum  ordinem  perti- 
nent  atque  aequationes  classis  quintae ;  hanc  ob  rem  simili  modo  ae- 
quationes  classis  quartae  hic  opponamus  et  ad  nostrum  casum  appll« 
cemus: 


•       •  X 
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1°. 

11°. 

111°. 

IV°. 

V°. 

Vl°. 

VII° 

vni°. 
ix°. 

x° 


(1,5)(6,2): 
(1,5)(6,3); 
(1,6)  (6,  4) 
(2,  4)  (6,1) 
(2>4)(6,2) 
(2,  4)  (6,  3) 
(3,  3)  (6,1) 
(3,  3)  (6,  2) 
(4>2)(6,1) 


(1,1)(2,5 
(1,2)(3,6 
(1,3)  (4,  5 
(1,4)(5,5 
(2,1)  (3,  4 
(2,  2)  (4, 4 
:(J?;3)(6,4 

(3.1)  (4, 3) 

(3. 2)  (5,  3) 
:(4,1)(6,2) 


PA 

P(6,2); 
P  (6,  3) 
P  (6,  4) 
Q.A 

Q(6,2) 
Q(6,3) 
RA 

R  (6,  2) 
QA 


(1'0B 
(1,2)  (3,  6) 

(1'3)(4,6) 

(1,4)  (6,  6) 

(2,1)C 

(2, 2)  (4,  4) 

:(2,3)(6,4) 

(3'Oq 
:(3,2)(6,3) 

:(4, 1)B. 


§.  10  0.  ^Ex  aequationibu9  t,  V)  Vllt,  et  X  immediate 
concludimus  has  formulas  (l,  l)  =:^,  *(2,  l)  =^7(3,  1)=^, 
(4,  1)=:-^,  quos  autem  valores  jam  ante  adepti  sumus.  Se- 
cunda  aequatio,  si  formulae  jam  inventae  substituantur,  praebet  ae* 
quationem  identicam.     EsT  tertia  autem  poterimus  definire  formulam 

(i,  o),    cUjus  valor  hinc  colligitur  (4,  6) 

ex   IV   elicimus   (5,  6)  n^ 


-••  2  A  6  A'       Simili  modo 
3AQR*      Porro   ex  aequatione  VI  conclu- 
dimus  fore  (2,  2)  rz: -^-^p-.      Deinde  sepuma  aequatio  dat  (2,3) 

— -  ^  p  •  Nona  vero  aequatio  etiam  praebet  (3,  2)  nz  ^^.  Sic- 
que  omnes  quindecim  formulas  incognitas  determinavimus  per  sex 
litteras  cognitas  A,  B,  C,  P,  Q  et  R. 

§.   101.     Valores   igitur.  omnium  forraularum  hujus  ordinis 
hic  aspectui  conjunctim  exponamus 


j   • 


0.«) 
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(l,6)r 

=  A 

(6,2)z 

__  B 
—  P 

(l,Oi: 

-.  AP 

■~     B 

(3,  6)  = 

-*  BC 
"•  AO 

(2,  3)  Z 

(2,5)  = 

(3.4)  = 

(1.5)  = 
(2,4)- 

=  C 
=  P 

(6,  3)  = 
(6,  4)  = 
(6,5)  = 

_  C 

-20 
_  C 

_  B 

""40 

(1,2)1: 
(l,3)z 

-  AQ 

—  C 

-«  AR 

—  C 

—  B 

(4,4)  = 

_  cc 

—  AR 

(4,6)  = 
(5,5)  = 
(2,2)  = 

\j  Jr 

_  CCP 
■^2AJ^R 

_   acp 

-^AQR 
_  ABQR 

"    CCP 

(3,3)  = 

=  R 

(6,6)  = 

A 

-5P 

> 

§•  102.  Quoniam  autem  aequationes  primae ,  secundae 
ac  tertiae  classis  etiam  in  hoc  ordine  valent,  si  in  iis  valorea*  hic 
inventos  substituamus ,  perpetuo  in  aequationes  identicas  incide- 
mus.      Iia  cum  aequatio  primae  classis  sit  (),  2)  (3,  l)  rz:  (l,l) 

(2,  2),   facta    substitutione    reperietur    (l,  2)    (3,  t) 

vero   (l,  l)   (2,  2)  fit  z= 

hendetur,    in   tribus   aequationibus  secundae  classis^    atque  etiam  in 

sex     aequationibus    tertiae    classis,     quemadmodum     calculum     insti- 

tuenti  mox  patebit. 


AAQR 

^cc~  '    ^^ 
^^    ?     haecque    identitas    etiam    depre* 


§•  10  3.  Simili  modo  haud  difBcile  erit  hanc  investiga- 
tionem  ad  ordines  superiores  extendere,  neque  tamen  legem  ob- 
servare  iicet,  secundum  quam  determinationes  singularum  formu- 
larum  cujusque  ordinis  progrediuntur.  Intcrim  tamen  observasse 
juvabit,  in  ordine  sequente  sexto,  ubi  n  zz:  8  et  formulae  occur- 
runt  2  8  ,  eas  omnes  primo  per  quatuor  formulas  circulares 
(1,  7)  =  A,  (2,  6)  —  B,  (3,  6)  =  C,  (4,  4)  z=  D,  praete. 
rea  vero  per  has  tres  transcendentes  (l,  6)  zn  P,  (2,  5)  iz:  Q, 
et  (3,  4)  zz:  R,  determinari  posse.  Cum  igitur  quovis  ordine 
determinatio  singularum  formularum ,  praeter  formulas  circula- 
res ,  quae  utique  pro  cognitis  haberi  possunt ,  etiam  aliquot  for^ 
mulas  transcendentes  postulat,  si  saltem  valores  harum  formu- 
larum      vero      proxime     cognoscere    voluerimus,      methodus    adhuc 
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desideratur,  istos  yalores  proxime,  veluti  in  fractionibus  decima- 
Ubus  5  deHniendi.  Talem  igitur  methodum  hic  coronidis  loco 
subjungemus. 

P  r  o  b  1  e  m  a. 
Proposita  formula  intcgrali  cujusque  ordinis 

a  termino  x  zz  O  usque  ad  x  'zn  1  extendenda^  investigare  se* 
riem  convergentem^  quae  istuni  valorem  S  exprimat. 

S  o  I  u  t  i  o. 
§.   104.     Cum  slt 

facta  evolutione  hujus  potestatis  binomli  more  solito,  reperietur 


|/(l  — a;*)»-9 


-f"-=-"-^-^7-^^«-^etc. 


2n  3a 


Si  haec  series  ducatur  in  xP^^dx  et  integretur,  prodibit 

c_^        ?2  — 7      x^+P       n  —  q      2n— 7      x^^^P 
p  n       '  n-hp  n        *        2n      '   2nH-p 

n  —  q       2n^^q       3n  —  q      x^^+P 

H- .  • •  ■!  • h  etc. 

n  2n  3n         3n-+-p 

quae  series  jam  cvanescit  posito  x  n:  0 ;  unde  ai  ponamus  ar  rz  1 , 
valor  quaesitus  nostrae  formulae  fiet 


1 
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+ 


^.  «J=i .  £11112 .  !r:i . -L^  +  etc. 

*       a  3/1  3/t       Zn+p    ' 

§.  105.  Yerum  ista  series,  quicunque  numeri  pro  litte* 
ris  n,  p  et  7  accipiantur,  nirais  lente  convejrgit,  quam  ut  ex  ea 
yalores  ipsius  S  saltem  ad  tres  quatuorve  figuras  decimales  sa- 
tis  exacte  definiri  queant ;  quamobrem  aliam  evolutionem  institui 
conreniet,  dum  scilicet  valorem  quaesitum  in  duas  partes  resol- 
vemus.      Statuamus  igitur 


/'    xP—^  dx       fab  X  =zO 

/'    xP^^  3a?       fab  x^zi:  1 1 
n^;^^— [ad  x  =  lJ-Q' 


i7(l-a;^> 

atque  evidens  est  fore  S  rr  P  -+•  Q.  Nunc  autem  tam  pro  P 
quam  pro  Q  haud  difBculter  series  satis  convergentes  exhiberi 
poterunt. 

§.    106.      Quod    primum    ad    valorem    P  attinet,    eum    ex 
valore    generali,    quem    supra  pro  S  invenimus,    facile  derivabimus 


N 


ponendo  x'*  ~  § ,    ita  ut  sit  o?  zz:  y|  et  a'*  zz  yrj—  »    quo  facto 

r 

pro  P  obtinebimus  hane  seriem 

1    /1        n  —  q  1  n  —  q       2n — q  1 


y2f\p  2n      '  n -+•  p  2n       '       4n       *   ^n^+^q 

n  —  q       2n  —  q      3n — q  i 


.   etc. 
2n  4n  bn  5n-hp 

In    qua    serie    singuli    termini    plus    quam    in    ratione  dupla  decres^ 

41» 
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cunt;     ita    ut    rerbi    gratia  terminus    decimus    jam    multo    minor 

futurus  sit  quam   j^ ,    unde  si    ad    partes    millionesimas    certi  esse 

velimus,    sufficeret    calculum  nequidem    ad    vigesimum    usque    ter- 
mlnum  extendere. 

§•    107.      Cum  deinde  posuerimus 

xP^^  dx 


Q  :^  r    ^"      ^-^       [ab  x»z=:  l], 
J  y/(l  ^o^y-t  |_ad  X  —  1 J 


— — —  ,    tum    vfero    erit 

x'*  zz:  1  —  y^^    ideoque    yp  —  y{}^y^Y\     unde     difFerentiando 
colligitur 

xP-^  3x  =  —  y«~*  9«/  (i — «/")~, 


quo  valore  substituto   erit 

,-«  I"ab  .y^ 
ad  j/ 


Quando  enim  fit  a:^  — |,  tum  etiara  erit  y^znl^  at  facto  arinl, 
manifesto  fit  1/  zn  0 ;  quare  si  terminos  integrationis  permutemus, 
etiam  signum  ipsius   formulae  imrautari  debet,   sicque  fiet 

ab  y  zz:  0 
ad  2/^=1 


Qzz/^^-^a2/(l— j/^)  ^ 


§.  10  8.  Haec  autera  formula  pro  Q  inventa  omniijo 
similis  est  illi,  quara  pro  P  invenimus,  hoc  tantum  discriminc, 
quod  litterae  p  et  q  inter  se  sunt  permutaiae;  quocirea,  si  in- 
tegratio   per  seriera  instituatur,   proveniet  sequcns 


V 
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n—p      2n--p 


1 

n  -4- 

7 

2n  — 

P 

2n  An  2n 


n^p       2n — p       3n — p  1 


2n  An  6n  3n-hq 


etc. 


quae  serics  aeque  converget,  ac  praecedens  pro  P  inventa.  His 
autem  duabus  seriebus  ad  calculum  revocatis  semper  erit  valor 
quaesitus   S  —  P  -h  Q. 


Corollarium      i. 

N 

§.    10  9.      Iste    calculus    plurimum    contrahetur    iis    casibus, 
quibus   est  p  zzi  q,   tum   enim   fiet   P  —  Q,    hisque   casibus,     quibus 


j  valor  istius  formulae  ab  x  ziz:  0  ad  a:  —  1 
p 


extensae  erit 


1  n — p      2n — p  1 


n  -f-  p          2n  An          ^n-^i 

n — p       2n — p       3n — p  1 

,    — — —    ^  ■    •    — r—  etc 

2n            An         .     6n  3/i-f-p 


Corollarium 


5.  110.  Quoniam  igitur  in  singulis  ordinibus  nonnullae 
hujusmodi  formulae  {p^  p^  occurrunt,  statira  atque  valores  aliquot 
hujusmodi  formularum  fuerint  ad  calculura  decimalem  revocati, 
quoniam  formulae  circulares  per  se  sunt  notae,  ex  iis  valores 
omnium  reliquarura   formularum   ejusdem   ordinis   assignare   licebit. 


32  6  SUPPLEMENTUM  V. 

Exemplum. 
§•  111.  Proposita  slt  formula  ordinis  primi,  ubi  pZILq  ZIZ  2 

5-77 r-T^.     Series  igitur  pro   S  inventa  erit 

-^8-/2-i^-l2-ii-*-etc.). 
Subducta   autem  calculo  reperitur 

SzzO,  64326  x '/2  =:  0,  68446, 
qui    ergo    est    valor    formulae    (2,  2)    in    ordine    1^^  §.  22.  ubi 
invenimus    (2 ,  2)  ~  p- ,    ita    ut    jam    sit    P  zz:  j^) .     Est    vero 

Az=3y3=i:  1,20918,  hinc  erit  P  =:  2,22682  =(1,  1):  unde 
in  fractionibus  decimalibus  ternae  formulae  ordinis  primi  erunt 
(1,  1)  =  2,  22682,  (1,  2)  z=L  1,  20918,  (2,  2)  rz  0,  68.446. 
Hocque  modo  etiam  omnes  formulas  sequentium  ordinum  Qvolvere 
licebit. 


3)      Additamentum    ad    Dissertationem    praecedentem, 
de    valoribus    formulae    integralis 


>/(l— x^)'^ 

ab  xiz:  0  ad  xzzl  extensae.    Nova  Acta  Acad.  Imp. 
Scient.    Petropolitanae.    Tom.  F.    Pag.    118  —  129. 

§.    112.      Si    methodum    in    praecedente   dissertatione    tra- 
ditam    ad    altiorcs    ordincs    quam    n  zz  7    transferre    vellemus,    ob 
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ingentem  aequationum  considerandarum  numerum  labor  fieret 
nimis  molestus.  Quoniam  autem  vidimus^  non  omnes  istas  aequa*^ 
tiones  concurrere  ad  valores  singularum  formularum  determi- 
nandoSf  opus  non  mediocriter  sublevabitur,  si  quovis  casu  eas 
tantum  aequationes  in  computum  ducamus ,  quae  immediate  ad 
determinationes  formularum  perducanc,  quemadmodum  hic  pro  casu 
71  z=  10   sum  ostensurus. 


Determinatio. 
harum  formularum  pro  casu  n=10,  ubi  formula 


xf^^  d  X 


a:^""*  3  X 


loyo— ^ 


§.    14  3.     Hoe     casu    ergo    formulae    valorem    absolutum 
recipientes    sunt   (10,  l)  —1,    (lO,  2)  =i  j,    (lO,  3)  m  |  et  in 


genere  (lO,  a) 


a  • 


Deinde     omnes    formulae ,    in    quibus    est 


p  -f-  7  i^  1 0,   a  circulo  penident,   ideoque  pro  cognitis  haberi  pos- 
8unt,  quas  ergo  propriis  litteris  designemus 


(1,9) 


(2,8) 


(3,7) 


(4,6) 


(6,6) 


TT 


10  sin.^TT 

TT 

1 0  sin.  ^TT 

TT 

10  8in.fg7r 
10  8in.|57r 

TT 

1 0  sinT^ 


-  =A, 


B, 


C, 


D, 


E, 


(6,4) 


(7,3) 


(8,2) 


(9,1) 


nt 


lOsin.^Tf 
10  8in.|g7r 


lOsin.fgTr 
lOsin.ljTT 


D, 


C, 


-  =B, 


A, 


328  SUPPLEMEXTUM  V, 

§.  1 1  •£.  Fer  has  autem  formulas  cii-culares  rellquas  in 
forma  generali  contentas  neutiqtTam  determinare  licet;  sed  in- 
super  atiquot  formulas  transcendentes  in  '  subsidlum  Tocari  opur- 
tet,  ex  quibus  «um  circularlbus  illis  conjunctis  reliquarum  omniuai 
ralores  assignare  licebit.  Nostro  autem  casu ,  quo  n  —  10, 
sequentes  formulaS'  tanquam  cognitas  ^spectari  conTeniet,  quse  in 
ordine  praccedenti,  ubi  n  ~  9,  erant  circuJares,  nunc  autem  in 
ordinem  transcendentiom  transeunt.  £as  igitur  sequentl  modo 
designcmus 

(1,  8)  =1  P.  (2,  7)  =:  Q,  (3,  6)  =z  R,   (4,  5)  =  S, 

(5,  4)  z=  S,  (6,  3)  ~  R,  (7,  2)  —  a  (8,  l)  =  P. 
Scilicet  ai  valores  harura  litterarum  quoque  tanquani  cognitos 
spectemuS).  per  ,eo8  cum  eircularibus  junctos  reliquas  formulas 
omnes  in  hoc  ortfipe  contentas  detgrminare  poterimus.  Cum 
igitur  numerus  omnium  formularum  intcgralium  in  hoc  ordine 
n  —  1 0  contentarum  sit  4  5,  ex  iis  autem  novem  ut  cognitae 
specicntur ,  reliquac  3  6  per  has  lilteras  majusculas  determinari 
dcbcbunt. 

§.  116.  Istas  autem  determinationes  ex  aequatione  ge- 
ncrali    supra    dcmonstrata    peti    oportet,    quae    hac  forma  continetur 

(a,  6)  (a  -^b,  c)  —  (a,  c)  (a  -+-  c,  6),. 
ubi  assumere  Hcebit,  aemper  eSse  &:><?,  quoniam;  si  fdret  c  —  6, 
nequatio  foret  identlca.  frinio  igltur  iit  hlnc  -aequationes,  quae 
immcdiate  determinatioiles  ■prattbeiMt  y  Dandiscamuif  >  sunaamus 
a  '^-  fi  ::zi  1 0,  vt  «t  ( l  le,  «y  z::  ^.;'.  tajn  vero  capTatur  c  ^b  —  i , 
(|Uo  fuctu"  pro..<i  or^iueJ' sOTibeny*  .munetol  r,  i,,  3,  .etc.  sequen- 
tcs  |irodibuni  determin^uqpes        ,  .',   ■  '^^    •:    ■   :       ■ 

di,  9)  (1.0.,"8)   5=  (1.,«;).  (9,  9%  JSiSTe  U  ==  r^,V),  ergo 

(i,  8)  (id,,  7)  =:   (2,  7)  (9,. 8),  wv«  fB  r=  Q(9,  S),  ergo 
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(3,  7)  (1 0,  6)    —  (3,  6)  (9,  7),  sive  ^  C  =  R  (9,  7),  ergo 


(4,6)  (10,5) 
(6,5)  (10,  4) 
(6,  4)  (10    3) 

(r,  3)  (10,2) 

(8,2)   (10,1) 


(4,  5)  (9,  6),   sive  i  D  - 

(9,  6)  =  ^. 
(5,4)  (9,5),  sive  lEr 

(6,3)  (9,4),  sive  iD  = 

(7,  2)  (9,  3),  Jive  I  C  zz 

(9,3)^4. 

(8,  1)  (9,  2),  slve     B  - 

(9>2)=:-|-. 


S  (9,  6),  ergo 

S  {9,  5),  ergo 

R(9,4),  ergo 

Q  (9,  3),  ergo 

P  (9,  2),  ergo 


§.  116.  Ex  formulis  igitur  incognitis  illis  numero  36 
jam  octo  determinavimus ,  quae  nobis  viam  sternenc  ad.  novas  de- 
terminationes,  quas  primo  derivabimus  ex  aequatione  generali  su- 
mendo    a  ri:  1 ,    6  m  9,    et    pro    c    scribendo    ordine    numeros 


1)          ^J         U          •         •         •          •         •          Uj           UU\A\#         %#jW«^ 

(1,9)  (10,  1)        (1,1)  (2,  9) 

Az 

=  (1,  1)|-,  ergod-,  1)  = 

"-     B 

(1,9)(10,  2)_(1,2)(3,  9) 

JA  = 

=  (*.  2)  2^,  ergo  (1,2)  = 

-  AQ 

-    C 

(1,  9)(10,3)_(1,3)(4,  9) 

|Ar 

=  (1,  3)3|-,ergo(l,3)  = 

_   AR 

(l,9)(10,4)z=(l,4)(«6,  9) 

|A  = 

=  (1,4)  ^g,ergo(l,4)  z 

—  AS 
■*    E 

(1,  9)  (1-0,  6)— (1,5)  (6,  9) 

xAi 

ii(i,5)^,  ergo(1,5)- 

—   D 

(1,9)(10,  6)__(1,6)(7,  6) 

i^'- 

=:(l,6)g^,  ergo(l,  6)  = 

_  AR 

—   C 

(1,9)(10,  7)f^(I,7)(8,  9) 

fA: 

=  (1.7)7l:vergo(l,7)  = 

-AQ 
""    B 

(1,9)  (10,8)  — (1,8)  (9,  9) 

SA  = 

=  (1,8)-^,  ergoU,8)z 

-  AP 

-  A 

hocque  modo  septem  novas  det 

erminationes  sumus  adepti. 

Vol.   IV. 
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§.  117. 
ex  valoribus  a  — 
ortas,  eritque 

(1,8)   (9,  1)  =2 

(1,8)   (9,2)  — 

(1,8)   (9,3)  Z= 

(1,8)  (^,4)  rr: 

(1,8)  (9,5)  =: 

(1,8)   (9,6)  = 

(1,8)  (9,7)  = 


His    autem    inventis     consideremus    aequaiiones 
1,    6  —  8,  c  — 


(t,  1)  (2,  8) 

(1,  2)  (3,8) 

(1.3)  (4,8) 

(1.4)  (5,  8) 
(1,6)  (6,8) 

(1.6)  (7,8) 

(1.7)  (&,8) 


i,    2, 


AP  — (1,  1)B 


B 

CP 

2Q 
PP 

3R 
EP 

4S 
DP 

5S 
CP 

6R 


(3,  8)  ^ 

AR 
D 

(&^,  8)  ^ 

AS 


(4,8) 


(6,8) 


AR 


(T,  8)   c- 
(»>  8)  ^^ 


(3,  8) 
(4,  8) 
(5,8) 
(6,  8) 
(7,8) 
(8,8) 


Identica. 

BC 


AO 
^DP 

2A0R 
DEP; 

3ARS 
DEP 

4ASS 
CDP 


5ARS 
BCP 

eA(i,R 


§.  113.  Novas  determinationes  reperieraus  ponendo 
a  ~  1,  6  ~  7,  0  —  3,  4,  6,  6;  hinc  enim  nanciscimur  se- 
quentes  determinationes 


(1,  7)  (8,3) 

(1,7)  (8,4) 

(1,7)  (8,  5) 

(1,  7)  (8,6) 


(t,3)  (4,  7) 

(1.4)  (5,7) 

(1.5)  (6,7) 
(i;60  (7,7) 


C   — 

CDP  __ 

2BR  

DEPQ 

3  BRS 


(4,7) 

(5,7) 
(6,7) 


AK 

D 

AS 

AS 
D 


DEP^._  AR 

4BSS  V.',OV     c 


(4,7) 
(5,7) 
(6,7) 
(7,7) 


CD 

AR 
CDEP 


2ABRS 
DDEPJi^ 

3ABRSS 
C  D  K  P  g^ 

4Ai>RSS 


§.    119 
eritque 

(1,6)  (7,4)  : 
(1,6)   (7,5)  : 


Sumamus    nunc    a 


(1,^)   (5,6) 
(1,5)   (6,6) 


1,    6 


D   =   (5,6)^ 

DEP ..    f..   AS 


6, 


(5,  6) 
(6,6) 


4,    5s 


DE 

AS 
DDEP 

sAisss* 


llactenus  igitur  omnes  formulas  (p,  ^)  determinavimus-,  in  qui- 
bus  /?  -K  9  >  10.  Ex  reliquis  autem,  ubi  p -4-  ^,  >  9,  jam  nacti 
sumus  istas 
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(i,  1),   (1,  2),   (1,  3),   (1.  4),  (l,  5),   (1,  6),  (l,  7), 
ita    tit   adhuc    determinandae   relinquantnr  istae 

(2,  2),   (2,  3),    (2,  4),   (2,  5),   (2,  (.), 

(3,  3),   (3,  4),   (3,  5), 

(4,4). 

§.  12  0,  Pro  his  inveniendis  sumatnus  a  —  1  et  c  zz:  I, 
pro  b  autem  ordine  capiamus  nunieros  2,  3,  etc.  atque  conse- 
quemur   has   aequationes 


(^2)    (3,1) 

(1.3)   (4,0 
(^4)    (5,1) 

(^5)   (6,0 
(^0(7,0 


(^O  (2.2) 
(L  0  (2,  3) 
(^O  (2,4) 
(1,  0  (2,  5) 
(1,0   (2,6) 


AAQK  ^»  „N  AP 

"  CD~  V^''^^'    B 

AARS  /-^   _\   AP 


B 


-r-=^(2.3) 


DE 

AASS 

DiE 
AARS 


(2.')"' 


fi 

AP 


-CD-=(2,0    B 


AAQR  /_    ,N 


AT 
B 


(2,2) 
(2,3) 

(2,4) 
(2,5) 

(2,6) 


ABQR 

CDP 
ABRS 

DEP 
ABSS 

DEP' 
ABRS 

CDP 
ABQR. 

BCP~ 


sicque    etiamnunc    determinandae    restant    formulae    (3,  3),  (3,  4), 
(3,5)  et  (4,4).  ^ 


§.    121.      Pro  his   sumatur   a  zn  1,  c 
5,   etc.    tum   eniiti   prodibunt   hae   aequationes 

(1.3)  (4,2)   —   (1,2)   (3,3) 

(1.4)  (5,2)    =   (1,2)    (3,4) 

(1.5)  (6,2)   —   (1,  2)   (3,5) 


2,  et  6  —  3,   4, 


AABRSS  _/■,    oN  AQ 

CDEP    —  v3)4j    j, 
AAQRS   _^^    c>^  AQ 
CDP 


DDEP 
AaBR-^^S^ 


C 
AQ 


=  (3,6) 


(3,3) 
(3,,4) 
(3,5) 


ABCRSS 

DDEPQ^ 
ABRSS 

DEpo" 
ARS 

DP 


Unica    ergo    formula    restat    determinanda ,    scilicet   (4,  4),    quae   ex 
hac     aequatione     (l,  4)    (5,  3)    —    (l,  3)   (4,  4)    dcfinietur;     erit 

—   ("^'  ^)  IT  '   'deoque   (4,  4)  zi: 


enim 


AARSS 


DEP 


ASS 
EP 
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§.  122.  Ut  nunc  omnes  has  determinationes  simul 
aspectui  exponamus,  quoniam  in  hoc  ordine  n  zn  tO  omnino  45 
formulae  integrales  occurrunt ,  si  ex  iis  ut  cognltae  spectentur 
novem   sequentes 

(1,9)  =  A,  (2,  8)zrB,  (3,7)i=:C,  (4,6)  znD,  (6,5)  — E,  . 

(1,  8)zilP,   (2,7>=iQ,   (3,6)  3=  R,  (4,5)=:S, 
rcliquae  triginta  sex  ex  his  sequenti  inodo   determinabuntur 


1. 

(9,9)  = 

_    A 

-    8P 

19. 

(2,  6)  = 

-AftR 
-    CP 

2. 

(9,0  = 

B 

20. 

(3,  5)   = 

ARS 
-  DP 

3. 

(9,  7)z 
(9,  6)  = 

_  c 

-  6R 
_    D 

-  5S 

21. 

(-*.  ^)  = 

_  ASS 
-   EP 

4. 

22. 

(4,  8)  = 

_  CDP 
-aAQR 

6. 

(9,5)  = 

--  4S 

23. 

(«.  8>  = 

_   DEP 
~   3ARS 

6. 

(9,4)r 

_     D 
""  3R 

24, 

• 

(6,  8)  = 

DEP 

-   4ASS 

7. 

(9,  3)  - 

_    C 
-   2Q 

26. 

(7,  8)  = 

_   CDP 
-5ARS 

8. 

(9,  2)  = 

_     B 
—     P 

26. 

(8,  «)  = 

BCP 
-6AQJI 

9. 

(^0  = 

27. 

(2,  2)  = 

_  ABgR 
—    CDP' 

10. 

(1,2)  = 

"    c 

28. 

(2,  3)  = 

_  ABRS 
-    DEP 

41. 

(1,3)  = 

-   AR 

29. 

(2,  ^)  = 

_  ABSS 
-    DEP 

12. 

(1,5)  = 

_    AS 

■"    E 

AS 

-    D 

30. 

(2.  6)  = 

_  ABRS 
-    CDP' 

13. 

31. 

(5,  7)  = 

_   CDEP 
—  2ABRS 

u. 

(I,6)  = 

AR 

—  C 

-  B 

32. 

(6,  6)  = 

_    DDEP 

—   2ABSS 

16. 

(1>7)  = 

33. 

(3,  i)  - 
(6,  7)  = 

ABRSS 
-  DEPa, 

16. 

(3,  a)  z 

_  BC 

34. 

^DDEPQ^ 
—  SABRSS 

17. 

(4,  7)  = 
(5,  6)  = 

_  CD 

-  AR 

_  DE 

-  AS 

35. 

(7,  7)  = 
(3,  3)  = 

_  CDEPQ^ 
—  4ABRSS 

18. 

36. 

_  ABCRSS 
-  DDEPO 
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§•  123.  Eadem  methodo,  qua  hic  usi  sumus  pro  casu 
nrnlO,  haud  difficile  erit  ardines  altiores  evolyere;  neque  tamen 
hinc  adhuc  elucet,  quanam  lege  oranes  determinationes  progre* 
diantur,  quandoquidem  valores  certarum  formularum  continuo  ma- 
gis  evadunt  complicati.  Ceterum  valores,  quos  hic  invenimus, 
omnibus  aequationibus  in  forma   generali 

(a,  6)  (a  -f-  6,  c)  zzi  (a,  e)  (a  -h  c,  6) 

contentis  satisfacere  deprehenduntur ,  ita  ut  perpetuo  aequatio 
identica  resuUet,  neque  idcirco  inde  ulla  nova  relatio  inter  litte- 
ras  nostras  majusculas  deduci:  queat.  Tandem  probe  hic  notasse 
juvabit,  quod  in  omnibus  ordinibus,  praeter  formulas  a  circuto 
pendentes,  commodissime  eae  formulae,  quae  in  ordine  pro- 
xime  praecedente  erant  circulares ,  hic  etiam  tanquam  cognitae 
accipi  queant ,  quippe  quibus  determixiationes  omnes^  optimo 
successu  perficr  possunt. 


Methodus  generalrs  determinandi  valore» 

formulae 


/•      xr  —  ^dx        f     X 


a  terrain^o  a:  m  0  usque  ad  a:  izz  1  extensa:  ubi  praeter 
formulas  circulura  iavolventes,  in  qmbus  est  p-^qznn^ 
etiam    illae    pro    cognitis    accipiuntur,    in    quibus   est 

I.      Cum   aequatio    generalisv   unde    omnes    hae  determina- 
tiones  sunt  petendae,  sit 

(«,  b)  (a-H  h,  c)  —  (rt,  c)  (a  ■+-  c,  i), 
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sumatur  primo  a  ~  n  —  «,  b  —  a^  et  c  —  a  —  1,  eritque 
aequatio 

(n  —  a,  a)  {nyO, —  l)  —  (n—a^  a — l)  («— l,a), 

ubi  est  (a^  a — l)~j[:^*  In  primo  autera  factore,  ob  pzzzn — a 
ct  ^  —  a,  cst  p  -h  g  zz:  n,  ideoque  datur.  In  lertio  porro  fac- 
tore,  ubi  p  :=z,  n  —  a  et  q  zn  a-^l^  est  ^  -h  ^  z=  n  —  1 ,  ideoque 
pariter  datur.      Hinc   ergo   colligimus 

/  j.       \    1  (/i  — a,a) 

ubi  esse  debet  a  ^  1,  ita  ut  pro  a  accipi  queant  omnes  nuraeri 
a  2  usque  ad  n  —  1;  at  veno  casu  a  =1  ralor  foxmulae  per 
se   est  notus. 

II.  la    aequatlone    generali   jam    sumatur   <a  —  |3,   6  zn  n 
—  |3  — 1,  ^tc~l,    eritque  Bostra  .aequatio 

((3,n-p-l)(n-l,l)zzi(|3,l)(p+i,n-p-l), 

ex  qua  aequatione  colligitur 

ro  i\ (P,/i>^p-i)  (yt-1,1) 

V.P^V —       (p^-i,ni-p— r)       ^ 

ubi  esse  debet  |3<^n  — 1,  ita  ut  hinc  oranes  forraulae  ((3,  l)  de- 
finiantur,  a  valore  |3  =i  1  usque  ad  |3  ~  n  —  1,  quo  posteriore 
casu  formula  (ji  —  I,l)  per  se   cognoscitur. 

III.  Ut  hinc  etiara  alias  formas  eUciamus,  sumaraus  a— 1, 
b  znn  —  2,  c  ~  Y,  ut   oriatur  haec  aequatio 

(l,n  — 2)   (n  — 1,7)  —   (1,7)   (l-hy,  n  — 2), 

ubi  priraus  factor  ac  tertius  dantur  per  N°  II.  secundus  vero 
per  N^.   I,  unde  quarlus   derivatur,    scilicet 

X.    .     ^,    ^        ox    (l,n--2)(/i--l,-V) 

<l-^y,n  — 2)  _ jj-^^ , 

ubi    valores    Ipsius    1 4- y    a   2   usque    ad    n —  2    augeri  possunt. 
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eum  Jgitur  per  N^.  I.   sit 

tum  vero  per  N^.   n.  fit 

W'*^'    —        (7-(-i,„— 7— 1)       r 

his   valoribus  substitutis  fiet 

/n  —  2    1 -f-v)   —  — -  .  (i>/i-^)  (n-r7)  (7+i,/i>^7--i) . 

^  '  •^-T-  ^^'    7_1     (;i_7^7_i)  (7,„_7— 1)  (^_i,i) 

IV.     Sumamus    imnc    a  zmiyh  zn  n  —  3,    c  —  5,  pro- 
dibitque  haec   aequatio 

(lyn  —  3)  in—  2;Sy  =:■  (1,3)  (l-h5,  /i  —  3^), 

unde  colligjtur 

(„-3,  r-h^)  —  (^rliOj^?^^ 

ubi  ergo  1 -h  5  continet  numeros  2^,  3,  4  .  .  .'  n  —  3, 
ita  ut  hine  excludatur  n  —  3,  1,  quae  autem  per  N^.  I.  datur. 
At  si  valores  ante  repcrti  substituantur,   fiet 

...         «    I    .    rv  1        (n— 3,2)  (/i^2,i)(n^^4-l>g-^)(^»n-g)(g4-1,n-^— 1) 

(^At  — 0,l-t-o;  ^=^2  •  (71-2,2)  (/i—J+l,^-2)(d—l,n-J)(n-l,1)(5,n-^-r)> 

unde    patet    esse    debere    5  >  2,  eodemque    modo     pro     praece- 

dente     formula  y  >  1,    ita    ut    hic  excludantur    casus    (n —  3,  1 ), 

(n —  3,  2),  qjiorum  qpidem  prior  per  N^.  I.  datur,  alter  vero 
per  se* 

V-      Statuamus  nunib  a  ni  f ,  b  zn  n — 4  et  c— e,    pro- 
dibitque    haec-  aequatto 

(l,n  — 4)   (71^—3,0   =  (1,8)   (lH-r,7t— ^>), 

unde  concluditur 

ubi    si    Ibco  (n — 3,  e>    ralor    ante    inventus    substituerelur,    factor 
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absolutus  ingrederetur  j^ ,  ita  tit  es&e  debeat  e  >  3,  ideoque 
l^-6*>4,  unde  hic  excluduntur  casus  (m  —  4,  l),  {n — 4,2), 
(n  —  4,  3),  quorum  quidem  primus  ex  N^.  IL  tertius  autem  per 
€e  datur,  medius  vero  revera  manct  incognitue^ 

VI.  Statuamus    porro    a  =  1,   6  zi:  n  ~  6 ,  r  =:  ^,    ct 
aequatio  crit 

(l,n-6)  (n-4,^  =  (l,<)  (n-^,«-6), 

undc  fit 

(« -  5, .  H- 4:) = fi!=i#^ . 

ubi  ob  formulam  (n— 4,  ^  debet  eese  ^  >  4,  ideoque  H-i^>5, 
unde  hinc  excluduntur  casus  («r-  6,  l),'  {n— 6,  2),  (n  —  5,  3), 
(n  —  6, 4),  quorum  quideih  primur  ex  N^,  IL  constat,  quartus 
vero  per  .se  datur,  ita  ut  hic  occurraiit  duo  casus  etiamnunc 
incogniti  (n  —  6,  2)  et  (n  —  5,  3)- 

VII.  Simili    modo  si  ukerius  sumamus  azzil,  6zzn — 6 
et   c  —  7),  prodibit  . 

ubi  revera  occurrunt  tres  sequentes  casus  (n  —  6,  2),  (n  —  6,  3), 
(n  —  6,4),  qui  adhuc  manent  incogniti,  atque  hoc  modo  pro- 
gredi  licebit,  quousque  necesse  fuerit;  unde  patet  numerum  ca^ 
suum  incognitorum  continuo  augeri,  ita  ut  terminorum  p  ti  q  alter 
futurus  sit  vel  2 ,  vel  3 ,  vel  4 ,  etc.  qui  igitur  casus  adhuc  de- 
finiendi  restant. 

VIIL     Sumamus    nunc  primo  a— 1,   6zz:d»    e  —  1,  ut 

acquatio  nostra  fiat 

(<, ^5  (1-1-0,0  ==  (M)  (2.0. 
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unde  concladlmus 

\^^^)  —  — 0,1)  ~» 
quae    formula   jam    omnes    casus    exclusos    suppedltat,    in   quibus 
alter  termlnus  erat  2.  ^ 

IX.  Deinde  sumamus  a  =  2,  fr=:)t  et  czrl,  ut  aequa- 
tio  prodeat  (2,k)  (2-4-k,i)  =  (2,i)  (3,k),  undc  fit 

ubi  cum  (2,  k)  per  praecedentem  N'*"  detur,  nunc  etiam  ii  casus 
innotescnnt,  ubi  alter  terminus  erat  3» 

X.  Snmatur  purro  arzS,  d  =  x,  c^l,  erltque  (3,x) 
(,3-f-x.l):=(3,  1)  (4,k),  unde  fit 

unde  igitur  ii  casus  eliciuntur,  ubi  alter  terminu^erat  4.  Eodem 
roodo  pro  reliquts  proceditur;  sicque  omnes  plane  casus  in  for> 
mula  proposita  contemi  plene  sunt  determlnati. ' 


•4)  De  valoribus  integralium  a  termino  variabilis  a:=: 0 
usque  ad  3c  =  00  extensorum.  M.  S.  Academiae 
exhib.  <f.  30  ^rilis   1781. 

§.  124.  Talium  formularuni,  quae  a  termlno  x  ~  0 
usque  ad  terminum  3;  =:  00  extensae  finiUiiB  sortiuntur  valorem, 
siinpllcissima  est  clrcularis  /  f+^  .  cnjv»  valor  est  "%  denotante 
TT  peripheriam  pro  diametro  "^  1.  Deinde  etiaia  raethodo  pror- 
sus  slngulari  inveni  esse 


/i"— *  9x     fab  a:z=:  0   1  _ 
(l-l-a:)"     \jkd  a:  =:  00  J  ""■  n  s 
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'Praeterea  vero  hoc  modo  plures  alias  formulas  hujus  generis 
expedivi,  in  quarum  differentialia  non  solum  fuhctiones  algebraicae 
ipsius  X  sedetiam  Ix  ingrediatur. 

§.  125.  Obtulerunt  se  mihi  autem  quondam  aliae  hu* 
jusmodi  formulae  etiam  functiones  ti^anscendentes  involventes,  qua- 
rum  valores  desiderati  omnes  methodos  adhuc  cognitas  respuere 
rideantur.  Quaesiveram  scllicet  eam  lineam  curvam  in  qua  ra* 
dius  osculi  ubique  reciproce  esset  proportionalis  arcui  cur* 
vac  ,  ita  ut  posito  arcu  ni  ^  et  radio  osculi  —  r,  esset 
rs  =z  aa.  Hinc  enim  haud  difBcile  est,  figuram  curvae  libero 
quasi  manus  ductu  describere,  quandoquidem  ea  talem  habere 
^'^'  ^'  debet  figuram.  Initio  nimirum  currae  in  A  constituto  inde  curva 
continuo  magis  incurvabitur  et  tandem  post  infinitas  spiras  in 
certum  punctum  O  glomerabitur ,  quod  polum  bujus  curvae 
appelJare  licebit.  Propositum  igitur  mihi  fuerat  locum  hujus  poli 
accuratius  investigare ,  pro  eoque  quantitatem  coordinatarum  A  C 
et  C  O  perscrutari. 


§.    126.      Hunc    in    finem,     introducta    in    calculum     por- 


tionis  cujusvis  AM  ziz  s  amplitudine  —  Cj),    ut  sit  r  —  ^  ,    fit 


sds   zn  aad(^^    hincque 

ss  zz:  2aa(P^  et  j  m  a]/2(|)  zz:  2c|/4). 

Hinc  jam  prodit  ds  zz:    -7^,    unde    posita    abscissa.pro  hoc   arcu 
AP  zz  o:  et  applicata  PM  rz:  y,    colligitur  fore 

§.  127.  Hlnc  ergo  prO  polo  O  determinando  requi- 
runtur  valores  harum  duarum  formularum  integralium  ,  post- 
quam  a  terraino  Cj)  zz  0  usque  ad  Cj)  =z  00  '-fuerint  extensae. 
Initio     quidcm    sum    arbitratus  ,      hos    valores    aliter    obtineri    non 
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posse  nlsi  approximando ,  dum  utraque  fommla  successive  per 
partes  evolvatur;  primo  scilicet  a  (^  zn  0  usque  ad  C|)~7r;  de- 
inde  a  C|)  zz:  tt  usque  ad  C|)  ziz  27r;  porro  a  C|)  zz:  27r  usque  ad 
Cj)zz:37r;  etc*  quippe  quo  pacto  series  prodibunt  satis  prompte 
convergentes.  Verum  evidens  cst  hanc  operationem  longos  cal- 
culos  satis  taedio80S  requirere,  quos  quidem  evolvere  non  sum 
ausus.  Nuper  autem  forte  fortuna  per  methodum  prorsus  sin* 
gularem  perspexi  esse  tam 

J       y^         W  0  zzn  Qo  J    —   y  2  > 

ita  ut  pro  loco  poli  quaesito  O  sit 

A  C  zz:  c /^5  et  C  O  zz:  c /'^  . 


§.  128.  Quoniam  igitur  methodus,  qua  huc  sum  per« 
ductus,  non  parum  polliceri  videtur,  Geometris  haud  ingratum  fore 
arbitror,  si  eam  omni  cura  hic  exposuero.  *  Et  quia  multo  latius 
quam  ad  ista^  formulas  patet^  eam  etiam  omni  extensione  sum 
propositurus ,  quae  omnia  ex  consideratione  hujus  formulae  satis 
simplicis  /x^T^  dxc  ^  deduxi,  cujus  ergo  integrale  pro  variis 
valoribus  exponentis  n  investigare  convenit. 

§.  12  9.  Ac  primo  quidem,  pro  casu  n  zz:  1  hujus  for- 
mulae  y3xc""*  integrafe  manifestum  est  1 — c""* ,  quod  casu 
X  ziz  0  evanescit,  facto  autem  a:  —  oo  abit  in  unitatem.  Prae- 
terea,  cum  hujus  formulae  x^  .   e""*  differentiale  sit 

Xx^""*9a?  .   e""*  —  x^  9x  .   e""*  ^ 

erit  vicissim 

/x^  dx  .  e-^»  znX/x^-^  dx  .  e-^  —  tp^  .e-»  , 

quod    postremum    membrum    tam    prp    casu  xziz  0   quam  a:  zz:  oo 
evanescit,    si    modo    fuerit    X  >  0.     Tum    igitur    pro    nostris    ter« 

43* 
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minis  integrationis  erit 

cnjus  formulae  ope,  ob  y3xc~*  :zi  1,  sequentes  integralium  va- 
lore9  deducuntur 

fxd  oc  e^^  rz  1 

fx^dx  .  c-«zi:  1.2  • 

fx^dx  .  ^*iiz  1.  3.3 

/x^  dx  .  e"-*  =1.2.3.4 

sicque  in  genere 

/x"— *  d  X  c— *  =1.2.3.4  .  .  . '.  .  .  .   (n— i>, 

cujus  producti  valores  quotiea  n  fuerit  numerus  mteger  positi* 
vus  sponte  se  produnt;  quando  autem  n  est  numerus  fractus 
olim  ostendi,  quomodo  valores  per  quadraturas  curvarum  alge- 
braicarum  exhiberi  queAnt.  Sic  pro  casu  n  zi:^  }  constgt,  istum 
valorem  esse  n:  j/tt. 

§.  130.  Cum  igitur  omnes  valores  hujus  producti  infi- 
niti  1.2.3.4....(n — 1)  tanquam  cogm*ti  spectari  queant, 
eoa  littera  A  designaboi  ita  ut  sit  A  ^  1.2.3.4  • . .  •  (n— -1), 
sicque  jam  adepti  sumus  hanc  insi^nem  formulam  integralem 

fx^^^dx  .  6^*rz:A, 
integrali    scilicet    ab   x  ziz  0  ad  o^  m  oo  extenso ;    atque    ex    hac 
ipsa    formula    omnia  deduxi,.  quae  ad  casum  ante  memoratum  per* 
tinent,    ubi    quidem    ratiocinia    penitus    singularia    adhiberi    debent, 
quae  igitur  hic  diligentius  sum  expositurus. 

^.    131.     Posui  autem  primo  x  z:z:  ky^    et   quopiam  ambo 
termini  integralis  iidem  manent,  erit  ^tiam 

quandoquidem   baec   formula  etian^   ab  y  :zz  0  adt/i— oo  usque 
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extenditur;  quamobrem  per  k^  diridendo  habebimus 

ubi  autem  notari  oportet,  pro  k  nullos  numeros  negatiros  accipi 
posse,  quia  ^atioquin  formula  e~^>  non  ampHus  evftnesceret  casu 
X  =  0,  atque  hic  isti  soli  Talores  sunt  excludendi,  ita  ut  etiam 
valores  imaginarii  loco  k  adhiberi  queant,  atque  hinc  illas  arduas 
integrationes  sum  assecutuB. 

§.   132.     Fonamus  ergo  ftz^p-f-y/— 1,  et  cum   sit 
e— ?>V— *  —  cos.  gy  —  y' —  i  sin.  qy,  et 
e+w*'— 1  —  cos.  gy-h'/ — 1  sin.  f  ^, 
nostra  formulft  nuno  induet  hanc  formam 

/y"~^dy   .  irPy(coa.qy^y/-ism.cjy)  =  -_-A_. 

Quamobrem  si  formulae  imaginariae  signum  mutemus ,  erit  si- 
mili    modo 

/y^-^dy  .  e-py(co8,qy-h-/—i8\n.qy)  z=  .  yy. 

§.   133.     Qu4>    valores    inTentos   commodius    exprimere    U- 
ceat,  ponamus  p  =yco8.  9  ct  q  zz ysin.  ^,  eritqne 

(p-i-g  /—  0*  —f" (cos.  n&-i-  /—  1  sin. n  j)  et 
0*  "~  9/—*)"  =:/*(co8.  n$  -^/.^1  siiL^^); 
ubi    notasse  jtivabit   fbre   tang.  ^  =:  - ,    mde  ex  valoribus  p  ct  q 
assiimtis   erit   cti&m /^■/(pp~\-qq^.     Hoc  ergo  modo  fit  priore 


(p-t-V/ — *y*  *^ /^(cos.  n^ -H>/— I  »in.  nj)* 
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pro   allero 


(/;— 9/— •l)'*  f^  (cos.  n^  —  /-—1  ^i*^-  '^O 

Quamobrem  sl  hae  duae  formulae  addantur  prodibit    . 
2  A  cos.  n^ 

DifTerentia  autem  harum  formularqm  dat 
2A  V — 1  sin.  n^ 

§.    134.      Addamus    igitur    quoque    ipsas    formulas    integra- 
lcs,  et  habcbimus 

J 

Sin  autera  subtrahamus  et  per  2 )/ —  1   dividamus,  oritur 
/i/"-*  dy  .  e-P>  sin.  yy  =  A_sm_nd 

quac  jam  duae  formulae  integrales  latissime  patent,  cum  numeri 
p  et  q  proi^us  arbitrio  nostro  relinquuntur,  id  tantum  obser- 
vando ,  ne  pro  p  numeri  negatiri  accipiantur.  Operae  igitur 
pretium  erit,  has  duas  formulas  integrales  sequentibus  binis  theore- 
niatibus  complecti. 

* 

Theorema     L 

Posito  A~1.2.2 (n — l),    et  pro   litteris  p  ci  g 

numcros  quoscunque  positiros  accipiendo,  fiat  inde  ^(pp  -^  99) 
—  /,  et  quaeratur  angulus  0 1  ut  fit  tang.  0  ~  - 1  ^^  habebitur 
ista  integratio  memorabiKs 


/>  —   0    et    7  z^  1,    unde    fit  fzzii    et   tang.    $  rz:  ?  —  cx3. 
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Theorema     II- 

> 

Posito    A   —  1 .  2  .  3 (n  —  1 ) ,    et    pro    litteris  p  et 

q  numeros  quoscunque  positivos  accipiendo,  fiat  inde  y(pP^99^ 
n:^  et  quaeratur  angulus  ^,  ut  sit  tang.  &  zzz  ^-^  atque  habcbi- 
tur  ista  integratio  memorabilis 

rn^i^           -«*    •            fab  a:~    0    l^Lsm.nO 
fx^^^^ox  .  e^^*8m.  ax        ,  zz: — -. 

•^  ^        L^d    07  1=00    J  /« 

§.   135.     Cum    igitur   pro    casu  currae  supra  consideratae 
pervenerimus  ad  has  formulas  integrales 

facta  appllcatione  erit  n  zn  | »    ideoque  A  =  ]/7r ,    tum  vero  erit 

? 

ideoque  ^  m  '5  ,  ergo  cos.  n^  zz  y^  nz  sin.  w^.      Hinc    igitur    fiet 

/^  W  =  -]  =  v^ .  """'<•» 

ycp       L«i  q)  =  00  J K  5  •     . 

§.    136.     Operae    autem    pretium    erit,'  hunc    casuth    quo 
nzzil  et  A  n:  j/tt  in  genere  evolvere,  et  cum  posuerimus 

y{pp-\-qq)—f  tt  ^z=z  lang.^,  erit 
sin.  0  —  ?  et  cos.  ^  zz:  j  • 

Hinc  ergo  primo 

.m.  1 «  =  / 1=1^' =  V^-=£  et 

C0..I9  =  Yl±pi  =  V±l; 
unde  fit  pro  valoribus  integralibus 

Asin.  H  _  /tt  //— P 
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A  cos.  i  l  VjjT        ./-l-p 

'    Vf        ~     f     '^       2       ■ 
Quamobrem  habebimus   binas  sequentes  foTinulas  incegrales 

/ile-A-sin.?x  =  ^.V^-i^ 

/|i^'«cos.,x=:^.V'-^'- 

^.  13  7.  Cflsus  stitem ,  qulbus  pro  n  sumitur  numenis 
intcger  positivus,  ideoque  A  absolute  pcr  numeros  integros  ex- 
hiberi  potest,  ita  sunt  comparati,.  ut  etiam  per  methodos  cogni- 
tas,  ope  scilicet  formularum  iategralium  reducticmis  wUs  notae 
expediii  queant,  atque  adeo  integralia  in  gtinere  exhiben.  Haec 
autem  operatio  postulat  calculos  non  param  prolixos,  quamobrem 
formulae  nostrae  satis  aimpltccis  pro  casu  scilicet  x  =  oo  nihilo 
-rainus  omni  aitentione  «unt  dignae.  Quando  autem  exponenti  n 
valores  negativos  tribuere  Tt>luerinius,  hi  casus  statim  in  initio 
integrationis  additionem  consttntis  inGnitae  postulant,  u(  scilicet 
integralia  evanescant  ca^u  a:  —  o ,  sicque  adeo  valores  inte- 
gralium,  quae  hic  quaerimus,  cianebunt  inSniti,  idcoque  ad  insti* 
tutum  nostrum  non  suut  tefereadi. 

\.  138.  Casus  autem  mazime  memorabilis  hic  occurrit, 
quo  n  =:  0,  et  qul  prorsos  siugularem  dallertfam  postulat,  quem 
igitur  accuratius  eTolvamus.      Quoniam   posuihiirt 

A  —  1.  2  .  3  .  4  .  .  . ,  («— l), 
statuamus  simili  modo 

A'=  1.2  .  3  ...  -n,  et  A'''^  *■  2  -^-  -f"  •  ■  («-^0» 
eritque  uianifesto 

A  =1',  etA'=j^;,  ideoque  A=  j;^. 

Sumamus    nunc    n  =   u,    existente    u    infinite  parvo,    et  cum   sit 
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A^^  :=:!  1 ,  inde  fit  A  in:  5, ,  ideoque  ejus  valor  erit  infinltus.  Cum 
autem  pro  formula  integrali  priore  sit  sin.  n$  =i  co^,  evidens 
est    fore    A  sin.  n  Q  ziz  $  ;     quamobrem    ista    prior    formula    in* 

tegralis    erit  f—  e^P^  sin.   ^  o:  —  0 »    dum    neippe    integrale    a 

termino    x  zzz  Q    usque    ad  terminum  a:  n:  oo    exienditur.      Alte- 

/•dx 

rius    autem    formulae    nostrae    integralis  y  —  c"^^*  cos.  q  x   valor 

erit  infinite  magtnis.  Ille  autem  casus  omnino  meretur  ut  eum 
singulari  theoremate  complectamiir. 

T  h  e  o  r  e  m  a     IIL 


quoscunque,  atque  hinc  quaeratur  angulus  0,  ut  sit  tang.  ^   ~.  ~i 


§.139.      Si    litterae    p  et  7    denotent   numeros   positivos 

_  ± 
p 
habebitur  sequens  integratio  maxime  memorabilis 

-erP*  sm.    qx  [^^^  —  ^J   =:  $ 

cujus    theorematis   demonstratio    dubito    quin    alio    modo    quam    per 
apprpximationes  investigari  queat. 

§•  140.  <]:asus  autem  simplicissimus  quo  p  ziz  0  et  q  zzi  i 
jam  oninia  calculi  artificia  adhuc  cognita  superare  videtur,  quia 
autem  hoc  casu  fit  tang.  0   nii  J  —  oo,  erit  0  zzz  %j    unde  oritur 

rdx 

haec    integratio  f—  sin.  x  zzz  '^.     Interim    tamen    de    ejus  veri- 

tate    eo    minus  dubitare    licet,    quod    approximationes    adhibitae  ad 
eundetti     valorem     propemodum     perducant.      Quodsi     hunc    casum 

cum  initio  memorato  ^^1  sin.  a?  —  y^  comparemixs,    ingens  s'mi- 

litudo  summam  attentionem  meretur,    cum  hujus  integraie  sit  prae- 
cise  radix  quadrata  illius* 
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4    r  o(^    -  cAJu 

6)    Iitvestigatio    formulae    integralis    /  . —    ^^^  ,     casu 
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quo    post   integrationem  atatuitur   ^ziz oo.     Opuscula 
AncUytica.     Tom.  IL    Pag.  42-^84. 

$.  141.  Jam  satis  notum  est^  hujus  formulaQ  integrale 
partim  logarithmos,  partim  arcus  circulares  complecti,  et  partes 
logarithmicas  hanc  progressionem  cohstituere 

—  ^  cos. -|^    /]/(l— 2a;cos. -^ -ha7x) 

—  -j- cos.  -^ //(l— -2X008.  y -ha?:r) 
_|cos.^/}/(l— 2xcos.^^-HXx)  ^ 

—  —  cos.  -]f— '  kC* — 2xc08.  j-  -Ha:x) 


—  y  CQS.  -^  /  y  (1 -yT-2  X<;08-  -jjr  Th- »aj) 

ubi  i  denotat  numerum  imparem  non  major^m ' ^quani  X:.  Hinc 
si  k  fuerit  nuraerus  par,  erit  i  ZZL  k  —  1;  ac  %\  k  fuerit  nu- 
merus  impar,  hanc  progressionem  continuari  oportet  usque  ad 
i  =:  /c,  ejus  vero  co&*fficiens  duplo  minor  capi  debet,  seu  loco 
—  I  tanium  scribi  debet— j,  cujus  irreguiaritatis  ratio  in  To- 
mo  I  est  eiposita. 

t 

\.    142.     Cum    hae    partes    sponte  jam  eyaneacant  posita 
x=0,  statuamus  statim  x=:cx3,    et  cum  ia  genere  sit 

)/(l  — 2  X  cos.  (V  -f-  xx)  zzL  X  ^  006.  ca^  erU 
/  ]/( 1  —  2  X  cos.  (0  -h  xx)  zz:  l{x — coi.  «) 

—  lx^'^  —  lx,  ob??^"z=:0; 

omnes    ergo    illi    logarithmi    reducuntur    ad    candem    formam   /x. 


V 
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quae  multiplicftHda  est  per  banc  ieneni 

ubi,  ut  diximus,  i  denotat  maximum  numerura  imparem  ipso  k 
non  majorem^  faac  tamen  restrictione,  ut^  si  Xc  fuerit  {mpar,  ideo* 
que  iznkj  ultimum  membrum  ad  dimidium  reduci  debeat.  Quam- 
obrem,  si  hujus  progressionis  summam  investigare  vclimus,  duo 
casus  erunt  constituendi :  atte):  qud  k  est  numerus  palr  et  i~k 
—  1 ,  alter  vero  quo  k  est  impar  et  i  —  A:. 

EToItttio  caaus  prioris,    quo  ft  est  numerus  par 

et  i  =:*— 1. 

$,   143.     Hoc  ergo  casu,   posito  o?  =:  oo>    formula  '^•j^ 
multipllcatur  per  hanc  cosinuum  seriem 

cos*  -|^--4-coa.  -j — hcos.  — jj — hcos.  -j — [-...♦-f-cos.  ^ — jp-^» 
cujus  summam  statuamus  z:^  &  Ducamus  hano  aeriem  in  sin. 
^\    et  cum  in  genere  sit 

sm.  ^   cos.  'ip  zi:  |  sm.  ^-^ j  «m.  ^ — ^ —  t 

facta  hac  reductione  habebimus 

sm.  ^  — |sm.  "5-'-t^|sin. --j — Hjsm.  -jp-«»—t-i8m.  — ^^ ^|sm.m7r 

— |sm.  -^ Jsm. -jp;  —  Jsm.-j^  ••• — |sm.^ — ~ —  J 

ubi  omnes  termini  praeter  ultimum  manifesto  se  destruunt,  ita 
ut  sit 

S  sin.  "y^  zz:  |  shi.  mit. 

Jam  vcro  quia  nostri  cocfBcientes  m  et  k  supponuntur  integri, 
uiique    erit    sin.    m  tt  iz:  0 ,    ideoque    etiam    S   zz  0 ,    nisi    forte 

etiam    fuerit    s:n.   ^—   zr  0,    qui    autem    casus    locum    habere    ne* 

quit,     quoniam     ni     iategratione     forraulae     propositae r— ' 

1  -f-  X* 

44* 
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semper  assumi  solet  esse  m  <  k.  Hoc  igitur  modo  evictum  estr 
casu  quo  post  integrationem  statuitur  x  i=i  cx^,  omnes  partes  lo- 
garithmicas  integralis  se  destruere. 

Erolutio   casus  alterius,    quo  est  k  numerus  impar 

et  i  — *. 

§.    144.     Hoc    ergo    casu,    sumto    x  zn  oo  y  formola  Ix 
multiplicatur  per  hanc  seriem 

2  mir         2     ^^    Smir         2  Sm-Tr  I  kmir 

-   fc  COS.     ,^-  -  ^  COS.   -^-  -  j^  cOS.-^  .••  •.  -  J   COS^  ^r 

ubi  terrainus  penultimus  est  —  y  cos.  ^  "~fc"*^i  P^^  ultimo  vero 
termino  erit  cos.  m7r  —  h-  1,  signo  superiore  valente  si  m  sit 
numcrus  par,  inferiore  si  impar;  quare  remoto  terniiiio  ultimo  pra 
reliquis  ponamus  *  \ 

irnr  3m'ir      ,     _^^    5mir    ,  .    _^   (fc— 2)mir « 

cos.  -f  -f-  cos.  — ^  -h  cos.  -j — h  .... r  -h  coe*  ^ j^-—  ZH  5v 

ita  ut  mufltipHcator  tpsius  togarithmi  x  sit 

2S  ,  ' 

Hinc  procedendo  ut  ante  fiet 

„     .      mn_^.    .      2miT       ,   -^  ^mir       _  •      ^Trrrr  _  .      (A;-3)mir       .   •      (fc-Omir 

S  sin.    ^ njsin.  -y-H-lsin.  -j-  H-|sm.  -^  .<r...-i-j8m.  ^ — -^ i-Jsm.  —  j^^ — 

^   •      2m7r       -  ^*      4mir       .   .      6mir  .   .      (ib— 3)  mir 

—  |sin.  -^ |sin.  -r^ ism.  -j-.....  — Jsm.  ^ — j —  ; 

ubi  iterum  omnes  termini  praeter  ultimum  se  mntuo  tollunt,  ita 
ut  hinc   prodeat 

sin.  i^-  zz:  I  sm.  — j^ —  —  |  sm.  ^m  tt  — -  -f) ; 
at  vero  est 

•      /     _        miFx  •  mir  •      mir 

sm.  QmTT—  -^)  —  sm.  mTT  cos.  -. cos.  mTT  sm.  -  -  , 

ubi  noteinr  essc  sin.  mTT  =:  0,  ob  m  nnmerum  integrum;  habe^ 
bimus  ergo 

S  sin.^  —  —  i  cos.  mTrsiR.  ^,  sive  Sizi— JcoSrmTT^ 
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consequenter  multiplicator  ipsius  tx  erit 

~  fc  COS.  mTT  —  t  C08.  mTT  —  0, 

sicque  manifestum  est^  sive  k  sit  numerus  par  sire  impar,  omnia 
meuibra  logarithmica  in  nostro  integrali  se  mutuo  destruerei  si* 
quidem   post   integrationem  «statuamus  x  zizloo^   quemadmodum  hic 

semper  supponimus. 

§•  14&.  Considerenras  mine  etFam  partes  a  circulo  penr- 
dentes,  ex  quibus  integraFe  nostrae  formulae  componitur.  Hae 
autem    partea  stfipientem    progTessionem  '  constituere  sunt  compertae 

2     .    mm  ,  X8in.  ^  2    .     Smnt  ^  xsin. -^ 


-  sln.  •—'  Arc.  tane. -r -»-  —  sin.  — r—  Arc.  tang.  ,^ 

k  k  *   *-.a?c€«.i       *  k  **   l^cos.? 

k  k 

2    .     5m7r                    xsm.  y       2   .     7mTt ,  -r  sm. -j- 

-h  7-  sm.  — — •  Arertang. 7- -f---suit  — — Arc^tang. 


/ 


1— a?cos.-jr       ^  f^  1— arcos. -j- 


X  sm.  -r 


-  sitHk  — -  A*c.  tang. 


—         -. ^,  ^.^ 

^  '^  1— J7C0S.    r- 

ubi    in  uhimo  membro  cst  rel  ?  zz  ^  —  i ,  vel  i  ziz  /r;    prius  sci- 
Itcet  valet  ai  i  est  numeru»  par,  posteriua  si  impar. 

f.  146.  Cum  etiam  omnia^  haec  membra  eTanescant 
posito  X  ~  O^  fiBi€iamu&  pro  iastituto  nostra  x  zzi  00.  In  generr 
igitur  fiet 

X  sin.  -V-  •  /yv 

Are.  umg.    — -7:^  zr:  Arcr.  tang.  ( —  tang.  —  ). 

l-a?cos»-^  \  Ac/ 

Est  vero 

—  tang.  -f-  zn^  tang.  ^   ^  '    r 


ex   quo   hlc    arcua    fit  n:  ^— f-— -^     Hinc    ergo   loco   i  seriben<{o* 
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euceesslTe  numeros  1,  3,  5,  7  elc.  istae  partet  nostri  integra- 
lis  quaesiti  erunt 

n      sm.  -j-  -t-  -^i      81B.  -^  -f-      jfj-*-  8in.  -jp 

+  «(k— 7)ir    .      7mir    i    «(*— ^)*    •      *«•«•    i  9(k-.t)ir  .     7«« 

ubi  casu,  quo  k  est  numerus  par,  progredl  qportet  usque  ad 
iznk  —  1:  ac  si  JScait  numerus  impar,  usque  ^d  i  zizk. 

(•   147«     Statuamus  brevitatis  ^a&a 

(*~i)sitt.  ~H-(ife— 3)dn.  i22!:^(ii-.5|sin.  5^4...... 

H- (*-i)  sin.  I=i3  =:  s 

29rS 

ita  ut  integrale  quaesitudn  sit  -j^ ,  quandoquidem  partes  .logarith* 
mieae  ae  mutuo  destruxerunt.  Multiplicemus  nunc  utrinque  per 
2  sin.  ^  ,  ct  cum  iii  genere  sit 

^    .      mir    .      fmw ^^^    (f— »l)mir  (f-f-l)mir 

2  sm.  -r-  sm.  -r—  zn  cos.  ^^ — g cos.  ^-^-r — t 

k  k  ft  k  M 

facta  substttutione  erit 

2  S  sin.  ^  z:  (ifc  - 1 )  cos.  '-J^-h  (fc ^3)  cos.  '^^  ^  (k ~6)  cos.  ^^ 

-()fc-l)  oos.  ^-  (A-3)  cos-  ^  ~ (fc-5)  cos.  ^f^ 

■     //       -N  (f— Om-jr 

••••  -4-  [k-^ij  cos.  — j^ —  • 

/,,      .\   •         (i+l^mTr  ^ 

—  {k-lJQOS.^-^ 

quae  series  manifesto  contrahitur  in  sequentem^ 

2  S  sm.  y  z:  Qac— 1 )  —  2  cos.  —^ •  2  cos.  ^-j^ 2  cos.  -j^ 

rt       -.    ('' — l^mTr         /,       .V            (f-f-i^mTr 
—  2  COS.  —y —  (*-"0  ^^^*  ^ T 

ubi,  primo  et  ultimo  membro  sublatis,  regularem  termini  inter* 
medii    constituunt   seriem,    pro    cujus   yalore    investigando  ponamus 

^    ^m-ir  ^^    im^r  ^m-ir    ,  •  .  ,(/—!)  mir 

ZZ.  COS.  -^ h  COS.  ^ h  COS.  -j \-  •••••  +COS.  ^ p —  , 


.  •  •  • 


•  •  •  . 


/ 
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ita  ut  tit 

Hic   autem   iterum   conrenit   duos  C8SU8  perpendere,  prout  k  fuerit 
par  vel  impar. 

Evoltttio  casus  prioris,  quo  k  eat  numeirtta  par 

et  i  =;*  — I. 

§.   149.     Hoc  ergo  caau  habebtmtia 


mir 


MuItipHcemus  denuo  per  2-  sin.  -r-\    et  per  reduQtioMS  supra  in- 
dicatas  habebimus 

•_  m^jr         .      3m7r         .      Sm^w  .      (fc— S^mTr 

— 8in.-r 8m.  -,-  —  8m.  -j—  ..-  —  sm.  ^ — ^ — 

*  k  k  it 

deletis  igitur  terminis  se  mutuo  tollentibus  erit 

1  Sin.  "Y  -—  "*•  •'O-  "jf  "^  ®'°*  — fe  —  * 

Est  vero 

(fc— 'l)mir •      ^  nTfrx  •  mir  •      mir 

sin.  — jj — '  zz:  sin.  QwTr  — ^y/  zz:  sifi^rmt  co».  -j-  —  cos.  mTrsin.  -j^^ , 
ubi  sin.  m7r  =:  0,  quamobrem  fiet  2T  —  —  1  —  cos.  m7r. 

§.   1-4  9.     Invento  valore  pro  T  coingitur  fore 
2  S  sin.  —  —  ife,  ideoque  $ 


2  stn.  -2- 

Denique  vevo   ipse   Yator  fbrmulae  nostrae  integraEti   quem  qttae«» 
rimus,   erit  -^  ,   et  nuii.c  maniiestttm  cst^   integrale  nostrae  formu- 

lae,  casu  quo  5  est  numerM  par,    fore  — ^ — ^j;^,     siquidem    post 

k  #in.  -|f- 

tntegrationem  statuatttr  xzizoo. 
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Evolutio  alterius  casus,    quo  k  es^t  numerus  impar 

et  izzJt. 

|.   ISO.     Hoc  ergo  casu  est 

T  — cos.^  -Hcos.^  -+-co8.^-+-....-Hcos.<i=^», 

quae  series  multiplicata  per  2  sin.    -j^  producet  ut  ante 

2T  sin.  -|f-  :=  -f-sm.  -5—  -Hs^i^*  -^—  •••  .-t-sin.  ^ — ^ hsin.  ~ 

mir         •      Sm^Tr  .      5mir  •      {k—2)mie 

— 8in.-j-  —  sin  y- — ain. -j-T..,.— 8in.  ^ — ^ — 


unde   deletis  terminis  se  mutuo  tollentibus  reperietur 

^  m    •      mir  ___  ^^  mir    ,      • 

2  T  sm.  -V-  zii  -^  ®^"*  "fc — ^  *^^*  ''^^ 
ideoque  - 

^  sin.  mir         ... 

2TZ1:  — 1-h-: — --  -  ZZLi^  ob  sm.  mTT— 0, 

sm.  TJi 
k 

hincque  porro  fiet 

2  S  sin.  ^  —  fc ; 

quare    cum   valor  integralis  quaesitus  sit  ^  ,    erit  etiam  hoc  casu 

TT 

integrale  nostrum  ziz  ' —      ^^ ,     prorsus     uti     praecedente    casu. 

k  sin.     ,- 

Hinc  ergo  deducimus  sequens  theorema. 


JU  %y  JU 

§.151.      Si    haec    formula    differentialis  '— j-    ita  in- 


Theorema. 

iV-x^ 
tegretur,   ut,    posito  xcizO^    integrale  eTanescat,   tum  vero  statua-  , 

TT 

tur  a:  zr  00,  valor  inde  resultans  semper  erit  : — : ,    sire  k  sit 

k  sm.  ^ 
k 

numerus    par,     sive    impar.     Hujus     theorematis     demonstratio    ex 
praecedentlbus  est  manifesta. 


Casu   enim    qiio  foret  m  ziz  k^    integrale    fonnulae    — ;— ; — ^-  esset 
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^.  15  2.  In  evolutione  hujus  formulae  assumsimus  esse 
m  <^  k  j  quia  alioquin  membra  logarithmica  se  non  destruissent; 
at     vero     ne     hac     quidem     limitatione     nunc    amplius     est    opus. 

IH-X 

J  /  (iH-  X*) ,  quod  facto  x  zzz  ^  fieret  etlam  oo  ;  verum  hoc 
idem  indicat,  nostrum  integrale  esse  r-r—  iz:  oo .  Dummodo 
ergo  m  non  fuerit  majus  quam  k^  nostra  formula  veritati  sem* 
per  est  consentanea 

^.    163.      Quin    etiam    ne    quidem    necesse    est    ut    expo- 

nentes    m  et  ^    sint    numeri    integri ,    dummodo    non    fuerit  m  ^  k; 

if  V, 

si    enitn    fuerit    m  —  -^   ^'  ^  —  x"  '   ^*^'*    ^^^^^    1?^^   nostram  for- 

Xtt 

mulam    j;^  ,     cujus     veritas    ita    ostenditur.      Quia    hoc    casu 

K  sin.  '^  -  ,n 

formula  integranda  est  f———;;;  •  —  »  statuatur  x  =  y^,  erit 
^-^n^^.  etformulafiet      ^-^"^'^' 

J  1-t-y'*   *    y  J    i-Hj/''   ' 

Xt 

cujus  valor  utique  erit j;^  • 

H  sin.  — 


Alia  demonstratio  theorematis. 


f^  dx 


X 


a  termino  a?  =  0  usque  ad  x  z=Z  i'y  at  Q  valoi  em  ejusdem 
integralis  a  termino  x  z=:  1  usque  ad  x  —  <»  ,  ita  ut  P  -l-  Q 
praebeat     eum     ipsum     valorem ,     qui     in    theoremate     contineiur. 

Vol.  IV.  *^ 
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Nunc  pro  valove  Q  inveniendo  statuatur  x  zz:  y  ^  unde  fit 
L*  =  -./-2:,  fietque 

J  i-hy-'^    '     y  J    i-+-y^    '  y 

a  termino  y  ^  i  usque  ad  y  =  0.  Hinc  igitur  commutatis 
terminis  erit  H 

Q  =  H-  / 1  •  — 

J  i-+-«r      y 

a  termino  y/=z  0  usque  ad  t/  —  1.  Jam  quia  hoc  integralt 
expedito  littera  y  ex  calculo  egreditur,  loco  y  scribere  licebit  x^ 
ita  ut  sit 


_         fx'^'^^       dx 


quo  facto  habebimus 

i •  — 

a    termino    x  zn  0    osque    ad    terminum    o:  —  1.     Verum    non 
ita    pridem    demonstravi,    valorem    hujus    formulae    integralis    intra 

tcrmmos     x  zn  0    et    x  zz:  1     contentum    essc    zzi  


Hinc    igitur   nascitur   sequens   theorema   noa   minus   notatu  dignum* 

Theorema.  ^ 

5.    15  5,     Valor  hujus  formulae  integralis 


I- 


l-+-.r*  X 

intra    termlnos   x  zizQ    et  a:  —  1    contentus ,    acqualis    tsi    ralori 
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dx 


3&5 


r   .  —  ,    inlra  terminos  x  —0  et  xzizoq 

i-^x^        X 

0 

contento. 

\m  15  6.  His  expensis  formulam  integralem  in  titulo  pro- 
positam  aggrediamur,  et  quo  eam  ad  formam  hactenus  tractatam 
reducamus,    in  subsidium  vocemus  sequentem  reductionem 

unde  facta  difTerentiatione  prodit  sequens  aequatlo 
o:^— ^  3x  mAx'^""*  3a? 


(lH-x^)^+i 


(l-HX*) 


^ft^x 


(l  +  x^)^-*-^ 


(l_Hx*)X  ' 


quae  aequatio  per  x^""^3x  divisa  ac  per  (iH-x*)^  multi- 
plicata,  terminum  negativum  a  dextra  ^d  sinistram  transponcndo, 
erit 

X&Ax* 


i 


m 


X' 


A4-B, 


quae    aequatio    manifesto    subsistcre    nequit ,     nisi    sit    X/cA  zn  i, 

—  mA  -H  B  nz  ^  -H  B,    sicque 


sive    A 
B   =  1 


.-r,      unde    erit    1 


m 


X« 


^.  15  7.  hiventis  his  valoribus  pro  litteris  A  et  B^  pri- 
mum  assumimus,  integralia  ita  capi,  ut  evanescant  posito  x  ~  0  ; 
tum  vero  posito  x  — oo,  quia  exponens  n  minor  supponitur  quam 
ky  membrum  absolutum  Uttefa  A  afiectum  sponte  evanescit,  ita  ut 
hoc  casu  X  ~  00  -fiat 


/  m  \      rx' 


l-HX«) 


fc>x 


4b 
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Quod    81   jam    primo  capiamus    X  izi  1,     quia    ante  invenimus  pro 

eodem  casu  x  zz;  oo  esse 

'x^'^^  3  X  TT 


/ 


k 


babebimus  yalorem  istius  integralis 


/»x^""*  dx /        m\         Tf 


si    quidem    integrate    etiam    a    termino    x  zn  0   usque    ad   terminum 
o;  —  00    extendatur, 

§.    15  8.    Quod   si  jam    simili    modo  ponamus  X  r=l  2,   re- 
perietur  pro  iisdem  terminis  integrationis 

/^m— 1  ^x     /        m\   /         m  \         7r 

codem    modo    si    litterae    X    continuo    majores    valores    tribuantur, 
reperientur    sequentes    integralium    formae    omni    attentione    dignae 


^m— 1   ^^  /  jfi\      /  yyj\      /  ^\  ^ 


?=0-i)0-S( 


.m- 


TT 


t-Hic^r      V        */  \        2kJ  \        3/c/ /c  sin.  !!!2E 

etc*  etc. 

§.  f5  9^.  Quare  si  littera  n  denotet  numemm  quemcua- 
que  integrum,  pro  formula  in  titulo  expressa,  si  ejus  integrale  a 
termino  x  zz:  0  usquc  ad  x  z=i  oo  extendatur,  ejus  Yalor  sequeiMi 
moda  se  habebik 
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7 Tv 


mir 


§.  160.  Hic  quldeiu  necessario  prb  n  alii  numeri  prae- 
ter  integros  accipi  non  licet:  at  vero  per  methodum  interpolatio« 
num,  quae  fusius  jam  passim  est  expiicata^  banc  integrationem 
etiam  ad  casus,  quibus  exponens  n  est  numerus  firactus,  extendere 
licet.  Quod  si  enim  sequentes  formulae  integrales  a  termino 
y  ziz  0  usque  ad  y  ~  i  extendantur,  in  genere  valor  no&trae 
formulae  propositae  ita  repraesentari  poterit 

m 


/l 


Unde  si  fuerit  ra  zn  1   et  A:  dz  2,  sequitur  fbre 


J (i-hxxy—  2J  y^i-^yy)    '  Jy/ii-t/y^^^Jyii- 


Ita  si  n  r^l  erit 


/      3«        _  f    ydtr 


cujus    veritas    sponte    elacet,    quia    Integrare    prius    generatim    est 

^/(iJLjcxl^  posteriua  vero  zz:  1  —  "/(l-^yy)?  quae  fkcto  a:  —  oo 
ct  y  zn  1,  utique  fiunt  aequalra.  Caeterum  pro  bac  integratione 
generali  notasse  juvabit,  exponentem  unitate  minorem  accipi  non 
posse,  qiiia  aUoquin  yalores  lamborum  integralium  in  infinitum. 
excrescerent. 


vi' 
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6)    Investigatio  valoris  integralis 


A 


1  —  2  X*  cos,  0  -f-a?^*^ 

a  termino  o:  —  0   usquc  ad  a:zz:oo  extensi.      Opus^ 
cula  analytica.      Tom.  II.    Pag.  66  —  76. 

§.  161*  Quaeramus  primo  integrale  fonttulae  pr^bpositae 
indefinitum^  atque  adeo  omhes  operationes  ex  primis  aualjseos 
principiis  repetamus.  Ac  primo  quidem^  quoniam  denominator  in 
factores  reales  simplices  resolvi  nequit,  sit-  in  genere  ejus  factor 
duplicatus  quicunque  1  —  2  x  cos.  co  -h  a:  a? ;  evidens  cnim  est, 
denominatorem  fore  productum  eX  k  hujusmodi  factoribus  dupli- 
catis.  Cum  igitur,  posito  hoc  factore  izz  0,  fiat  x  —  cos.  o) 
±  y —  1  sin.  0) ,  etiam  ipsd  denominator  dupUci  modo  evanescere 
debebit,   sive  si  ponatur 

X  ZZL  cos.  0)  -h  }/ —  1  sin.  co,  sive 

X  ZZL  cos.   03  -+-  ]/ — 1  sin.  O). 

Constat    autem    omnes    potestates    harum   formularum   ita   commode 
exprirai  posse,  ut  sit 

(cos.  0)  i:  }/—  1  sin.  co)^  ziz  cos.  X  0)  Hh  )/ —  1  sin.  Xco, 
hinc  igitur  erit 

x^    —  cos.  /cco  ±  }/ — 'i  sin.  /rco  et 

x^*  zz:  cos.  2/cco  ±;  ]/ —  1  sin.  2  &ci3. 
Substituamus  ergo  hos  valores,  et  denominator  noster  evadet 

1  —  2  COS.  0  COS.  /lO)  -4-  cos.  2  ^co 

±2  }/ — 1  cos.  ^shi.  fr<o  :+:  i/^*-!  sin.  2A:ci).  , 

§ .  162.  Perspicuum  igitur  est  hujus  aequationis  tara 
terrainos    reales    quam    imaginarlos    seorsim    se    mutuo    tollere    de- 


-  .a 
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bere^  unde  nascuntur  hae  duae  aequationes 

I.    1  —  2  cos,  0  cas.  A:  cj  H-  cos.  2 1  cj  —  O^ 
II.      —  2  cos.  $  sin.  /cca  -H  sin.  2  ftoi  —  0.. 

Cum  igitur  sit 

sin.  2  Xcci)  =  2  sin  /c  co  cos»  ka^ 
posterior  aequatio  induet  hanc  fbrmamf 

— —  2  cos.  $  sin.  /eci)  +  2  sin.  /cco  cos.  /c  c«>  =:  0^^ 

quae  per  2  sin.  /c  ea  divisa  dat  +  co&  k  co  =:  cos.  ff^  ideoque 

cos.  2k(ii^;zz  co».  2^1=:  cos.  f*^ —  ain^  $^  izz  2  cos.  $^ —  f , 

qui  valores  io  aequatione  priore  substituti  praebent  aequationem 
identicam,     ita    urt    utrique    aequatic^ni    satisfiat    sumendo    coa.  /cca 

iz:  cos.  $. 

§.    I&3.     Fro    6)    igrtur   ejusmodi   angulnm    assumf  oportet, 
ut  fiat  eos.   /cci)   zzz  cos.  ^,  unde  qnidem  statim  deducitiar  iSccoziz^, 

ideoque  ^zzz-j^.  Verum  quia  infiniti  dantur  anguli  eundem  co- 
sinum  habentes,  qui  praeter  ipsum  angjulum  $  sunt  27r  ±  ^, 
^ttH-^,  6  7r^^,  €te.  atqne  adeo  in  genere  2i7ritd>  dcnotante 
i    omnes     numeros     integros ,     quaesito    nostro    satisfiet,     faeiendo- 

ko)  zzi2  i7t±  9i  unde  coUigitur  angulus  k}  —  —f^  9  sicque  pra 
Oj  nancisceremur  innumerabiles  angulos  satisfacientes,  quorum  au« 
tem  sufBeiet  tot  assumsiase,  quot  exponens  k  continet  unkates; 
successive  igitur  anguio  ca  sequentes  tribnamus  yalores 

T'  nr~*  ~k~'  nt~'  nr^r — n^ —  • 

Quodsi  ergo  angulo  ca  successive  tingulos  istos  valores,  qnorum 
numerus  cst  —  k^  tribtiamus,  formula  1  —  2x  cos.  (j)  -+-  xx  omnes 
suppeditabit  factores  duplicatos  nostri  denominatoris  1 — 2a;^  cos.  ^ 
ar^^>  quorum  numerua  &it  zzik. 
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§.    164«     Inventis  jam    omnibus    factoribus  duplicatis  nostri 

denominatoris.    fractio   — r rr    resolvi    debet    in.  tot 

1  —  2  x*  cos.  ^  --H  ar* 

fractiones    partiales,    quarum    denominatores    sint    ipsi   isti   factores 

<duplicati,    quorum    numerus    est   k^    ita    ut   in    genere  talis  fractio 

partialis  habitura  sit  talem  formam  ^_2x  eos.  mh-xx  »  ^^^^  insuper 


resolvamus  in.  binas  simpliceSi  etsi  imaginarias,    et  cum  sit 

xa?— 2a:  cos.  w-4-  i:z  (x — cos.  (i)-H  }/— i  sin.  w)  (a:—  cWAA-ry^  i  sin.  oj), 
^tatuantur  ambae  istae  fractiones  partiales 
^J_ I g 

X  —  €0S*  w  — y— 1  ji/1.  w    •    X  —  co^.  w-f- 1^— 1  si/t.  ca  ^ 

ita  ut  totum  resolutionis  negotium  huc  redeat,  ut  ambo  numera* 
tores  f  ti  g  determinentur ;  iis  enim  inventis  babebitur  summa 
ambarum  fraetionum 

"^  xx—^xb^s^fA-^-t  • 

ubi  igitur  erit  oa  .♦» ; 

B  =:/h-  flf  ct  A  —  if—g)  /—1  sin.  o)  —  (/^flrj  cos.  ai;' 


/  •»' 


\.    165.     Per    methodum    igitur    iractiones    quascunque    ia 
fractiones  simplices  resolvendi  statuamus 

^m — 1  f 

'         ^ {_ .        T% 

1— ^2x*cos.0H-x^*         X — cos.cij — y—i  sin*  w 

ubi  R  complectatur  omnes  reliquas  fractiones  partiales.  Hinc 
per  X —  cos.  oj  — )/— 1  sin.  (o   muItipUcando  babebitur 

^m  —  ^m^i  /-^Qg   ^  ^y^^i  sin.  (jd)      ^    „ ,  /       .        N 

^-fc -rr ^  z:/+  R  C a: — cos.  o)  — y—  i  sm.  o}  J, 

j — 2x*cos.  0-hx^*  ^  K  y» 

quae  aequatio  cum  vera  esse  debeat,  quicunque  valor  ipsi  x  tri* 
buatur,  statuamus  x  i=i  cos.  6)  -f-  >/-—  1  sin.  O)  ,  ut  membrum 
postrcmum    prorsus   e  calculo  toUatur;    tum  vero  in  parte  sinistra. 
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quia    formula    x  —  cos.  co  — }/— •!  sin.  (o    simul    est    factor  deno- 

minatoris ,      facta    hac    substitutione    tam    numerator    quam  dcno- 

minator    in    nihilum    abibunt ,      ita    ut    hinc    nihil    conciudi  posse 
videatur. 

§.  166.  Hinc  jgitur  utamur  regula  notissima ,  et  loco 
tam  numeratoris  quam  denominatoris  eprum  dlfferentialia  scriba- 
mus,  unde  nostra  aequatio   accipiet  sequen^m  formam 

y^^tn— i  —  Q^ —  j^  a?^—2  (cos.  ta  -4-  ■/ —  1  sin.  co) 


m 


—  2/c;v*-"^  cos.  0  -H  2/cx^*—^ 
x^ — '  (m — l)a?^"^  (cos.  a)-!-)/— 1  sin.  co) 


posito  scilicet  x 


—  2kx^  cos.  ^  -H  2  kx^^ 
cos.  (0-4-)/ — i  siu.  03.      Tum  autem  erit 


/, 


X 


cos.  mei) -4- ]/— 1  sin.  mco   et 
^Tn— t  ^j^Qg^  ^  ^j/-^l  sin.  w)~x^zii  cos.  m(o-4->/— 1  sin.  mco, 
ct  pro  denominatore 

y^— 1  sin.  ^(0  et 
-/—l  sin.  2/:co; 


rc' 


.2ii( 


z  cos.  kiA 

X^^^ZH  COS.  2^(0 

tmde  fit  numerator 

x^  zzi  cos.  m  00 
^et  denominator 


]/ —  1  sin.  m  co 


2  X:  cod.  j^  cos.  X:  co  -f-  2  ^  cos.  2  Ac  co 

^A:^'— :  1  cos.i  sin.ico.-f-  2&]/— 1  sin.  2Aco. 


5.  i6  7.  Pro  denominatore  reducendo  recordemur,  jam 
supra  inventum  ^sse  cos.  ico  =  eos.  ^,  unde  fit  sin.  ico  =:sin.  ^, 
tum  vero 

cos.  2ico  i::zcos.  2^  m  2  cos.  0* — i    ct 

sin.  2ico  =:  sin.  2  $  =  2  sin.  0  cos.  ^, 

Vol.  IV.  4  6 


r 
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quibus  valoribua  adhibitis.  denominator  noster  erit 

2*cos.6^ — 2k-h2kY — lsin4co8.^i:— 2A:sin.^^-h2fc)/ — Isin.^cos.^ 

--  2 k  sin.  ft  (sin.  ^ — }/  ~  1  cos.  ^), 
quamobrem  hoc  valor.e  adhibito-  babebimus 

/^_      coS:m  w  +  V —  1  sin*  m  (o 
~  2k5in.  0  (y"— 1  cos^f— ^in.  d)  ** 

Simul    vero    hinc   sine   novo    calculo»  deducemus.  valorenr  g\,  quippe^ 
qui  ab  /  ratlone-  signi  )/ —  i   tantum*  discrepat,  sicque  erit 

^_^      coff.ma)— :/— -1  jin.  mw 
S  — -  — 2ksin.Ji  (jin.f+/-lcoyJX' 

§•    1'6  8".     rnventis:  autem.  his;  litterisi  /*  et  gr^,  pro  litterisi  Ai 
et  B  coUigemus  primo  ^  ^ 

/1         _^  cos.  9  sin*  M  (j>—  sih»  $  cos,  m  fai  •       sin*  (mta^O}) 

tum  vero  erit.  , 

/"_         y«— <  coy.  (fflfa)— g) 
""S ksin.O. 

Ex  his  igitur  reperiemus 

o  j/7i.(ma)— 0)      . 

"^        k  sin.9 


/> 


A   sin* 0) coy. (m o) — Q ■—  co j.xj j/ n^ (m (o — ^)^  n«.>[(m cj *—  ^)«"><a]' 

^ k  sin.  l  — •  ininJ.  ^' 

ubi  ergo,  imaginaria.  sponte  se  mutuo.  destruxerunt. . 

.§.    16  9..     InTentis    his   valbribus- A  et  Br^   investigari  opor- 

tet    integrale    partiale   f\_^^^^\^^y.^  ^b^  >    cuwi    denominatoris, 
differentiale  sit 

^xdx —  2  3arcos.  w.  ziz  23:i;(Ar~  cos.  O)), 

statuamus 

A  H-  B  a:  zz:  B  {x —  cos.  co)  -H  C,  critque 

C  zz:  A  -rh  B  cos.  co, 
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liinc  igitur  erit 

g-%  ^^  co^.  w  sin.  (m  w— 0)  —  sin.  [(mco— i?)  —  0)] 
^—  '        k  sin.  $  '~"'' 

^uia  vero 

—  sin.{m(o — $  — a))r:-sin.(m(o— ^)  cos.jco  -*-co8.(m(o— ^)sin.  co,  trit 

Csin»  0)  cos.  (m  0) — d) 
—  .ksin.$ 

Hac  ergo  forma  ^dhibita,  formula  inteeranda  j-  ol!^^^^f^     discer- 
patur  in  lias  duas  partes 

B(x— coj.fa))9x       .1  Cdx 

1—- 2x  coj.  w -4- XX  ~l—2x coj.  w+apx 

Hic  igitur  prioris  partis  integrale  manifesto  est 

B/]/(l — 2x<^B.w  -h^x^, 
alterius   Tero    partis   facile    patet   Integrale  per  arcum   circuli  cx* 
pressum  iri,  cujus  tongens  sic  ^!L""'olb» '      ^^    ^^^    integrale    inve-  , 
niendum  ponamus 

<et    sumtis   vdifferentialibus ,   'quia  d  .  Arc.  tang.  t  aequalQ  est      -■■• , 
habebimus 

'CBjp  jx  dxsin.ta 


1— 2xcoj.w4-««  "■  i«— >2x  ooj.  b)-}"«x' 

iinde  manifesto  fit 

T% C    ^^  cpy.  (moj— 0) 

""  siiub)  "^       it  sin*  $ 

§.   170.     'Substituamus    igitur  loco   B  et  D   valores   modo 
inventos,  et  ex  ^singulis  factoribus  4enominatori8 

i-^  2x^  cos.  0-hx^^9 

quorum    forma    est   1 — 2x  €0S.  ia-hxXf    oritur   pars   integralis 
constans  ex  membro  logarithmico  et  arcu  circulari,  quae  erit 

^:-r-^  ' /(' -  2*  00..  „+x,)  +  £::i^>  Arc.  ung.  j££=^ 

46* 
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quae  evanescit  sumto  x  zzz.  0.  In  hac  igitur  forraa  tantum  opits 
est,  ut  loco   03   successiTe  scribamus  ralores  supra  indicatos,  scilicet 

9        ^TT-J-d       A-JT-H^       ^-JT+^         . 

donec  perveniatur  ad  ""fc  ^  >  '^^  enim  summa  omnium 
harum  formarum  praebehit  totura  integralc  indefinitum  formulae 
propositaCic 

§.  171.  PiQStquam  igitut  integrare  indefinitum  elicurmus, 
nihil  aliud  superest,  hisi  ui  in  eo*faciamu8  x  ZZL  ooy,  quo  facto 
pars  logarithmica ,  ob 

]/(l — 2  o;  cos.  03 -t- :r  a:)  zi:  a: — cos«  4^,. 
erit  B  /  (o;  —  cos.  t^     Est  vero 

Z \x  —  C08.  0))  zz  ix  ' —  —  /a?,  ob  -p-  in  Ov 

quamobrera  facto  x  izz  oo  quaelibet  pars  logarithraica  habebit  Tianc 
fbrmara  —j-^-f^  ^^«  Deinde  pro  partibus  a  ^circulo  pendenti» 
bu3,   facto  X.  zzoo  fil. 

sicque  arcus,  cujus  haec  est  tahgens,  erit  zz:  tt  —  (O,  hincque  pars. 
circularis  quaecunque  fiet  —^^-f^    (tt — cj). 

§^    172..      Cum    quilibet    valbr    angufi    m    in    genere    hanc- 
habeat  formam   "—P—  ?   ^rit  angulus 

m  03  —  ^  ^ jj ^  et  TT  —  w  —  --^^ — p^ 

Ponamus  brevitatis  gratia 

— jf — —  S.  ^'   T" "~  ^'  ut  tSit  mco  —  d  rz2ia  —  ^,. 

ubi  loco  i  scribr  d^bem  s.uccessive  numeri  0,,  1,  2,  3,  etc.  usque 
ad  k  —  1.      Hlntf    igilur    si    omnes    partes    logaiithmicas   in   unam. 
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summam  colligamus,  ea  ita  repraesentaii  poterit 

ob  t—  ^^°-  <^  sin.(2a-0 -+-sin.  (4a-0^  «'^-  (6a-<) 

H-sin.  (Sa— ^) H-sin.  [2(ft— t)  a-— ^]]; 

ubi  quidem  ex  iis,  quae  hactenua  sunt  tradita,  facile  suspicari  licet, 
totam  hanc  progressionem  ad  nihilum  redigi.  Yerum  hoe  ipsum 
firma  demonstratione  munirl  neoesse  est^ 

§.173.     Ad  hoc  ostendendum  ponamus 

S  z^-— sin.  ^-Hsin.  ^2a — 47"^®^"*  (^a— ^)-f-. ...  -+-  sin.  [2(/c— -1  )ia— 4^], 

multipllcemus  utrinque  per   2  sin.  o,  et  cum  sit 

2  sin.  a  sin,  (J)  zz:  cos.  (a— 0)  —  cos.  (a-hCj)); 

bujus  reductionis  op^  obtinebimus  seqjientem  expressionem 

2  S  sin.  az:  cos.  (a+^  •+  cos.  (a~^)  -f-  cos.  (3  a-^)  -+-  cos.  (5  a-^ .... 

—  cos.  (a— ^)—  cos.  (3a^^)— .cos.  (5a-^).... 

.•  .^.  H-  cos.[(2/:-3)a^^i^cos,[(2  A-  t^a-^]^ 
. . .  .i— cos.[<2i-3)a-^ 

unde  deletis  ti^rminis  ^se  mutuo  destruentibus  habebitur 

2S  sin.  a  z=z  cos.  (a-h2^  •—  cos.  [(2* —  f)  a  —  ^^. 

\.    17-4.      FonamuB    Hos    duos    angulos,    qui    sunt    relicti, 

a  -t--  4^  — '^  ^'  (^*^ — '  0  ^  —  K—'^'^  eritque  eorum  summa  p  -^  q 
—  2a&.  Quia  porro  est  a  zzi  ^ -  ,  erit  ;> -H^  ~  2m7r,  hoc  est 
mulliplt)  totius  circuli  peripheriae^  ob  m.  nunierum  integrum.  Quare 
cum  sit  qr~2m7r— f>,  erit  cos.  ^zncos. ;?;  unde  patet  smnmam 
inventam  nihilo  esse  aequalem,  sicque  manifestum  est,  omnes  par* 
tes  logarithmlcas ,  quae  in  integrale  formulae  nostrae  ingrediuntur, 
casu  X  zz:  oo   se  mutuo  desti^uere; 
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$.   176.     Progrediamur  igitur   ad   partes   circnlares,    qua- 
rum    forma   generalis,    ut  vidimns,    cst  ""'^^^1^^^  (tt— -0)),    quae 


kiin.»        V  k      ) —       kjin.t~  \'^'^    k  V' 

Hic    ponatur    porro  ■[  iz:  (3  «t  tt  —  i  —  y,    ut   forma   generalis 

8it  -^^-f^  (y— 2if3).  Quare  si  loco  i  scribamus  ordine  ra- 
iores,  0,  1,  2,  3,  4,  jusque  .ad  ic — .1,  ^omnes  partes  .circulares 
hanc  progr^seionem  constitu^nt 

riu-lCVCo»-<-^(V^2f3)co«.i(2<;t-<5^H-<y--4P)co8.:(4a-<0 
.....  -l-XY-2(^-l)^]co8.[2(A:-0a-^]. 

Ponaraus  igitur 

S  =1  Yco8.^-h.(Y— 2^co8.(2a— ^  H- {Y~"^P)  cos,,(4«— 4) 

H-Cy— 2,(*— Of3]co8.  [2(A— l)a  — ^ 

ut  8urama  omnium  partium  circularium  sit  jfjjjT^  j  .quae  ergo  prae- 

bebit  valorem  quaesitum  formulae  jntegralis  propositae,  .<:asu  quo 
post  integrationem  statuitur  o:  — oq,  ita  .ut  totum  negotium  ia 
invcsligando  valorc  ipsius  S  versetur. 

§•  176.    Hunc  jn  .finem  .tnultiplicemus  .utrinque  per  2sin.a, 

ct  cum  in  gqnere  sit 

2  sin*  a>cos.  (J)  —  sin.|^a-+-(J))^— sin.  ((J)  —  a), 

liac  rcductione  in  singulis  terminis  facta,  pervenieinus  ,ad  hanc 
acquationcm 

2Ssin.ai:zYsin.{a-4-^)-hysin.{a— ^'^•^-{v  — 2|3)sin.(3a— ^^ 

—  (V-2p)sin.(a-<)-(Y-4(3)sin,(3a-<) 

^(y-.4p)sin.(5a— 0 -h[v— 2(/l— l)(3]sin.[C2^-l)a— 4^] 

—  (V — 6p)  sin.  (5a— ^) 

ubi    praeter    primum    et    ultimum    termlnum    omnes    reliqui    con« 
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trahi  possunt,   ita  ut  prodeat 

2Ssin,a-ysin.(a-+-^-f-2|3sin.(a — ^^4-213^1^.(3^ — ^) 

^  2(3sin.(5a— ^)  .  .  -1-2(3 8in.[(2ft-3)a — ^]  - 

^fy.^(3t.i)(3]8in.[(2/c-l)a-<]. 

§.    177.     Janr  pro  hac  serie  suramanda  ponamus  porro 

T— 2sin.(a— ^)-h2sin.(3a— 40^-2^*°-(^^~O"+' 

-H-2sin.[(2^  — 3)a — ^ 

ut  habeamus 

2Ssin.airY8in.(a+4^-f-[Y— 2(«-l)(3jsin.[(2S-l)a— ^-*-(3T. 

JEam:  muItipMcemus^.  ut  hactenus,  per  sin.  a,  et  cum  sit 

2  8in..a  sin.  CP^zz:  cos.  (<p — «)  — cos.  (Cj^-Ha),. 

facta  hac  reductione  nanciscimur 

Tsin.  a— -h  cos.^;4-  cos.  (2a^^  -h  cos.  (4a-4')^-'*--  -^-  cos.  [2(A[-2)  a-^l 

— cos.  (2a-4^—  cos.  (4a-^) — .... — cos.  [2  (Ac-2)  a-^ 

--cos.[2(A[-l)a-^ 

unde-  deletis   terminis,    quac  se*  mutuo^  destruunt,.  remanebit  tantum 
ista*  expressio 

T  sin;  a  —  cos.-^- — cos.  [2  (A:—  l)'a — ^^J. 


Cum.  igitur  sit  a  —  ^^  erit 


2  (A— ljaz3  2m7r 


2m*K 


i')- 


cujus  loco  scribere  lic«t'  —  nF »  ""^*^'  °^  «Jf  rz^P^ ,    erit 
Tsin;  a  =:  cos..ifc^>*.      --«-  r^n-rr^Hk-m] 

§.   178.      Nunc  yero  notetur  fn  genere  csse 
cosi  p — cosi  ^  zr- "  "•"  ^"^^ 

m 

^are-  cutn  sit 


2:sin..?3:^  sioi.  ^-=^»- 


^-?-^J!0-^t^I..^^+.(>-.)^^^.^ 


/T-t-P TOir+«(t— w)      ^ 


^-^jp  ■_■   «ir 
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unde  aequitur  fore 

T  sin- «  zn  2  sm.  ( — ^^  — -)  sm.  -^ , 
ideoque 

T  ziz  2  sm.  \— '^ j »  ot)  a  _.  -j^» 

-§.   17^.     Hoc    igitur    valore  T   inveBto   reperiemtis   porro 
2Ssin.  a  =  Y8in.  (aH-^-f-[y— 2(/c— l)^sin.  [(2/c  — l)a — Q 

H-3p8in.("^t''^<»-'")), 

quae  ob  ^^       0^-^^)  ^  ^  -f-  ^"  reduditur  ad  hanc  formam 

2S  sin.  a=:(Y-l-2|3)  sin.  («+0"^  ty— 2(/c— l^fTjsin.K^*— l)a— ^, 
quae  ita  repraesentari  potest 

2  S  sin.  a  =  (y-h  2  p)  [sin.  (a^-^)  -+-  sin.  [(6A — 1  >  a  ~  ^] 

—  2pA:  sin.  [(2*— 1)  a— 41, 
ubi  pro  parte  priore,  ,ob 


sin.  p  -+-  sin.  9  —  2  sin.  ^i^  cos.  ^-^ »  crH 

unde  pars  ipsa  prior  fit 

2  (v+^^P)  sin.  a/c  cos.  [(fc— i)  a— ^l» 
ubi  cum  sit  al!c  zn  mTT,    erit  sin.  akzn  O^   ita  ut  tantum  supersk 

2  S  sin,  a  =—  2p*  sia  [(2*— 1)  a— ^, 
hincque 

""■  siii.  a 

Est  vero 

(2A'-i)a  — ^=:2m7r  — ^-^-^; 


\ 


AB  TOM.  I.     CAP.  VIII.  369 


omisso  igitur  termino   2m7r,  erit 

TT  8in.  p^  +  K»-^)^ 


8m...j- 


ideoque  mtlor  quaesitus 


S  TC  8in.  p»+«(>~i»)l 


'  /  I  •-—•  ^l^  •■ip* 


*8in.$  *8in.08in.^       ' 

quae  forma  redncitur  ad  hanc 
7r8m.  p     ^         J 

§•  180.    CoBtemplQmw  hk:  ante  omnifr  easum  quo  ^i:::  ^, 

'     ■       ^.    ■  ,     cujus 

1—1- X^* 

ergo  valor,  si  post  integrationem  ponatur  :i?  i^  oo,  evadet 
TT  8m.  (  j^' jf-;       ''rfl08--85- 


Ac  sm.  -T-  *  sm.  -j- 

Quia  igitur  cst 

sm.  -jf-  =:  2  sm.  -55-  cos.  -^^ 
prodibit  iste  valor  iz:  • ^ ,    qui   valor   egpcgie  convenit  cum 

^Asm,-^- 

— ■' r—  assignavimus,  si 

1— Ha: 


quidem  loco  k  scribatur  2k.  , 

§.   181.     Evolvamus    etiam    casum    quo    $  zzz  tt,    et   for- 


/. 
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valor  erit 

k  sin.  ft  sin. "  *  sin.  ^  sin.  & 

Hujus  «utcm  postcrioris  fractionis,  casu  d  i^  ir,  tam  nnmeratoc 
quam  denominator  eranesch;  qnare,  ut  ejus  vcrus  valor  cruatur, 
loco  utriusque  ejns  differenU^e  &cribaBiii%  qno  facto  isia  Tractio 
abibit  in  hanc 

cujus  Talor  fiicto  ^  =  ir  maic  muiifesto  est  1 — ?;   sicque  valor 

.  /     ""X    •» 

'mterralis  qnacsitiis  em  I  1 r  I -^i  pzorais  uti  m  .supenorc 

\        *ytsni.-j- 

vUsstrtatioae  i 


|.   193.     Q«o   aMteai  Talorem   generalem    mTeDtum    com. 
KvHlioren  revlJamos,  foiwmiw  ■»  —  i—%  fietque 

sia.  i  —  sisL  n  et  c«.  t  z^ —  cos.  ii : 
t«m  ter>>  erit  ao^tts 

t  '  —   t        ' — * 

cwBi   siui»   «t   siu-  ^l — ")l.    im*  '*'<''  qweskus  nostrae  for- 

Tsi«.(l — ")l|  ^ 

,,„,■„  ,.5;( ^; ! ,    atque    ImK  (twaeB    sequens    adepu 

4  $.*.  n  saa.  y 

iimivi  t»n,vrv«»«, 

Theore»»- 
^,    IS,>      S  >>»«  formula  integtali» 

J  \  —  4Jt«  cos.  n-<-»" 
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a    termino    or  zr  0    usque    ad  terminum  a?  zz  cx:>  extendatur,    eju5 

TTsin.  (l — —)>) 
valor  erit  nz  — — — — 5 — —  ^    sive  cum  sit 

Al  sm,  y\  sm,  -j^ 

sin.  (1 —  ^)  >i  =:  sin.  >!  cos.  ^  —  cos.  >)  sin.  ^ , 
iste  valor  etiam  hoc  modo  exprimi  potest 

TTCOS.^  TTSin.^ 


k  sm.  -j^         *  tang.  >)  sm.  -y- 

§.   184.     Consideremus    nunc    alio    modo    hanc    formulam 
integralem 


/i 


1-f- 2a;*  cos.  Tj-hx^*^ 

cujus  valor  a  termino  x  —z  0  usque  ad  a:  nr  1  ponatur  —  P, 
ejusdem  vero  valor  ab  x  zn  1  usque  ad  x  ~  oo  ponatur  ~  Q, 
ita  ut  P  -+-  Q  exhibere  debeat  ipsum  valorem  ante  inventum. 
Nunc  vero  pro  valore  Q  invenibndo  ponamns  o:  =  y ,  et  formula 
nostra  ita  repraesentata 

s^  dx 


1-H  2  x^  cos.  y^  -f-  x^* 


X 


ob    ^  in  —  -7  induet  hanc  formam 

X  y 

y  1H-2Z/— *  cos.  >! -Hi/— ^*   *    y  y  y^* -H  2y*  C08. 7)  H^  1  ' 

cujus    valor    a    termino   y  zzz  i    usque    ad   y  ~  0    extendi   debet. 
Commutatis  igitur  his   terminis  habebimus 

^ -^  *^  /"15 — .    o    k T 

J  y     H-  2  i/*  cos.  >)  H-l 

a  termino   y  —  0   ua(que  ad  y  —  1 . 

47* 


3  72  SUPPLEMENTUM  V. 

§.  185.  Quia  in  utraque  forraa  pro  P  et  Q  ead6m  con- 
ditio  integrationis  praescribitur ,  a  termino  0  usque  ad  1,  nihil 
impedit  quo  minus  in  posteriore  loco  y  soribamtts  x^  tmde  pro 
P  -+-  Q  habebimus  hanc  formam  integrateffl 


/ 


l-f-2x*  cos.  Tj-H-x' 
cujus  valor,    a  termino  x  zn  0   usque  ad  x  zn  i   extensus,  aequa- 

7rsin.(t»^>r 

bitur  huic  expressioni ^/  ''^' .      Cdiflparatf»  igittaf  his  binis 

k  sin.  y\  s\n.  -y 

formulis   integralibtia   nandscemiir   seqaem  tbeot^sma  fldtatA  maxime 
dignum. 

T  h  e  0  r  e  m  a. 
§.    186.     Haec  forifiula  integtalis 


/ 


jjim*-!  ^  /pM-^m— 1 


a  termino  x  ni  0   usque  ad  terminum  x  izl  1   extensa^  aequalis  est 
huic*forraulae  integrali 

a?^*"'  dx 


/i 


1  -f-  2a-*  cos.  y\  H-a.^  *  ' 
a  termino  x  zz:  0  usque  ad  terrainum  x  znoo  extensae :    utriusque 


m^ 


TTsin.  (1— |)  >) 

enim   valor   erit   — ^ — .. 

fc  sm.  >!  siij.  -^- 

§.    18  7.      Quod  si  hanc  fractionem 

sin.  y\ 
1 H-  2  X*  cos.  y\  -+-  x^^ 
in  seriem  infinitam  evolvamus,  quae  sit 

sin.   >)  -4-  Ax  ^  -+-  Bx^*  -h  Cx^^  -4-  Dx**  -H  Ea?^*  ^  etc. 


AD  TOM.   !•    CAP.  VIII.  3  73 

per    denominatorem    muUiplicando    perveniemus    ad    hanc  expressio- 
nem  infinitam 

sin.Ti-sin.-yj-f-  Ax^         ^  Bx^*  -h  Cx^^  -»-  Dx^*^  -f-  Ex^^  ^Fx^*      -4-etc. 

-h^sin.Ticos.Ti-f-^Acos.^j-h^Bcos.TiH-^Ccos.Ti-h^Dcos.Ti-h^Ecos.Ti-hetc. 

-H   sin.  tj-hA         -*-B  -^C  -hD        H-etc. 

unde  singulis  termitiis   ad  liihilum  redtictls  r^periemus 

1°.  A  -f-  2  sin.  y\  cos.  >i  —  0,  hincque  A  zr —  sin.  2>i 

2°.  B  -4-  2  A  C0&.  yi  -h  sin:  >i  in  0,  unde  fit  B  zn  sin.  3>i 

3°.  CH-2Bcoi.  T^-h  Az±  6,  uflde  fit  C  zn — sin.  4>i 

4^,  D-h2C  6b8.>)-+-Bs::0,  unde  fit  D  — sin.  5li 

etc.  ctc. 

sin.  y\ 

ita    ui    qostra    fractio  — r — rr   resolvatur    in    hanc 

1-f-  2x*    cos.  >)  -H  or* 

seriem 

sin.  >j — X*  sin.  2>|-+-x^*  sin.  3>j  — >x^*  sin.4>|-+-x^*  sin.  5>| — etc. 

§.   188.     MnltipKcenms  nutfc  hanc  seriem  per 

et    post    integrationem    faciamus    x  z::=  1,    ut    obtineamus    valorem 
hujus  formulae 

r- — Sfc   ^^ 

iH-  2x*  cos.  >l-l-x** 

pro  casu  x  m  i,   hocque  ihbdo  pefvcfniemrtlii^  a£t  ^edilrias  sequentes 
series 

J2/1.  y|         5in.  2y)     .    m.3y)  .      s/n.iiy)    ,    sin.  5yj 

^fe-^m         3fe— m     •"  4*— m         5fc--m     '    6fc-^  ^  ^* 

Aggregatum      igitur     harum     duaram     serierum    junctim     sumtarum 
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TT  sin.  (l —  y)'^ 

aequabitur  huic  valori    — ~ ,    unde    subjungamus    adhuc 

k  sin.  — 

istud  theorema. 

T  h  e  o  r  e  m  a. 

§.  18  9.  Si  Tj  denotet  angulum  quemcunque,  litterae  vero 
m  et  k  pro  lubitu  accipiantur,  ex  iisque  binae  sequentes  series 
formentur 

^  —     la  lir+k    •"  m+2k        in+Sk    •    m+ik  ^^^' 
sin.y\          sin.2ri         sin.  Sy\         sin.Ay\    ,    sin.  Sy) 

,    neutrlus    quidem    summa    exhiberi    potest,    utriusque,  autem  junctim 
sumtae  summa  erii  .  ' 


m 


Q 


k  sm.  -^- 


Coroliarium. 


§.    190.      Quod    si  ergo  angulum  >]  infinite  parvum  capia- 
mus,  ut  fiat 

sin.  Tjizni,   sin.   27]  zz:  ^T),  sin.   a-vimSvi,  etc. 
iiula  in   formula  summae   fiet 


sin.(l-f)>,rz:(t-?)>,; 


si  utrinque  per  >)  dividamus,   obtinebimus  sequentem  seriem  geminatam 

1 ?_  4.  _3 4_    ,     _5 

m  m  4-  fe     *    m  +2fe         m^Sk  ~  m+4fe  ^"'* 

_i 2_     , 3 4^     ,        5       

2fe— m         3ili— m  "•    41?— m         5fc— m     •    6k^m         ^' 

cujus   ergo  sumraa  erit  (l — -) ,  ubi  notetur,  ambas  istas 

*^  A-  sin.  ^ 
k 
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series  non  incongrue  in  hanc  simplicem  contrahi  posse 

2k  ^k  ,  ISlf  32fe 

4- /^■.  or.wtu — ZT  —  / L.ux/c».    -X  H- etc. 


m{2k  —  m)        {m+k)(3k-^m)    '    (m-i-2fe)  (4fe— m)        (m+dk)  {5k^m) 

ubi  numeratores  sunt  numeri  quadrati  duplicati. 

§.191.  Formulae  autem,  quarum  valores  hactenus  inve-^ 
nimus,  mutto  concinnius  et  elegahtius  ezprimi  possunt,  si  loco  ex- 
ponentis  m  scribamus  k  —  n,  tum  enim  in  vaiore  integrali  invento 
fiet  (l  — j")  '^  ^^  T  J  ®*  ^^^^  P^^  dcnominatore  fiet*^  zn  tt  —  ^, 
cujus  sinus  erit  sin.  ^;  sicque  nostra  formula  inventa  hanc  induet 

it  sm,  -jT-  . 

formam    - — . 5 ,   quae  ergo  expnmet  valorem  hujus  formu- 

k  sin.  y\  sm.  -j^ 
lae  integralis 


/i 


^fc— n— 1  g^jj 


1-4-  2a?*    cos,   >]  -H  x**^ ' 
ab  X—  0   usque  ad  x  —  oo,  ut  et  hujus  formulae 


/ 


H^  2  a:*  C08.  y\  h-  a;^* 


3a?, 


a    termino    a?  —  0   usque    ad   terminum  x—  1;    et  quia  utriusque 

TT  sm.  y 

valor  est -,  perspiguum  est  eum  manere  eundem,  etsi 

k  sm.  y\  siiL  -j 

loco    n    scribatur   — n,    ex    quo.  prior     formula   ita   repraesentari 
poterit 

^k±n — t 

.  — k jb  ^^; 

1  -h  a;*  cos.  >)  -H  x^* 

at    posterior    formula    ob    hanc  ambiguitatem  nullam  plane  mutatio- 
nem  patitur. 


/ 
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§.    192.     Ponendo  m  zzi  k  -^  n  ^tiam   seriea   nos^ra  ge- 
minata  pulchriorem  accipiet  fi^clem;   habebitur  enim 

sin.  y\       ^  sin'  2y\    «    sin»  3  7)        sin.  4y)  ^,        . 

k  —  n         2fe  — /i'3fe— /i        4fe  — /» 

sin^  Y)        sin>  2 yj     ,    jin.  3 yj         Jin.  4^1  _.       x 


*  + 


TT  sra.  -j-' 


cujus  eifgo  svimma  erit  ^ — - — ^  .     Tum   vero    si   hae  geuoinae  se- 


k  sra.  -j^ 


ries  in  unam  contrahantur,    et  utrinque  per  2k  dividatur,    obtinebi- 
tuir  sequens  su^matio  memoratu  digna 

TT  sin,  -^   sin.  >)  2  sill.  2>|        3  sin.  3>j        4  sin.  4  >| 

etc. 


2itit  §in.  —         kk^nn       Akk^nn       Okk-^nn     '  16M-n/z 

§.   193.     Quodsi    haqc   postrema   series    differ^i^tiet^r,    su^ 
mendo  solum  angulum  >)  variabilem,  ob 

d.      nyi         n3yi  ny\ 

.  Sm.  -^  =  -^  C08.  ip' 

habebimus 

ny) 

7rn  cos.  -j- cos.  y\  4  cos.  2^1        9^cos.  3^        Ificps.^T] 

•  etc. 


2/i^  sin.  ''-        kk—nn       Akk^nn       9P--,^n        i6ft/^-nn 

Unde  si  £wn|atur  7V-=0,  orietur  ista  summatio 

7r?i  1  4  9  16 


etc. 


^/c^sin.—        kk^nh       Akk—rin        9kk-nn        i^kk>-nn 

Sin  autera  sumatur  >!  zz:  9  0°  zz:  ^>  erit 

» 

cos.  >)  z=:0,  cos.  ^Tizz:— 1,  cos.  3>)  zzO,  cos.  4>jzz:-4-l  ete, 
unde  nascitur  sequens  series 


71 TT  cos.  ^  4  16  36  6  4 


2k^  sin  ^'^       4kk^nn        itkk-^nn        itkk-^nh        tAkk^nn 

k 


etc. 
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^uia  autem  sin. -^   zz  2  sin.  ^i^  cos.  ^,  erit  ejusdem  senei  sumraa 

72  TT 

4/c^sin,^ 

§.    19  4.     At    si   series  llla  §.    192.  exhibita  in  d^i  ducatur 
et  integretur,  ob 

/dy\  sin.  y  m  —  4  ^^^*  r  »  ^^*' 

TT    C08.     -|--  COS.T]  COS.  27)  COS.  37)  COS.  47] 

(^  ^— 211  — —  '-{^ —  "^ "-}-" -i~  etc. 

2?iks\n  '^        kk-nn      4rkk --nn      9kk^nn       ibkk^nn 

k 

Ut  autem  hic  constaatem  addendam  C  definiaraus,  sumamus  y[ZZzQ^ 
fietque 

TT  1  11 

etc. 


2nit8in.^  kk-^-nn        Akk  —  nn        9kk — nn 

qurve    si   hujus    seriei    summa    aliunde    pateat,     constans    C   definiri 
poterit»     Series    autem  haec  ra  sequentem  geminatam  resolvl  potest 

2nC ziz 1 h  etc. 

Jtsin.—        k-hn        2k-i-n        Sk-hn        4k -^  n 
k 

111  1 

—  etc. 


2k  —  n       3k  —  n        Ak-^n 

5.    195.     Cum  igitur  in   Introductione  in  Analysin  Injlui- 
torum  pag.    142.  ad  hanc  pervenissem  seriem 


kk —  nn        Akk  ^nn        9kk  —  nn        i  6kk  —  nn 

7r  1 


letc. 


^knsm.'^        2nn 
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(hic  scilicet  loco  litterarum.  ibi  adhibitarum  m  et  n  seripsk  n  et  k\ 
hoc  valore  adhibito.  nostra.  aequatia  erit 


2  nk  sin.  ^         2  «  n.        2  /i Jfc  sin.  "^ ' 
unde  fit  C  ==  j^  •     Hinc  ergo<  habebimus.  istam.  summationemi 

TT  COS.  ^-  1        COS.  >)  008.  2>J 

2/i/tt        kk — nriL       Akk  —  nn 


•     .       nir 

2/2  Asm,  -j- 


COS,   3>J  €08.  ^ll 


9/c*  —  nn         ibkk — nn 
quae  series  utique  omni.  attentione  digna.  videtur.. 


cic^. 


7))  Mcthodus^  inyeniendLformuIaa  integralea-qua&^certi&; 
casibus  datam  inter  se  teneant  rationem^  Opuscula: 
Analytica^.    Tom^  11. .  P<^^'  178  —  216.^, 

§ .  196.  Quemadmodum;  iai  seriebus'  recurrentibus  qui- 
llbet  tenninus  ex..  uno^  pIuribusYC  praecedentibua.  secundum  Iegem« 
quandam.  constantem  determinatur^  ita-  hic^  ejusmodi  serie&^  sum 
consideraturus  ,  in  quibus;  quilibet  terminus  ex.  uno*  plui'ibusve 
praecedentibus^  secundum.  quampiam  legem.  yariabilenir.  determinatur. 
Quoniam>  autem,  inj  talibus*  seriebu&.  formula^  generalis*  singulos 
tcrminos  exprimens  plenunque  non<  est  algebraica».  sed  transcen- 
dens  ,.  singulos.  terminos^  per  formulaa^  integrales.  exhiberi.  con« 
veniet,  quae  ut  valores  determinatoa^  praebeant,.  post»  integratio- 
nem.  quantitatii  variabilii  valorem-  determihatum^  triburt  assumo, . 
ita.   ut    singull    termini    prodeantt  quantitatea-  determinatae ;..  atque* 
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nunc  <iuacstio  principalis  huc  redit,  queraadmodura  istae  formuTae 
integrales  debeant  esse  comparatae,  iit  quilibet  terrainu$  -secundura 
datara  legem  ^ex  nno  pluribusve  praecedentibus  ^eterrainetur. 

"§.    19  7.     ^uod    quo    clarius    perspiciatur ,    'contemplcraxir 
seriera  notissiraara  harura  forraularura  integraliura 

/dx  fp      xxdx  ,i*       x^dx  y       x^dx 

V(i—xx)*J  yn  — xor)*   J  V(i  —  xx)^  J  V(i—xa)'   '^^* 

quae  Vi  singulae  iia  intc^rentur,  ut  '^vancscant  posito  vc  zzi  0,  lum 
vero  variabili  x  tribuatur  ^alor  zzz  i,  ^iuilibet  terrainus  ^  prae- 
cedente  ita  -pendet,  ut  slt 

/xxdx  , j    r        dx 

V(i  —  xx)  —  2  J  V(i'—xx)^ 

/x^dx       ^^  ^     r      xxdx 
y(l — XX)  —  4*^  /(1 — XX)* 

/x^dx       ««5     r       x^dx 
1/(1  — XX) — Zj  V{i  —  xx)^ 

atque  in  gencre 

7'    x^dx       n  —  1     Tx^^^^dx 

Unde  patet ,  hanc  forraulara  generalera  spectari  ^posse  tanquara 
terrainura  generalera  illius  serlei,  atque  queralibet  terrainura^x  prae- 
cedente  oriri,  si  iste  raultiplicetur  per    ^JniL  • 

'(•198.     Ad   sirailitudinein   igitur  liujus   casus   seriera  for- 
mularura  integraliura  ita  .in  generis  K:onstituaraus, 

/^^j  /xdv^  fxxdv^  /x^d^^  fx^dv^  ^tc. 

ita  ut  terrainus  indici  n  respondens  sit  ,/x^^  dv^  quac  singula 
integralia  ita  accipi  ^uraaraus,  ut  evanescant  posito  ^znO,  post 
integrationem  autem  quantitati  Tariabili  x  tribuamus  quempiara 
valorem  constantem^  veluti  x  z=:  1 ,  rel  -alio  «cuipiara  nuracro. 
Quibus  positis  ^uaestia  huc  redit,  qualis  pro  v  assurai  debeat 
functio  ipsius  Xj    ut  quilibet  terminus  per  unum,    vel  duos  pluresve 

48* 
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praecedentes,  secundum  Jegem  quandam  datam  utcunque  variabilfem, 
sive  ab  indice  n  pendentem,  determlnetur;  ubi  quidfem  imprimis 
eo  erit  respiciendum ,  ad  quot  dimensiones  indfex  n  in  scali  re* 
lationis  proposita  ascendat :  plerumque  autem  non  ultra  primam 
dimensionem  assurgere  erit.  ogus,.  llinc  igitur  seqpentia  proble- 
mata  pertractemjas. 

F  r  o  b  L  e  m  a    L 

§.  1'99.  Invenire  functionem  v^  ut  ista  relatlo  inttr 
binos  terminos.  sibi  succedentes  locum  habeat' 

4 

S  a  1'  u  t  L  o., 

Rcquiritur  igitiir  hic,   ut  sit 

(an-ha)  focn—^dv  :=;::  (j^ n -+- b^  fx^  dv, 

si  scilicet  post  intogrationem  variabili  x  certus  valor  tribuatur. 
Quoniam  igi.tur  ista  conditio  tum  demum.  locum  habere  debet,  postr 
quam  variabili  x  iste  valor  constans  fuerit  datus,  ponamus  in  ge* 
nere,  dum  x  est  variabilis^  hanc   aequationem  locum  habere 

(ctn  -f-  a)/x^-^  dv  zi:  (PAi-l-  by/x^dv  -+-V, 

quantitatem  autem  V  ita  esse  comparatam,  ut  evanescat  postquam 
variabili  ille  valor  determinatus  fiierit  assignatus.  Pfaeterea  vero, 
quia  ambo  ifttegralia  ita  capi  assumimus,  tit  evanescant  posito 
xznO,  necesse  est  ut  etiam  ista  quantitas-  V  eodem  quoquc 
casu  evanescat; 

§.  20  0,  Quoniam  haec  aequalitas  subsistere  debet  pro 
omn'bus  indicibus  n,  quos  quidem  scmper  ut  positiros  spectamu«, 
facilc   intelligitur,    quantitatcm  istam  V  facto-rem  habere  debere   x^\ 
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qua  pacto  jam  isti  conditioni  satisfil,  ut  posito  JC  n:  0  etiam  fiat 
V  zi:  0.  Quamobrem  statuanws  Yzizx^Qj  ubi  Q  denotet  functio- 
nem  ipsius  x  proposito  accommodatam,  et  quam  simul  ita  com- 
paratam  esse  desideramus,  ut  eyanescat  si  ipsi  x  cer tus ^  quidem 
valor  tribuatur. 

^-  201.      Ctim  igitur  esse  debeat 
(an-ha^/v"-*  dum  (^n-^b)  fx^^drv  ^  x''  Q, 

difFerentietur  ista  aequatio,  ac  differentiali  per  x^'^^  diviso  perve- 
nietur  ad*  hanc  aequationem  diflTerentialem 

(a/iH-a)  3t;  —  ((3/2-4-6)  a:3i; -+- nQ5a?H- x3Q^, 

quae  cum  subsistere  debeat  pro  omnibus  valoribus  ipsius  n,  ter- 
mini  ista  litter^  afTecti  seorsim  se-  tollere  debent|  unde  nanciscimur 
hasL  duas  aequalitates 

l.  (a  —  |3x)3i;— QDo:  et 
IL  (a  —  bx^^dv  zzzxdQ* 
EsX  priore  fit  3^—^-^»    ^x  altera  vero  dvzz——^    qui  diio 
valores     inter    se    aequati    suppeditant    hanc    aequationem    -^  — 
-^•^]^^,   quae  aequatio  resolvitur  in  has  partes 


Q  a       X    ~         a  a— 'Px* 

cujiis  ergo  integrale  erit 

unde  deducitur 

Q  m  Ca«  .  (a—  (3x)    «t^    • 

§,  2  0  2.  Ex  hoc  valore  pro  Q  ihrentb  statim  patet,  eum 
evanescere  casu  x  'zzz  ^ ,  si  modo  fuerit  °^^^  r^  0 ;  sin  autem 
»eous    eveniat»,      non     patet     quomodo^    haec     quantitas    ullo     casu 
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ovanescere  <queat.     Invento  autem  hoc  valore  Q,  inde  reperietur 

,n  ba  —  aP        ^ 

ihincqu/e  nostrae  seriei  terminus  tndict  n  respondens  erit 
tum  vero  ^rit 

« 

>Ubi  res  imprimis  eo  redit,  ut  ista  xjuantitas  ^praeter  ^^asum  x  zz 
.insuper  alio  ca«u  .«vanescat* 

f  C  0  r  o  1 :1  a  r  i  u  m     :i  • 

'\.  203.  Hic  duo  casus  occurrunt,  *qui  ^eculiarem  evo- 
ilutionem  postulant;  prior  est,  quo  anz  0;  .lum  autem  iqchoandum 
erit  ab  aequatione  -^  n: —  "pxx  *^  unde  integrando  elicitur 
/  Q  —  j^-K  p-  /a:,  ;hincque   sumendo  .e  pro  numero  <:ujus  logarith- 

.mus  hjperbolicus  ~  1,  xolligitur 

.11         ** 
:Q  — eP^  .  xP 

quae  formula  in  jiihilum  abire  nequit,  nisi  ,fiat  ^  zz— oo,  Jdeo- 
que  o;  —  0,  sicque  .non  duo  :haberentur  casus,  quibusfieret  V  Z3  0, 
cum  tamen  duo  ,  desiderentur.     Interim  autem  hinc  fiet 

—    L 
dv  zn  —^ 

CL    ^X 
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Corollarium      2. 

§•  2  0  4.  Alter  casus  peculiarem  integratlonem  postulans 
erit  quo  pzzO;  tunt  autem  crit  ^=  ^~^ ,  unde  fit  lQ=z 

5  /x  —  ^,  ideoque  Q  n:  a?^'  .  ^  *  ,  quae  formula  casu  o:  rz  oo 
evanescit,  si  modo-  fuerit  |  numerus  positivus,  sin  autem  |  fuerit 
numerus  negativus,.  tum  Q.  evanescit  casu  x~  —  oo.  Porro 
vero  hoc  casu  fiet 

a        —bx 

dvzn. ^  '    ■  >' 

S  c  h  0  L  i  o  n. 

V.  205*  His  in  genere  observatis  aliquot  casus  speciales 
evotvamus,  quibus*  litteris  a,  |3  et  a,  6  certos  valores  tribuemus, 
qui  ad.  casus  jam^  satis^  cognitos>  perducant;* 

Rxein  p  lu  m  i.. 
§.;   206:     Quaerantur  formulae  integrales,   ut  fiat 

Cumt  igitur  hic  esse  debeat* 

(2/1— ly/x^-^^^dt;  —  2nfx^dv, 

erit  hoc-  casu  cL.zzi  2.  et  a  —  — 1,   tum*  vero*  ^  m  2  et   6  zz:  0; 
hinc  fiti 

3Q*  dx'       ^^        dx^  dx 


Q^J~^       2a:(l--«) «X        2(l^jc)l' 

unde  integrando^ 

/Q.=  —  l.lx  -+-  i  /  (i  — x)y 
ideoque  - 

Q^— C>/— ,,  ergo  V/=i  CxV^"*' 


X. 
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Porro  cum  hic  sit  dy  —  ^vj^,) ,   erlt 

0  V  zn 


2  (  1  —  ic)        2)/(a?  —  xx)  '       ^ 

sumto  ergo  C  zn  2  erit  dv  —  y(x^xy)  >  ^*'  f^^^i^l^  nostra 
generalis 

«unde  cum  sit  y  zzix^  r  "T^ '  hditc  quantitas  manifesto  evanescit 
sumto  xzm,i,  ita  ut  nostra  jformula,  si  post  integi;ationem  statua- 
tur  xzizij    quaesito  satisfaciat.      Quod  si  jam  ponamus  x  zz:  yy^ 

ista  formula  induet    hanc  formam   2 /-77- ^,  quae,  posito  post 

J  vii—^yyj 

integrationem  y  zn  1 ,  praebet  hanc  relationem 

y^^^dy  2n  — 1  fy^^^-^dy 


r    r  ^  dy      _2n  ~  1    ry^n^^  gy 
J  VO^-yy)^      2/1    Jy(i-^yy)' 


quae  continet  relationes  supra  §•  19  7.  commemoratas;  hinc  enim  fiet 

r    yydy     j  /• dy 

J    Wl-^^yy)  2J   y(l  — 


r    y^dy     3  /•    yydy 

J    y^i^yy)  iJ    y(l  — ^j^)» 

r    y^dy      5  r     y^^dy      ^ 

J  VX^—yy)  —  ^J  Vii—yy) 


E  X  e  m  p   1  u  m      2^ 

;§.   207.     Quaerantur  formulae  integrales,  ut  fiat 

fx^^dv  =  ^i:l/r'*-i  dv. 

Cum  igitur  hic  esse  debeat 

(an — i^fx^-^^  dv  —  OLiifx^dv, 
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erit  hoc '  casu  a  zn  •—  1,  j3  zz:  a  et  b  zz:  0,    unde   per  fojrmulas 
supra  datas  colligitur  _ 

n*  n5  r:!  ±i 

Q  =  Cx«  (a— aa;)«    =  C»«    (i  — a?),« 

quae  quantitas  ^  manifesto  evanescit  posito^  a;  iz:  1 .     Tum  autem  erit 

r=*  il 

-  a?«  (1  — a?)«  dx 

unde  formula  nostra  generalis  erit 


/ 


quae    concinnior    rcdditur,    faciendo  x  nr  ^,    tum  enim  ea  induet 

^,    ubl   iterum   post' ifltegrationem   statui 

(i-j^)V    ^ 

debet  y  r=  1.     Erit  hinc 


/^ 


«-1      -^       ^^        J  «-I  ' 


(l-2/«)"  ^     ^  (1-S/^ 

atque  hinc  orientur  sequentes  casus  speciales 


a 


a--l 
a 


(i-.t/«)"^       *     (i-j/«^) 

7  ?=i"~"2at/ 


et 


^^    a--l  ' 
(1— |/«)  «~  "    (l-y")  «        * 

\.   1^0 8.     Hinc  igitur  si  sumatur  aml,  ut  fieri  dekbat 
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formula  nostra  generalis  jam  in  y  expressa  erit  fy^^^  d  j/,  cujus 
ergo  valor  est  ^^£17  y^""*  =^  iri^  9  ^^^de  tota  series  nostrarum 
formularum  integralium  abibit  in  hanc 

ly  h  hyr^h  i'  h  l^  h  «te- 

§•   20  9*     Sumamus    etiam    a  =z|,    et   jam    non    amplius 
opus  erit  ad  y  procedere.     Hoc  igitur  casu  erit 

iz:^^ —  et  av  zzz — , 

unde  formula  nostra  generalis  fit 

/r*— ^  dv  =.  /x*— ^  (l  —  x)  3x, 
cujus  ergo  ralor  algebraice  expressus  erit 

—1—   ^n'^^  _  — 5«.    ^n— 1    —    ^ i — -  . 

,j  — 2  *  — »— 1    *  (ii-l)(ii-2) »    . 

unde  series  nostrarum  formularum  eradet 

♦        1       1        1       4  "^    4       . 

r^^etc. 


G«-l*  0»1*  1*2^  2«3^  3-4*  4*5 

Exemplum  3. 

§.   210,     Quaerantur  formulae  integrates,  ut  sit 
/x^^dv  —  nfx^^^dv. 

Cum  igitur   esse  debeat  -         . 

nfx''-^  dv  —  l  .  /07«  at;,  erit 

a— 1,  aziio,  6—1,  p  — 0. 

Cum  igitur  sit  f3  :zz  0 ,  casus  Coroll.  2.  hic  locupa  habet,  inde- 
que  erit  ()  ziz  e""*,  ideoque  V  zzi  c""*.  a;«,  quae  quantitas  his 
duobus  casibus  evanescit  x  izz  0  et  a?  zzi  00.  Porro  vero  erit 
c)v  nz  e""^dx,  hincque  formula  riostra  generalis  fiet  /x""~* 
3  a;  .  e""*,  unde  ipsi  seriei  tennini  ab  initio  sequenti  modo  se 
habebunt 

/£""*3a:,  fe^^xdx^fc^xxdx^fe^-^^x^dx  etc 
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quibus  integratis  ita  ut  evanescant  posito  x  —  0,  tura  vero  posito 
X  nz  cx),  orietur  sequens  series  satis  siraplex 

i.  1,    1.2,    1.2.3,    1.  2.  3.  4^    1.  2.  3.  4.  5,   etc. 

quae  est  series  hjpergeoraetrica  Walli^ii,  cujus  ergo  terminus  ge- 
neralis  est  , 

/x"^-^  e-^dx  nz  1*2  .  3  .  4   .  .  .   .  .  (n  — l). 

§.  2ll.  Ope  crgo  hujus  terraini  generalis  hanc  seriera 
interpolare  licebit.  Ita  si  quaeratur  terrainus  raedius  inter  duos 
primos,  poni  debet  wzz:|,  ac  valor  hujus  terraini  erit /e""*  dx]/a7, 
cujus  autera  valor  nullo  raodo  algebraice  exprirai  potest.  Inventi 
autera  singulari  raodo  hunc  ipsura  ter^inura  dequari  |]/7r,  deno- 
tanie  tt  peripheriara  -circuli  cujus  diameter  izz  1,  unde  hic  vi- 
Xiissira    cognoscimus    esse  yj?"" *  3 a:  ]/r  zzz  J!!^'^- .    posito    scilicet    post 

integrationera  x  zz:  oo.      Terrainus    autem    hunc    praecedens ,    indici 

/g""  ^  ^  wi? 
— 7 • 

Quod  si  hic  ponamus  e*  zz:  j/,  ita  ut  posilo  x  zn  0  sit  y  zz:  l^ 
at  posito    rc  zz:  oo  fiat  y  zz:  90,    tum  ergo  ista  formuia   /  — y- — 

abit    in    hanc    /  r-^>  quae  formula  si  ita  integretur  ut  evanescat 

posito  yzz:  1,  tum  vero  fiat  y  zz:  00,  praebet  valorem  ipsius  yV. 
Si  porro  fiat  j/zziz»  crunt  termini  integrationis  ^zz:!,  et  isrzzO, 
et  forraula  integralis  erit 


/7=7^  lad   z=o]-y''' 


sive  permutatis  terminis  integrationU  erit 


iquemadmodum  jam  olixn  observavi. 
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Exemplum    4. 
§.  212.   .  Quaerantur  formulae  integrales,  ut  slt 
fx^  dv  —  \fx^ "^^  9 1;,  sive 
/o;^— *  'dv  —  nfx^  3  v. 

Hic  est  ct  zz:  0   ct  a  in.l,  p  —  i  et  &  rz:  0 ;    qui  crgo  cst  casus 

^  •         i 

in   Coroll.   1.    tractaius,    ynde    colligitur    fore    Q  zz  €*,     ideoque 


i 


yznx^e^f  quae  formula  nequidedi  evanescit  sumto  xznO^  quafi- 

doquidem  formula  e  aequiTsAet  infinito  infinitesimae  potestatis.     Hic 

autem    miro    modo    eyenit^  ut   casus  x  zz:  -^  0  reddat  formulan^ 
—1 
e  0    subito  eyanescentem.     Scilicet^    si   o)    denetet  quantitatem  infi* 

^       /  :=!  1 

xiite  parram,  crit  «^znoo^,   tum  vero  repente  fiet  cw   —  - — — 

=:  0,  quam^  ob  causam  formulam  hinc  exhibere  non  licet  scopo 
nostro  respondentem.  Reperietur  quidem  dv  nz  —  ^  "^  »  ita  ut 
formula  nostra  generalis  futura  sit  —^fx^^^^dx  c*,  quae  autem 
nobis  nullum  usum  praestare  potestr^ 

§.  213.     Quod  sj  hie  ponamus  x  —  ff^    formula   ista    ge^ 

/'eydy  'i      '  ey 
.     At  yero  nunc  erit  V  izz  — , 

quae  formula  evanescit  posito  y  zzi  —  ^.  Quomodocunque  autem 
hanc  expressionem  transformemus ,  semper  idem  incommodum  oc- 
curret;.  Interlm  tamen  etiam  hunc  casum  sequenti  modo  resolvere 
Ucebit.     Sic  enim  seriei,    quam  quaerlmus,    primus  terminus  =  cd> 
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ex    quo  per   regulam   praescriptam   sequentes    ordine   ita  procedent 
12       3        4         6  n     . 


01  CO  Cii  (0 

W>  Ty  JT^*  1.2 »^3*  1-2 -3 «4* 


co 


•    •• 


•    »• 


1'    1-2'    1-2*^3*    l*2-3«4'  l-2«3  •  •  -  •  «(71 — 1) 

Supra  autem  vidiraus,  hujus  formulae   1.2^3.4.5 (n — l) 

valorem  exprimi  per  hoc  integrale  yx'''"^*^^—^  5^,  integratione  ab 
X  ziz  0  eid  X  zzzoo  extensa ;  tantum  igitur  opus'  est  ut  hanc  for- 
mulam  integralem  in  denominatorem-  traQsferamu&,  et  seriei  quam 
quaerimus  terminus  generalis  erit 

1  •  '  ' 


/ 


/^ 


«— I 


d  x^ 


unde  satis  inteingitur,  negotium  non  per  simplioem  formulam  in- 
tegralem  expediri  posse,  quod  idem  quoque  tenendum  est  de  aliis 
casibus,    quibus  quantitas  Y  non  duobus  caslbus  evanescere  potest; 

tura    enim  tantum  opus  est  fractioneni  g^if  ijavertere,    atque   for* 

mulam  integralem  iu  de^ominatorem  transferre. 


5c  h  ol  i  on«^ 

§.  214,  Nisi  sit  vel  azzzO  vel  (3  zi:  0,  quos  casus  jam 
expedivimus,  resQlutio  nostri  problematis  semper  reduci  potest  ad 
casum,  quo  ambae  litterae  a  et  |3  sunt  aequales  unitati.  Cum 
enim  esse  debeat 


Jx^  dv 


/x»»-*  dv. 


ay 


ponatur  xzzz-^^  fietque 


|/j/'»at;=^±J/y»-ia»;, 


quae  aequatio  reducitur  ad  hanc  forinam 
/y^dvz: 


n+a  :a  ^_„_ 
n 


•r 


iffi/»-'^''- 


\ 
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Quod  81  jam  nunc  loco  —  scribamus  a,    ct  b  loco    3-,    resolvenda 
erit  haec  formula 

CUJU8   resolutio,    01  loco  x  scribamua  y  et  loco  litterarum  a  et  (3 
unitatcm,  ex  superiori  solutione  praebet  primo 

quod  ergo  evantescit  posito  y  ziz  Ij  si  modo  fuerit  6  >  o^  tum  au« 
tem  erit  ipsa  formula 

fyn^i^y  =:  C/f/«-+— *ay  (1-yy— M 

sln  autem   fuerit  6  <  a,    haec  solutio,    uti  ridimus,    loeum  habere 
nequit ;    verum   hoc   casu   pro  termino  nostrae  serjel  fissumi  debet 

haec  forma  —: Trr- ,    ita  ut  tum  esse  debeat 

1  n-4-a  1 

L — znL •:  •  .  ^    ,  sive 

fy^ov       n'+'0      /y^^^^QV 

/y'»a^  =  J-+|/y«-*at;, 
cujus  resolutio  permutatis  litteris  a  et  6  praebet 

quQc  jam  casu  j/  zz:  1    evanescit,    si  fuerit  a  >  &,    atque  tum  erit 
formula  gcncralis 

/«/«-»  av  =  C/y«  +  *-*ay  (1— y)«-&-». 

Sivo    igitur    sit   /;  >  a  «ive  a  >  &,    solutio    nuUa    amplius   laborat 
diitlcultatc. 

§.   215.     Sin    autem   faerit   vel  a  =z  Q  vel  ^3=0,    loco 
tlUtiua  etlam  scribi  poterit  unitas;  unde  si  esse  debeat 
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ob  a 


i   et  ,0  =  0,  solutio  nostra  generalis  dat 

X 


30. 


(a  —  bx) ; 


unde  colligitur  Q  zz:  C  o?*  .  c""  ^*,  quae  formula  evanescit  posito 
X  =:  oo,  si  modo  b  fuerit  numerus  positivus;  tum  autem  fit  ter- 
minus  generalis  ^  ^ 

At  vero  numerus  6  negatiyus  esse  nequit,  quia  alioquin  conditio 
praescripta  esset  incongrua. 

§•   216.  '  Consideremus  etiam  alterum  casum,    quo  olzziQ 
et  j3  i^  1 ,   ideoque  conditio   praescripta  , 

unde  fit 

30  _        3x  /  f    \ 

Hinc  autem  pro  Q  orietur  valor,  qui  praeter  casum  x  z:z  0  eva- 
nescere  non  posset;  quam  ob  causam  formula  generalis  statui  debet 

i  "  .  .      ■/      ' 

.     ~  .  -^    t    ita  ut  esse  debeat 

unde  prodlt 

^z:  ^{b—ax),  ideoque  Q  z=  C «- «  .  x* , 

quae  exptessio  eranescit  posito  x  z^  oo,  qubniam  a  aecessario 
debei  esse  numerus  positivus ;  tum  autem  «rit 

dv  z=z  Ce-«*«  a;*9x, 

unde  formula  generatis  seriei  erit 

C/x"+*-*dx.c-"* 


"+*    /.^n— 


/»»-*  ai;, 
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P  r  o  b  I  e  m  a     2, 

» 

Denotet  T  terminum  indici  n  respondentem  in  serie  quam 
considerandam  suscepimus^  at  vcro  T^  terminum  sequentem^  atque 
proponatur  haec  conditio  adimplenda 

S  0  1  ti  t  i  o. 

\.  217.  '^uoniam  hic  yalores  geminati  oceurrunt,  huic 
conditioni  commddissime  satisfiet,  si  terminus  gent^ralis  T  tanquam 
productum  ex  duobus  factoribus  spectetur.  Statuatur  igitur  T  zz:  R  S, 
sitque  terininus  sequens  ^zn^^^^i  et  quaerantur  formulae  R  «t  S, 
ut  fiat     *  ^      ^ 

tum    enini    sumendo    T  Ci:  R  S    conditionl   praescriptae    manifesto 

satisfiet.     Hoc    igitur    modo    pro    R  et  S    vel  hujusmodi   formulae 

1 

rx^'^^  dv.y  vel^inversae r-^  reperientur,    id  qwd  jiro  ^solu- 

y^^" —  dv 

tione  generali  sufBcit,  unde  rem  exemplo  illustremus. 

£  X  e  m  p   1  u  m. 
§•   218.      Quaeratur  formula  generalis  T,  ut  fiat 
Resolvamus  igitur  T  in  duos  factores  R  et  S^   ac  statuamus 

rn/  __   nn  —  CC  rp 

.     nn 
n  n 

Pro  jpriore  forma  si  statuaoaus  R  zzz/x^'^^  dv^   ex  solutione  gene- 
rali,  ubi   erit  azn  1,  a—  —  c,  |3  —  1    et  ^i  —  0,  fiet 

quae  forma  maniiesto  evanescit  posito  xziz  1,  hincque  quia  fit 
V  =  Cx^-^  (i — x)% 
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haec  forma  etiam  casu  arzzO  evanescit,  si  modo  n.  fuerit'!>f?,  id 
quod  tutjo  assumi  potest^  quia  exponentem  n  successive  in  infinitum 
crescere  assumimus,  ac  plerumque^  pro  o  fractiones  tantum  accipi 
solent.      Hinc  ergo  erit 

R  =  <:/a:«-«-*  (i  — x)^-^3a?. 

^.  219*  Hinc  jam  alter  valor  litterae  S  deduci  posset, 
scribendo  tantum  —  tf  loco  c,  "tum  aiitem  non  amplius  fierct 
Q  —   0    posito  a:  —  1,    quamobrejn    pro    S    formulam    inversara 

-r^  assumi  oportet,  ut  essjs  debfiftt . 

ubi  cum  sit  a  —  1,  azizD^  j3— 1. 1  «t  ftprr,  reperitiur  Qziz  Q 
(l  —  xy ,  quae  forma  manifesto  fit  —  0  posito  ^  zz:  1,  hinc 
autem  prodit  :  i  ' 

«rgo  habebimas        • 

.     i        ^       c       .  1. .!  •     *       »       .      • 


J  !•     \    > 


•  ■  •  - 

consequeftter  'forffltilitr  ifostra'  generalis '  quaesHa  erit 


:j'r;.f:  .j 


f.  -«2^. '    Quodf^  si  ^«rgb  - iioctif itcj ':scWet ^ pfer  factoreB  procC' 
dentes  primum  terminum  ponamus  iz:  A,  ipsa^iierits  erit 

L        II.  III.  •'        -:       IV. 

A,      ^        A,      ^  4.      ^>  1.4  fll        ^'    ^^^' 

unde  si  sumamus  c=::z|,  erit  naec  series 

^'  fiti  As  3:2  ^fS^  ^«.;  4^  '  g^  At  €tc- 
Vol.  IV.  -50 
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cujus  ergo  terminus  indlci  n  respondens  est 

/x  \i-r-x)       dx      . 

/x         (i— a?)     ^da? 
qui  posito  xzzyy  transit  in  hanc  formam 

2n — 2  .  N— K 

/y  (iffrryy)      dy. 


■*    > 


ir 


/y         (i-yy)    yy 

unde  patet,  termmum  primum  fore' . 

A  r 9jK .  r     ydy      _ 

posito  •  scilicet  post  integratit^niim  y  n:  1  • 

P  r  0  b  1  e  m  a    sJ 

Dehotet  T  terminum  seriei  indici  n  respondentem^  sintgue 
T  et  T^^  termini  sequentes  pro  indicibiis  n-f-1  et  n  +  2,  si  pro^ 
ponatur   inter  ternos  terminos  se  -  insequentes  talis  relatio ,    ut  sit 

Qtn-^a)  T=z(j^nH-b)  T/^(yn^c)r^, 

investigare  formulam  pro  T^  qua  terminus  generaUs  hvjus  seriei 
exprimatur. 

S  o  1  u  t  i  o. 

§•  221.  Assumatur  pro  T  formuta  intcgralis  y*a:'*""^  3 1;, 
hujusque  integrale  ita  capiatur,  ut  eyanescat  positp  xzzO,  erunt* 
que  termini  sequentes  - 

siquidem  post  inlegrationem  Tariabili  x  certus  valor  determinatus 
tribuatur.  Quamdiu  autem  haec  quantitas  x  ut  yariabilis  specta* 
tur,  ponamus  esse 

(a.n-\-a)  T=;((3n-f-6)  T^-t-^yn-f-c)  T^^x*Qr 
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ac  perspicuum  cst  Q  ejusmodi  functionem  esse  debere  ipsius  or, 
quae  evanescat,  si  loco  x  ralor  ille  determinatus  substituatur,  quem 
autem  a  cifra  diversum  esse  oportet,  quoniam  jam  assumsimus, 
omnes  istas  formulas  in  nihilum  abire  posito  x  nz  0.  Quodsi 
vero,  absoluto  calculo,  huic  conditioni  nullo  modo  satisfieri  pbterit, 
id  erit  indicio,  problema  nostrum  hac  ratione  resolvi  non  posse, 
ut  scilicet  ejus  terminus  generalis  T  per  talem  formulam  differen* 
tialem  simplicem  /x^^^^dv  exhibeatur. 

j.  222.    Differentiemua.  ntinc  aequationem  modo  stabilitam^ 
ac  divisione  facta  per^a:''""*  sequens  prodibit  aequatio 

(an-ha)  dv  —  (|3n'+-6)  xdy-h^yn-^c)  xxdv-^nQdx-hxdQj 

quae,  quia  termini  littera  n  affecti  seorsiin  se  destruere  debent, 
discerpetur  in  binas  sequentes  aequationes 

i^.<.  advzzifixdv-^yxxdv-hQdx^ 

2^.  advzizbxdv-+'  €xxdv  ^xdQf 

ex  qiiarum  priore  fit 


dv 


<idx 


ex  altera  vero  fit 

a  —  6*  —  cxac 

quorum  valorum  posterior  per  priorem  divisus  praebet 

3Q^^  dx  (a  —  &3P  — C3cx)  ^ 

Q    ~  »(a  — px  — 7xx)* 

ex  cujus  ergo  integratione  valor  ipsius  Q  elici  debet ,  quo  facto 
facile  patebit,  utrum  is  certo  quodam  casu  praeter  x  =:  0  eva- 
nescere   poasit.     Imprimis    autem   hic   notari  convenit ,    si   hoc  in« 

tegrale  involvat  faujusmodi  factorem  e*  ^  tum  solutionem  quoque 
successu  esse  carituram,  quanddquidem  positb  :r  r=:  0  iste  factor 
tantam  ihvolvet  infiniti  potestatem,  ut,  etiamsi  per  x^  multiplicetur, 
productum  etiamnum  iQfinitum  maneat. 

50* 

\ 
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§•  223«  ()aodsi  igitur  his  conditionibus  praeSGviptis  satis- 
facere  licuerit,  tum  invento  valore  litterae  Q,  quem  ponamus  fieri 
ir:  0  posito  x  znft  habebitur 


i*A«rib 


3  V  '"^         L,     I 


et  formula  generalis  aaturam  seriei  comprectens  eint 


T  —  foo^-^^bv 


•  •— *■ 


a  — 13  a?  —  yx  o? ' 

quippe  cujus  integrale,  &  termino  r^  =z  0  usqu^  ad  t^rmiiiunv 
X  —/^  extensum!,  praebebit  icalorenk  termini  T,  Inctrci  cuicunqpe 
71  respondentis.. 

S  c,  h  o  I  i  9^  n.  ^' 

f.  224.  rnTMita  Butem  tili  rdattone  iAtei^  teinoa  ttr^ 
minos  cujuspiam.  ser|et  aibi  invieem  succed^bel^^  imike  ittOre  solito* 
formari  poterit  fractiO'  continua,  cujus  valore»  asaignave  lioebiU 
Si  enim  characteres  T',  T''^  V^\  T^^  etc.  denotent.  ordine  omnes^ 
terminos  post  T  sequentes  in  infinitum',  ex  relatiohibus,  quas  intex 
se  tenent^  sequentes  fbrmulae  deducentur.     £x  relatione^ 

deducitur 

(an  H- o)  I  -: ^h-^b ^  y^±±^:^. 
£x  relatione  sequente 

(an  H-  et  -4-  a),  T^  =  (pnH-f^H-fi)  T''''-^  (yn-»-  y-4-c)  T 
deducitur 

Simili  modo  sequentes  relationes  suppeditabunt 

^^anH-'2^-+-a;^^  p,H-2ii-+fr-f-  -(aaH.3a^.a);r'^T''"     ^" 


Caii-ha  +  o) 


//A 


X 
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vtnde  mattifeatum  est,  sl  ia  prima  formula  continuo  sequentes  va* 
lores  ordine  substituanturi  prodituram  esse  fractionem  coatinuam^ 
cujus  yalor  acqualis  c»it  ^formulae  (an-f- a):|r,  • 

> 

§.  225.  Quod  si  ergo  loco  n  successive  scribamus  nu* 
meros  1,  2,  3,  4,  et^.  8equen&  problema  circa  fractiones  conti- 
auas  resolvere  poteniiiiis. 

P  r  0  b  1  e  m  a     4. 
ProposHor  fractione  continua  hujus  formae 

-      2j3 -t- 6 -h( 2  YH-c)  (3tt-4^ 

3/3-t-6H-(3'y-i-<?)  (4a-i-a) 

f  6|3-f-AH-(5yH-(?)(6a-t-a) 

'^6/3-h6H-etc. 

S*  o  r  u  t  i  o;. 

^  326*.  Consideretur  in  genere  \sta  relktio  inter  ternas^ 
quantitates  s&t  suocedentet  T,.  T',  l^^i  quae  slt 

(an-Ha)  T  =:  ^H^*))lK-h  (ynn-c)  T''', 

atque  ex^  praeeedente  protdenuite  quaeraUnr  valop  ipsiua  T,  ^slqiii- 
dem  fieri  potest^  hoc  modo  expresstir 

T=z/x^-^dvz=zl ^ ^, 

eujus^^  integrale  ab  x  zn  0  usqne  ad  x  ~  /*  extcndatur^  qua  ibr- 
muia.  invema  ponatur 
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ita  ut  A  et  B  sunt  valores  ipslus  T,  pro  casibus  nzzi  i   et  n  zr:  2, 

quibus    definitis    fractionis  continuae    propositae    valor    per    praece- 

dcntia  erit  =:  ^^  3  ^     .  Hanc    igitur  iiive$.tigationem  ad  sequentia 
exempla  accommodemus, 

£  X  e  m  p  1  u  m      1« 

\.   227.     Investigare    valorem  fractianis   continuae   notissi- 

mae,     quam    olim    Brounclierus    pro  quadratura    circuli    protulit, 
quae  est  '  . 

2-Hl.  t  • 


3  .  3 


5  .  5 


2  -4-  etc. 

Quia    omnes    partes    integrae    laevam    respicientes   sunt  constantes 
• — 2j   pro  nostra  forma  generali  fiet  ^ 

(3  -h  6  =3  2,  2|3  -h  6  =:  2,  3|3  -f-  *  —  2-,  etc. 

ergo  p  nz  0   et  6  zz:  2 ;    at  pro  numeratoribus  «equentium  fractio- 

num,    quandoquidem   constant   binis    factoribus,    erit  pro  factoribus 

•prioribus 

yH-cml,   2y-hczi:3,  3y-Hc— 6,   4y-hczz:7,  etc. 

* 

unde  concluditur  y  zz:  2  et  tzzi  —  1,    p<:o  alteris  vero  erit 

2a-Haz:zl,  3^a-f-azz:3,  4a-+-azr:6,  etc. 

unde   azii2etazz:  —  3.     £x    his    autem    valoribus    colligimus 
hanc   aequationem  ^ 

dQ dx(3+2x^xx) 

Jt  ~  2^(1— xx)       * 

quae  per  l-Ho:  depressa  praebet 

Q  •"     2  5C(l— JC)^ 
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tinde  integrando  fit 

1— -a: 


♦    > 


X 


X 


/Qm — |/x-h/(l  — x)  et  hinc   Q 

ex  quo  Talore  porro  sequitur 

•   r  (l— ar)  dx     r         dx 

\.  228«  In  his  autem  valoribus  istuH  incommodutn  de- 
prehenditur,  quod  prius  integrafe  evanescens  reddt  nequit  posito 
a?z=:0.  Hac  autem  incommodum  facile  removeri  potest,  si  frac-» 
tionem  continuam  supremo  membro  truncemus  et  quaeramus  valo- 
rem  istius  fractionis        ^ 

3  •  3         .  • 

2-1-6.6 


— .'  2(1— **)»'«  —  a^  (1+ «)»'«' 


X   • 


2  -+-  etc. 

qui  si  repertus  fuerit  rz:  ^,  erit  ipsius  propositae  vator  rr:6-Hf 
Nunc  vero,  comparatione  instituta,  fit  quidem  ut  ante  |3  z=:  0  et 
6  m  2,  tum  vero  y  —  2  et  c  ~  «^l,  a  ziz  2  et  a  ~  —  i, 
unde  seqi^itur 

a,  «C^  — a?3c)        "■        2«(l~x)* 

unde  integrando  fit  ^ 

/Q  =  — i/a?-+-/(r— x),  ideoque  Q=:^> 

ex  quo  val5re  jam  habobimus 

(1— «)9«         ,  r      3* 


14-» 
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ubi  cum  fiit  Q  zi:  -^  ,  ejus ,  valor  manifesto  evancscit  posito  x  rrrt, 

quamobrera    illa    integralia    a    termino    x  z:z  0  .usque    ad   a:  ~  l 
sunt  extendenda. 

l.  2  2  9*  Quo  nunc  haec  integralia  facnius  erMtnus,  ^a- 
tuamus  X  iz  %%^  ita  ut  termini  integrationis  etia^tnnunc  ^int  z  ~  0 
€t  %ziz  i^  eritque 

A  =:  /  :^^  =  Arc.  tang.  %  z^^,  ^ 
B  —  f  l±dz  _      ^ 

sicque    habebimus,  *. ~  ^j;;;;;^!    quocirca   ipsius   Iractionis  Stounche- 

rianae   valor   est  i  -^  %^    omnino   uti   olipi   Brouncherus  jao»  in* 
venerat. 

iE  x«m  p  I  u  m  2. 

§•  230.  Investigare  valorem  hujus  .fraction*»  continuae 
JSrouncheriande  latius  patentis 

6^  1.  1  - 

6  -+-  3  .  3 


5  .  5 


b  -H  ete. 

^Ut  hic  incommodum  superiu^  evitemus,    omittamus  membrum  suin-e- 
mum  et  quaeramus 

*  *  ♦ 

^  —  6-4-3.3 


etc. 


quandoquidem  lura  erit  valor  quaesitus  zi:*H-#.  Nunc  igitiu 
erit  P  —  0  et  6  =z  6,  y  —  2 ,  c  =  i,  a  :^  2  et  a  zz  ~  1 , 
unde  fit 
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dQ  ^         dx  (i-^bx+xx) 
"^  ~  2x  (1— xlO        * 

ac  proinde 
hincque 

h+2 

(iH-a?)   4    )/x 

quae  formula  manifesto  fit  ~  0   ponendo  X  zn  i,  siquidem  b  -{-  2 
fuerit  num^rus  positivus,  unde  fit 

1  —  2 

-            (i  —  x)  4   dx 
dv  =  -^ -T+T-- 

2  (1-ha?)   4    |/a: 

Hinc  autem  colligetur 


/ 


(1— x)  4  ax 

(l-f-a;)  4  |/a; 

6  —  2 

/(i  —  x)  4    ^x  f/x 


(l-ha?) 


4 


sive  ponendo  a?  zz  ZZ  habebimus 


/ 


Cl  —  zz)  *    d% 

}i ^  et 

6+2  ^' 

(IH-ZZ)  4 

b  —  2 

(i  — zz)  ^    zz3s 


/ 


5  +  2 


(IH-ZZ)  * 
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quae  ambo  intcgralia  a  z  zz:  0    usque  ad  z  z 

A 

Ex  his  autem  valoribus  A  et  B  erit  ^  —  —  ; 

=  6  +  i- 


nis  propositae  valor  erit 


I 
1 


1    sunt  extendenda^ 
ipsius  igitur  fraclio- 


§.  231,  Quod  si  hic  ponatur  6  zn  2,  prodit  casus  ante 
expositus  a  quadratura  circuli  pendens ,  quippe  quo  casu  formula 
fit  rationalis.  Quando  autem  expoaentes  ^ni  et  ^+^  ncn  sunt 
numeri  integri,  tum  litteras  ♦et  B  neque  per  arcus  circulares, 
neque  per  logarithmos  exprimere  licct.  Veluti  si  fuerit  6  —  4, 
erit 


3 

2 


(l-HZZ) 


cujus  valor  per  arcus  ellipticos  exhiberi  posset,  At  si  b  fuerit 
numerus  impar,  hi  valores  multo  magis  evadunt  transcendentes, 
ita  ut  his  ipsis  litteris  A  et  B  debearaus  esse.  contcnti.  Contra 
autem  si  exponentes  illi  fiant  numeri  integri,  totum  negotium  per 
arcus   circulares   expedire  licebit. 

§.  23  2.  Exponentes  autem  illi  ^^  et  Hl?  erunt  nuraeri 
integri,  quoties  fuerit  b  numerus  hujus  formae  6  ~  4i  -h  2,  tum 
enim  erit 


B 


(l  —  zzy  dz 

[i-hzzy+^ 

(i  —  zzyzzdz 

(i-hzzy+^ 


et 


quos    ergo    casus    quomodo   evolvi    oporteat,    operae   pretium   erit 
docere,  quoniam  Wallisius  cos  jam  est  contemplatus. 
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§.    23  3.      Quoniam   hoc   negotium   totum  redil  ad  reductio* 

ncm     hujusmodi     formularum     integraliura    ad     forma»  simpliciores, 
consideremus  in  genere  formam 


% 


m 


cujus  difFerentiale  sub  sequentibus  formis  cxhiberi    potest 

Q.  m^*"-*  dz (2n— m)!£^+^ag 

''*  (1+22)"+^  (T+^ZzJ^-H 

.   '       _    ,  (2«— m)Z.'"— «^Z  2nz«— ^Bz 

3°).  9P  — T-r 

unde.  hanc  triplicem  reductionera  intcgralium  deducimus 

y»  2*^+1  3  Z    m    rz^^^dz  1  z"* 

(TTzz)*+^       2^y  Cl-i-zz)»  "~  2n  *  ( 1  -^ zzy- 
/^z^^+^dz    _     m      rz^^dz  i  z^ 

J  (TTzzy^        2n-mJ  ( l^-ZZ)"+*~  2n-m  *(l-hZZ)" 

/  z"— *  9z         2«— m/z™-*Dz         1         z*" 
jll       I i__ -^ / I 

y(l-hZZ)"+^  2n  y  (1-+-^^)»         2n    (l-f-ZZ)" 

quarum  reduclionum  ope  casibus  b  ~  4 1  -h  2   totum  negotium  ab- 
solvi  et  ad  formulam  ^  reduci  poterit,  siquidem  post  integrationem 

sumaiur  z  m:  1. 

/  .  ' 

§.    23  4.      Sit  i  m  1    ideoque  b  ~  6,  eritque 

»  /•(1— gg) 9»     .   T» /•(i—gg) gg9g 

—  y    (j+8»)»     ^^  ^ — y      (1+^)' 

Nunc  igitur  reperiemus  per    reductionem  tertiam 


f -J±- —  X  f -P!L.  -i-i     _?_  —  ■? _f_i 
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et  per  reductionem  priraam 


zzdz  ,   f     dz 


/zzdz     j   f 


t  ,       ^        "rr I 

{i+zzy  ^J  i-i-zz  2     i+ZZ  8         4' 


porro 


z^dz  o  r  zzdz  ,        z^       5         Stt 

—  4         T 


/z^dz      ^  r  zzdz  j        z" 

Ex    his    jara    valoribus    coliigitur  Azz:  |  et  B  ziz%  —  |,    ideoque 
ZZ7T  —  3,    quocirca  orietur   ista  suramatio 

3  -HTT  —  6  -H  1.1 

6  -H  3  .  3 


B 

A 


5  .  5 


6-^7.7 


6  -I-  etc. 


§.    23  5.      Sit  nunc-  izzi  2   et  &  zz:  1 0,  eritque 

A  r(i— gz)'az       .    j. /*gz(l^zg)^ag 

^ — y    (i+»j&)"  — •/      (!  +  »»)' 

Quo    harura    integralium   valores  investigemus,    sequentes  evolvamus 

formulas 

(l  +  zz)^          iJ  (l-HZ2i)»'4'(l-|-zz)*  —  32  '4 

/zzdz       j   /*  3%  j  »  .  ''f 

(l-f-zz)3         ^J  (i+za)^~4*  (  1  +  zz)^  —  32 

/z^  dz       ^   /*      zzdz              j             z*           _  ^''f  I 

(1  +  zz)^         aJ  (1  +  zz)*          4*(1  4-  zz)«  ~"  32  4 

r       z<^  dz 5    /•       z4  dz              j             z^           5  157r 

^  (H-  zz)'         4-/  (14-  zz)»         4*(1  4-  zzy  —  2  32"* 

Ex  quibus  jam   valoribus   deducitur  Azz'^  et  Bzz:2-^^,    ideo- 
que  —  zz — ;jj: — ,    unde  emergit  ^cquens  summatio 

57r4-i6  .  /^  .    . 

— - —  =10-4-1.1 


10 


10   -i^  6   .   5 


lo  -H  etc. 
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5.   23  6.      Si    b    esset    numerus  negativus,    investigatio  nulla 
prorsus  laboraret  difficultate.      Si  enim  in  genere  fuerit 


p 


c 


Ttoi 


y 


c/-f-5 


etc. 


semper  erit 


a-h-  a 


p 


Y 


etc. 


unde    si   habeatur   valor    istius   cxpressionis,    idem    ncgative  sumtus 
dabit  valorem  illius. 


Exemplum     3. 

§.  23  7.     Proposita   sit  iractio  continua,    cujus  valorem  in< 
vestigari  oporteat,  ista  "^- 

1-f-l.l 


3.3 


5  .  5 


7.7 


«« 


etc. 


Quo  fractiones  supra  allegatae,  omisso  membro  supremo,  sint 
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3  -f-  3  .  3 


5  .  5 


7  .  7 


9  H-  etc. 

erilque  (3-4-6—3,  2(3  ~+-  6  i: 
tum  vero  ut  ante  a  ."zz  2,  a  zizL- 
autcm   ^  erit  valor  quaesitus  zz: 

Est  vero 


Z  5,  ideoque  j3  zzz  2  et  6zz:  1; 
—  1,  y—  2  et  czz-t-1;  invento 
1-+-I.      Nunc  igitur  habebimus 


2x  (1  —  X  —  XX) 


l  +  x  +  «x 


I 

X 


2  +  2ar 
1  — X  —XX  * 


X  (l  — X  — xx) 

unde  fit. 

^  ^  J     1 — X  —  XX 

Porro  vero  pro  formula    f^       ^^   invenienda.    statuamus    denomi- 

^  J    1 — X  —  XX  ' 

natorem 

1  —  X  —  xxzizii^^fx)   (1  —  gx), 

eritque  /-+-  f/  —  1   et  /gr  — — 17  ^nde  fit 


Nunc  statuatur 

147X       _^2I ,        g 

1 — X — XX  "^  1 — Jx     '     l—gx^ 


unde    reperietur 


ac 


i+/ 


et  S3 


(i+^) 


sive  substitutis  pro  /  ct  g  valoribus  supra  datis  erit 


% 


Vs  +  s 


21  5 

qulbus  inventis   erit 


et  33 


T^5  — 3 

2)^5     ^ 


AD  TOM.  r.     CAP.  VIII.  40  7 

quocirca  fiet 

/Q=_J/x  +  <^-a /0_/x)  +  <!^-l> /(1-!,:.), 

consequenter 

•  5  +  1  '/5  —  1 


qui  valor  duobus  casibus  evanescit:    allero  quo 
I _2_ '^•zl 

^ I  +  V'5  —        2      ^ 

altero  vero  quo  3?  —  g  ~  —  -  "7     >  utrovis  autem  utamur,  res  ebdera 

redibit. 

§.    238.      Ex  hoc  autcm  valore  habebimus 

Arz /,    Q^       et  B~/,  ^"^'    , 

^    1  — X— XX  •'     1 — X — xx^ 

unde  pQrro  deducitur 

^=z(a-t-a)4=:|, 

et   propositae    fractionis    summa  erit   l-f-^.      Hinc   autem  nihil  ul- 

terius  concludere  licet ,    ob    formulas    difFerentiales   non    solum  irra* 
tionales,  sed  etiam  vere  tr^nscendentes  ob  cxponentes  surdos. 

Exemplum     4. 

'  §.23  9*     Froposita  sit  haec  fractio  continua 

b^  1.1 

6-4-2.2 


6-+-  3  .  3 


6-+-  4  .  4 


etc. 
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ubi  est  f3  zz:  0,  b  zizb.     Nunc  consideremus  hanc  formam 
s  —  b^  2  .  2 


6  -i-  3  .  3 


etc. 

quippe  quo  valore  inv.ento  quaesitus  erit  iz:6-f-|.  Habebimus 
igitur  y-l-  c  zn  2,  2y -\-  c  ~  3,  ideoque  y~  1  et  c  zzii^ 
deinde   erit  aznyzz:!,   a~0   et  czz:l.     Hinc  igitur  coUigimus 

dQ  dxjhx-^xx)  dx{b-^xx) 

q"  X  (1 —  XX)  1— X»      * 


ideoque 

=-.'^i~-*-i^(i-a^^). 

hincque 

b                                                      54-1 

(l       a:)2/(l— xx)        (1  — x)  « 

b                                  J— 1» 

(1-4- X)2                        (!-»-»)    ^ 

quae   quantitas   manifesto   evanescit  posito  a;  iz:  1 .      Hinc  igitur  fiet 

5  +  1  &  — 1 

(l-+-a:)2  (l-xx)  (l-^^)    ^ 


*  — 1 


B 


/ 


:r  ( 1 —  x)   ^     dx 


d-f-i 


•  (1-4- o:)  2 


tum    autem    erii    ^  —  (a  -f-  a)  ^^  iz:  g^ ,    ideoque  summa  quaesita 

§.   240.      Percurramus   nunc    casus    praccipuos:     ac   primo 
sit  6  iz:  1,     eritque 


y 


^ 
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A=/i3^  =  '(!-+-*)   =  /2,  et/ 


B 


i+x 

ideoque  b -+-  =  —  ;    ergo  hinc  prodiit  ista  summatio 


iV=:l-Hl.l 


4-H-2  .  2 


1"~H  3.3  — ^ 


etc. 
§.   241.      Sit  nunc  6  =:  2,  eritque 

V       (i-t-o:)^  ^       (i-H»)^ 

Ad  has  formulas  rationales  reddendas  statuamus 
Jj^  =  2,  critque  a;  r=  |-=^,         ^ 

unde    termmis  in.tegrationis  a?  —  0   et  a?  —  1   respondebunt  J6  iz:  1 
ct  Z~  0;  tum  vero^erjt 

hincque  'colligitur 

A=-.2'/j?^=-2«-H2Arc.Ung.l-|-2-^=2-1, 
jporro  fit 


\ 


Fer    reductiones    igitur    supra    §.234.   tnonstratas,    si  hic  scilicet 
terminos    integrationis  2 1=  1   et  %znO  percoutemus ,    ut  habeamus 

B  =-^- 2 /(T+*^  -  2 /(i+i-i?'   ^"^'^ 

B  =  2(J— 0-2(1— ^)±::7r-3, 
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unde  sequitiur  ista  summatio 

t  — ir  - 


2  .2 

I  I  III 

2h-3  .  3 


2  -+•  etc. 
quae  Brouncherianiu  rimpliciiate  BibQ  cedit 

§.  242.     Si  ponamos  bzmO^  .firactio  conliniia  abit  ia  se- 
quens  continuum  productum 

1.1      3-3      s^s      7-7         -^ 
2*2^    4^      6-6       8-«       ^^ 

hoc  autem  casu  fit 

unde  istius  producti  valor  colligitnr  -^ «  id  qnod  egre^  cpnyenik 
cum  jam  dudum  cognitis^.  qnandoqilidem  koo  prodoctBBL  est  ipsa 
progressio  0^aUisiana^ 

Exemplumft^ 

§.  2^43«     Proposita    sit   haec  iractio  (eontianai  nbi  "13  zz  O^ 
b  —  bj  et  nuxneratores  nnmeri  trigonalea 

b 


i 

6-+^  3     ^ 

•                                                          "     "^ 

If-i- 

6 

6-1-10 

etc* 

Omisso  supremo  memhro  statuainua 
*zz6-H  3 


6 


etc. 


sive 
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et  primo  numeratores  per  product^  repraesentemus  hoc  modo 

3  =  2.1.,   6=3.1,    10  —  4  . 1,  ^tc. 
quorura  priores  comparentur  cum  formulis 

y-f-c,   2y-4-i?,   SyH-c,  etc. 

posteriores    vero    cum    formulis     2a-l-a,    Sa^-Ha,    ioL-ha^  etc, 
eritque  yzzl,  cznl,  aiz:|,  azz:|,  undfe  erit 

Q  xQ^^xx)  »j(l— .2a:a?) 

dQ       dx  2bdx  V 

Q  X         1— — 2a:a7* 

cujus  integrale  est 

j-t 

quae  formula  eranescit  casu  xziz  y^.     Hinc  igitur  erit 

_                   2x(l  — X|/2y2aa.       , 
dv  ZZZ  ^  !— -^ j-. 

( 1  —  3  a: x)  (IH- X  >/2y« 


Sit  ^rzX,  ei^tque 

/a:(l— a? 


;i  — X)/2)^ax       /!r(l — x>/2)^-*ax 

2a:a;)(lH-a?/2)^  "^7       (l-H » 1/2)^^+* 
et 

•a;a:  (l  —  x ■j/2)'^'-*  3x 


B=2 


/•a;a:  ( 


ubi   post   integrationem    statuitur  ;r  =  ;7z4    tum  aotem  fit  ^  z^  ii  t 
hincque  valor  fractionis  propositae   zzz  ^  H*«  -r* 


A 

52* 


\ 
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§.  244.  Nisi  igitur  fuerit  X  n:  -^^  numerus  rationalis, 
hos  valores  commode  assignare  non  licet.  Sit  igitur  6  zz  }/2, 
sive  X  —  1 ,    eritque 

Hinc  integrando  colligitur 

ideoque  posito  a?  |/2  zz:  1   fiet  A  — /2  — -|;  tum  vero  reperifur 

•  B  rz  275  —  1^2  ./  2,  ' 

quare  ob   6i±iy2   erit 


unde  sequitur  haec  8ummatk> 

=  i/2:H.  1 


1 


V2  (212  —  1} 


1/2 


1/2 


^      < 


]/2H-etc. 


S  c  h  o  I  i  o  n. 

\.   245.      Fractiones  autem  contimiae,    ad  quas  plerumque 

calculo  numerico  deducimur,  hujusmodi  formam  habere  solent 

a 


1 


etc. 


ubl   omnes   numeratoros  sunt  unitates,    denominartores  vero  a\  6,  c, 
c/,    etc.    numeri    integri.     Verum    ope    nostrae     methodi    difficulter 
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talium  formarum  valores  eruere  licet,  etiamsi  nuraeri  a,  6,  c,  c?,  etc. 
progressionem  arithmeticam  constituant,  id  quod  sequenti  exemplo 
ostendamus. 

Exem  p  In  m    6. 
§.   246.     Froposita  sit  ista  fractio  continua 


3^ 


4p  -+-  6  H- 1 


5§-i-b-\-eic. 


ubi  a  zn  O', 

Y 

zz:  0,  a  i-i  t,  c  iiL.  t. 

Hinc  fit 

^^^  • 

^Q: 

— 

Pi-+-p  '»-+-.1-  «t 

qjuae  autem  expressia  nullo  caau  eyanescere  potest,^  etiamsi  per 
x^  multiplicetur,  siquidem  (3  fuerit  numerus  positivua.  Yerum  si 
pro  (3  sumamus  numeros    ncgativos,    puta  [3  zn  ~  m,    tum  yalor 

Q.  ~  a?  ^*  X  >  *^*  manifesto  evanescit,  tam*  si  o:  iz:  0,  quan» 
si  X  ZZL  OQ.     Hinc  autem  erit 

— ^  — 1  —  «X. 

fJtXX 

qioamobfem:  habebimua 
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His  valoribus  mventis  formula  ^  exprlraet  summam  hujus  fractionis 
continuae 


-2m-+-b   -f-  1 


-  3in-j-b  H-1 


—  4;?i-+-6  H-  I 


quamobrem    ronnnla    illa    negative    anmta   —  ^    expiimet  valorem 
hujus  fractionis  continuae 

m  —  b-hi 

2/n— 6-+-1 


3m  —  6-t-  1 


4/7i  —  i-t-etc. 


quem  igttur  assignare  liceret,  st  modo  formulae  integrales  A  et  B 
expediri  et  a  terraino  a?  ~  0  ad  xz^zoo  extendi  possent.  Verum 
istae  formulae  !ta  sunt  coraparatae,  ut  earum  integratio  nuUo 
plane  casu  per  quantitates  cognitas  exprimi  queat,  quod  tamen 
non  impedit,  quo  minus  fractio  ^  valores  satis  cognitos  involTere 
queat,  etlamsi  eos  nullo  adljuc  modo  assignare  valeamus. 

§.  247.  Talium  autem  fractionum  continuarum  mihi  qni- 
dem  binae  sequentes  innotuere,  quar^ra  valores  commode  exhi- 
berc  licet 
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K&rum  fractionum  prior  cum  formulis  postremi  ezempli  coll&tai 
praebet  jn  —  bzZLti,  2/n — 6~37i,  ideo^ue  m:^2n  ^tb^n^. 
unde  iit  ,;*  .1. 

»/T~i±5F'  ^    ■       • 

-j?    7IS1I   '•'*■     «'  <  ""  •<(■».  .: 

3k -  'i**f''     i;  ■ 

TH^a«     >■  .      ;  ■     • 

^    .♦     !.  .     » 

«nde    jam  'discimus    si    hac   duae   formulae   mtegfentnr  a  termiao^ 
X  —  0   usque   ad   terminura  x  ~  oo,  tum  fore 
-  2  . 

M^  ►  i^.-A        1-1- e»  '  .irtWa-»  & ..-' .   '     ': 

.•--■B= ?'  ■       ■■^-■^     V-    >.  ■■^V^' 

1 — *"  • 

quanquam  nu!Ia  adhuc  via  analytica  patet,  hanc  conTenientiftm' 
demonsti-andi.  /'   '  '      ' 

.1  r  i/iin     -,'         ■-     ' 
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IN    FINE    SECTIONISI.    TOM.   I. 

DK  i 

INTEGRATIONE    F  O  R  M  U  L  A  R  tJ  M 

D  I  F  F  E  R  E  N  T  I  A  L  I  U  M. 


*x 


De  formuiis  integralibtis '^  duplicatis.  Nlfvi  CammentarU 
Academiae  Scientiar.  PetropolUanae  Tom.  XJF.  Pars  L 
Pag.   72  —  103, 

\.  1 «  Si  corporis  cujusque  propositi  rel '  soliditatem  vel 
superficiem  vel  alias  hujusmbdi  quantitates  definire  velimus,  id  per 
duplicem  integrationem  fieri  solet ;  formula  enim  diflTerentialis  bis 
integranda  tali  forma  Z  d  x  d  y  exprimitur,  binas  variabiles  x  ^i  y 
continente,  quarum  aUei:^  sola  iiv.  priori  integrationet  |Ut  variabilis 
spectatur,  posterior  vero  iat^gratio  ad  alterapi  jam.  ut  variabilem 
spectatam  instituitur.  Hinc  quantitas  per  duplicem  istam  integra^* 
tionem  resultans  duplex  sSgnum  integrale  praefigendo  indicari  solet 
hoc  modo  yyZdxdy,  quippe  qua  duplicatione  fomiula  differen- 
tialis  proposita  Z  d  x  d  y  bis  integrari  debere  est  intelligenda. 
Hujusmodi  igitur  expressiones  geminato  signo  summatorio  affectas 
his  formulas  integrales  duplicatas  appello,  quarum  usus  cum  latis- 
sime  pateat,  in  earum  indolem  bic  diligentius  inquirere,  earumque 
proprietates  et  affectiones  accuratTus  evolvece  constitui. 


/ 
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§•  2.  Frimum  igitur  cum  x  ei  y  sint  duae  quantitates 
rariabiles  a  se  invicem  non  pendentes,  Z  vero  denotet  earum 
functionem  quamcunque,  formulae  integralis  duplicatae  /^/Zdxdy 
vls  ita  exponi  potest,  ut  quaerenda  sit  functio  finita  binarum  is« 
tarum  variabilium  x  et  y^  quae  ita  bis  differentiata ,  ut  in  altera 
diflrercnjiatione  sola  x  in  altera  sola  y  pro  variabili  habeatur,  ad 
formulam  Zdxjdy  deducat.  Ita  si  fuerit  Zzzza^  evidens  fore 
f fcib x7iyzziaxy\  generalius  vero  erit  ffadxdyzzzaxy-^-^-A-^-i 
denotante  X  functionem  quamcunque  ipsius  a?  et  Y  ipsius  y,  quan- 
doquidem  hae  duae  quantitates  per  geminam  illam  differentiationem 
ex   calculo  tolluntur. 

§.3.  In  genere  autem  si  V  fuerit  ejusmodi  functio  ipsa- 
rum  a?  et  y,  quae  bis  differentiata  ita  ut  modo  est  praeceptum, 
praebeat  Z^d  xd  y\  erit  quidem  utique  Y-zz.ffZ  d  xd  y;  verum 
duplex  integratio  insuper  functiones  arbitrarias  X  et  Y,  illam  ipsius  x, 
hanc  ipsius  y   inducit,  ut  sit  generalissime 

//Z  aorayiziV+XH-Y. 
Ex  quo  statim  perspicitur,  hujusmodi  formulas  differentiales  neces- 
sario  afTectas  esse  producto  dxdy^  neque  propterea  secundum 
hanc  significatlonem  tales  formulas  ffZdx^  vel  ffZ^y^  quic- 
quam  significare;  siquidem  per  ipsam  rei  naturam  excluduntur, 
dum  in  altera  integratione  sola  Xj  in  altera  vero  sola  y  ut  va- 
riabilis  trtictatur. 

§.  4.  Constituta  sic  forma  hujusmodi  formularum  integra- 
lium  duplicatarum  ffZdxdy^  ita  \xt  x  ct  y  slnt  duae  quan- 
titates  variabiles  a  se  invicem  non  pendentes,  et  Z  functio  finita 
ex  iis  utcunque  compbsita,  haud  difficile  est  duplicem  integratio- 
nem,  quam  involvunt,  instituere,  quod  quidem  prout  primo  vel 
X  vel  y  sola  variabilis  consideratur,  duplici  modo  fieri.  potest. 
Sumta    scilicet  primo    y  pro   variabili,    altera  x   ut   constans   trac- 
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tfttur,  quacriturqiie  integrale  fZdy^  quod  erit  certa  quaedam 
functio  ipsamm  x  et  y;  qoa  inTenta  suscipiatur  formula  diiferen- 
tialis  dxyZdy,  in  qna  jam  y  nt  constans  solaque  x  ut  va- 
riabilis  tractctnr,  cJQsqne  qnaeratnr  integrale  f  d  ^  f^^  y^  qui  erit 
ralor  qnaesitns  fbrmniae  ii|tegralis  dnplicatae  prppositae  ffZdxdy. 
Si  in  hac  duplici  integrmtione  ordo  Tariabilium  '  x  et  ^  invertatur, 
valor  qnaesitos  ita  esqunmetnr  f  ^y  fZd  x^  qui  ab  illo  non 
discrepabit. 

§.  5«  Ob  hnnc  consrfisnm  fit,  nt  talis  forma  ffL^^xdy 
promiscne  sire  hoc  modo  fdxfZdy  sive  hoc  fdyfZdx 
eJLhlberi  possit ;  utroTts  amem  ntamnr ,  regulae  vulgares  inte- 
grationis  sunt  obsaraDdae^  si  modo  notetur  in  ea  integratione, 
in  qua  Ttl  x  Td  y  pro  constante  snmatnr,  constantem  introduc- 
tam  eju^dem  fore  fiuactioaaa  qaamcnnqne.  -  yduti  si  proponatur 
haec  &>nna 


vlcuot^ulc  )  ^  ^  tuncltonem  quamcunque  ipsius  x,  erit 

uIh    iu    inte^rt^ttooe    adhuc    parficienda    y    pro    constante    habetur. 
i^mxili  YCJtv  modo  rt^peritur 

/Av^^7  =/^  Arc.  tang-  j  -f-  Y, 

i\\  v;ua    iuif^^i^tioue   x   constans   assumitur)    in    quo    quidem   exem- 
)^lv^     cvmstrii^Kis    huiot^um    Tmlorum    inT«tomm    non    $atis    est    per- 

$.   0%     Interim   tamen   Ttritas   consensus   per    series    facile 
vmtviuliuu^;    cum  euim  sit 
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denotante  ^  angulutn  rectum,  et 


2 

3  .  <uS  tul 


Arc.  tang.  -  ^  -  _—  +  —,—  ^-\r'^^  —  etc. 


9x» 


erit 


/°^  Aro.  .ang.  ^  =  -; +2^  -  Jl^+^,  _  .tc.-  +  f :  j,  e. 

ex   quarum   utraque   oritur 

ff±?^  —X  ^  Y  -  ^-  -f.  /;  -  5^-.  -H  -ifv  -  etc. 

Verum  ubi  ambae  integrationes  succedunt,  convenientia  sponte  se 
offert :  quod  quidem  pluribus  exemplis  ostendisse  superfluum  foret, 
cam  ejus  ratio  ex  natura  difFerentialium  et  integralium  perfecte  sit 
demonstrata, 

§.  ^J^  Haec  igitur  tenenda  sunt  de  istiusmodi  formulls 
integralibus  duplicatis ,  quando  binae  variabiles  x  et  y  nullo 
plane  nexu  inter  se  cohaerent,  ita  ut  in  altera  integratione  al- 
tera ,  in  altera  vero  altera  constans  >  accipiatur.  Yerum  tales 
formulae  non  confnndendae  sunt  cum  iis,  quibus  ut  initio  dixi,^  so- 
liditas  et  superficies  corporum  quorumcunque  exprimi  solet.  Etsi 
enim  hae  formulae  etiam  duplicem  integrationem  requirunt,  et  in 
priori  altera  binarum  variabilium  puta  y  sola  ut  variabilis  tractatur 
altera  x  pro  constante  assumta,  tamen  p(iori  integratione  peracta, 
ea  per  omnes  valores  ipsiys  y  extendi,  sicque  tandem  loco  y  ex- 
tremus  valor,  quem  reciperc  potest,  statui  debet,  qui  plerumque 
ab  X  pendet,  ita  ut  hoc  valore  post  priraam  integrationem  loca 
y  constituto  in  posteriori  integratione  y  tanquam  functio  quaedam 
ipsius  X  ingrediatur  neque  propterea  pro  cohstanti  haberi  queat, 
qua  conditione  fit,  ut  altera  iQtegratio  plurimum  immutetur,  etsi 
prior  simili  modo  ut  ante  absolvatur. 

53» 
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§.  8.  Qaod  dlsciinien  quo  clarius  perspiciatur ,  exem- 
**^-  5*  plum  attolisse  joTabit.  Qaaeratar  ergo  soliditas  sphaerae ,  cu- 
jus  centrum  sit  C  et  radios  C  A  :=z  a^  ac  prlmo  quidem  por- 
tio  ejus  quadranti  A  C  B  insistens,  cujus  elementum  est  colu- 
mella  Y  Z  y  z  areolae  Y  yzzidxdy  insistens,  positis  C  P  =  x, 
et    P  y  zn  y »    erit    cjos    altitndo   YZzz]/  (aa  —  xx  —  t/  y)i 

hinc  scdiditas  cofamidlae  elenientaris zizdxdy  ^(aa  —  xx  —  y  y)^ 
quam  bis  integrari  oportet»  Maneat  primo  intervaUum  C  P  itr  x 
constans^  ct  inte§rale  y*d3f|/(aa  —  xx  —  y  y)  ita  sumtum, 
ttt  eranescat  po^to  y  =:  0 ,  dabit  portinncolam  areolae  P  p  Y  q 
in^stentna,  qoae  ergo  erit 

zzjyt  (aa  — «x--araf)+^(aa  — xx)Arc,sin,  ^j^/jn^y 

J4m  boc  Talore  bi  akcn  integratioiie  uti  oportet,  sed  antequam 
is  iadiKator»  per  tota»  Jistaliai  P  M  extendi  debet,  ut  habea- 
tur  ekfOMtttWBa  solidilaiis  toti  areolae  P  p  M  m  insistens;  puncto 
aolem  Y  ad  M  asqae  praMoto,  fit  y  =  )/(a  a  —  x  x),  qui  ergo 
\aK>r  t^>co  y  stibstitiii  debet^  ita  «t  in  seqnente  integratione  quanti- 
i;ii;^  jT  muainie  ut  coostaas  coiisideretnr,  kaecque  tractandi  methodus 
pluiimum  a  praecedeirte  discrepei. 

^  ♦%     Foako  erjo  3m:>^(aa  — x  x),  fit 

/^91  (vii*  — 3rar~yy)=J(aa— xx), 
cam  $Jit   Aivv  siisk    i  z:  ft    sicqM  iategratfo   adhuc   absoivenda    erlt 

/s^.%\^\>y>  (aa — xx — yy)=:J/(aa  — xx)dx, 
uW  v)uivK>w  iMfec^  Tariabilis  x  inest,  sed  non  ideo,  quod  jam 
h^'  ^  )HV  c>>iMlaiiiti  babeatnr^  sed  qma  pro  y  certa  quaedam 
(VukHk^  i^vjtiMt  »  e«l  siibstituta.  Haec  alten  vero  integratio  ita 
UMiU^uU%  M  tYtMlMett  posil^  «=:0t  dabit  soliditatem  portio- 
um    i^^Immh^»    ^Mit    trtM   C  B  M  P  insistit^    quae    idcirco    erit 

^  ^s4^«  ~(«^)i    luidt  ^pbatrtt  octans   seu   portio   toti   qua- 
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dranti  A  C  B  insistens  prodibit ,  punctum  P  usque  in  A  pro- 
movendo,    ut    fiat  x  ~  a.      Tum    ergo    soliditas    o<  tantis    sphaerae 

erit  zir  g-^^,  hincque  totius  sphaerae  zi^  "j^^^'  ^^^  constat.  Ex 
quo  exemplo  intelh'gitur,  talem  soliditatis  investigationem  plurimum 
diffcrre   ab  integratione   duplicata  formularum  primo  exposita. 

5.  1 0.  Quod  si  noa  totum  octantem  sphaerae ,  sed 
eam  tantum  ejus  portionem  quae  areae  rectangulari  C  £  D  F  Fig.  4. 
insistit  investigare  velimus ,  prior  integratio  ut  ante  instituenda 
est,  sed  ea  peracta  ipsi  y  valor  P  M  debet  tribui,  qui  quidem 
cst  constans,  et  propterea  haeo  investigatio  ad  primum  genus' 
videtur  accedere,  verum  tamen  eo  discrepat,  quod  integrale  de- 
terminatum  prodeat,  cum  ibi  functiones  indefinitae  X  et  Y  invehe- 
rentur.  Posito  ergo  ut  ante  sphaerae  radio  C  A  —  «,  sit  rect- 
anguli  C  E  F  D  latus  C  D  zn  c  et  C  E  zn/:  et  solidum  elementare 
areolae  F  p  Y  g  insistens  erit  ut  ante 

Ij/  y  (aa  —  XX  —  yt/)  + j(aa  —  xx)  Arc,  sin.  ^ri^zZTx)' 
quod  usque  ad   M   extensum ,  ubi  fit  yziLf^  erit 

i/>/(aa— //— xx)-f-j(aa  — xx)  Arc^sin.  y^^^-^^^^> 

unde  solidum  areae  C  P  E  M  insisiens  sequenti  integrali  expri- 
metur 

l//3^/(«^— //— 3cx)+i/(aa  — xx)dxArc.  sin.^?^^— j, 

si  quidem  ita  definiatur ,  ut  evanescai  posito  xrzzO.  Evolvamus 
ergo   seorsim  has   binas  formulas. 

§.11.      Ac  prima  quidem  statim   praebet 

/ax/(aa-//^xx)rix/(aa->/-xx)H-j(aa-y/)  Arc.  sin.  '^~zf^^^ 
altera   autem  ob 

d  .  Arc.  sin.  -rr-^ .  zz'  -— -/*— 


•  (aa  — xap)  — (aa  — x*)y(aa— //— X»)* 
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ita  transformatur 

/(aa^xx)dxA.rc.sm.-^ -zzCaax^ix^^krc.sm.   ,,  — r 

^  ^  y[aa—xx)     ^  '    '  ^{aa  —  xx^ 

f         (aa  —  ixx)xxdx 

J  (aa  —  a:a?)|/(aa— //* — xx^ 

ad  quam  postremam  partem  integrandam,  notetur  esse 

fx  f  afdx 

Arc»  sin*  i    I ' i     ,n .      <     •       f    ■  i  —  i 

]/(aa — //)(aa  —  xx)       J  (aa — xx^^^aa-^ff-^xx^ 

hujus  ergo  dabitur    multiplum    quoddam,    quod   illi   formae  adjectum 
praebeat  talem  formam  ^ 

/(aa  —  ^xx^xx^bx  fx 

.  ^     y  y*y*    '      \  -f-wArc«sm.  ^^  .  '  ^ 

(aa  —  xx)y  (aa^-^Xj  —  XX)  V(^—ff)(^^ — ^^j 

(aaxx'^^x^'+^maf)dx 


(aa — xxyy(aa  - 


ff — xxY 

ui  a  ax  X—  I X*  -f-  m  af  fiat  per  a  a  ^  xx    divisibile ,    id    quod 
fit  sumendo  m  zz: ^ ;    hincciuc  erit 


/( 


(aa  —  ^xx^xxdx  2  a?  fx 

—         Arc.  sin. 


(aa  —  xx)y(aa — ff — xx)        3f  '  y(aa-ff)(aa^xx) 


/'  (2aa  —  xx)5x 
V(aa  — ff —  xx) 


\.    12.      Cum    igitur   sit 

/'(2r/a  — xx)3x         .                .                        X         , 
-77 —~ r-i:|(3aa-f-// jArc.sin.  — r— +-  |xi/raa-/y-xxj 
/(aa^//-.xx)     ^^           ''  ^               ^/(aa^ff^      2    V  ^       JJ        ) 

(aa  —  |xx)xx3x 
ent     '  \  3       y 


/laa  —  |xx)xxdx 
i 1 ^  — ' 
(aa  —  xx)  y  (aa  — ff —  xx) 


^  A^^-  S'"-  7{^/K^irs(3fla-H/^)Arc.sin.  ^'L__ix/(aa-/Axx) 
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hincque  / (a  a  —  xx)  3  X  Arc.  sin.  |;r7^^^:^)  m 

(aax -ix3)Arc.sin.,^^--^-|a»Arc.8in.^-^5^j^r:^ 
4-^/(3  aa~h//)Arc.sin.;j^^^:^^+i/x/(aa—y/—xx). 

Quare  posito  x  zzz  C  D  nr  e,  erit  soliditas  portionis  sphaerae 
rectangulo  C  D  £  F  insistentis 

i  «//(«  a  —  ee  —ff)  -^  lf{a  a  —ff)  Arc.  sin  y  (,/-//)  -^-  8  «  (  3  ««-«0  ^' 

^^^•«'"•Tr-'^)  -^«'^'^^•«•"•Fo^ii^roWTo  +^/(3««-//)'^ 

Arc.  sin.  ^^-^^^^ -I- ^  e /  j/ (a  a  —  e  e  — //) , 
quae  expressio  reducitur   ad  hanc 

Arc.  sin,  -,.'1  ^  x  ■— |a^Arc>sin.-7T^ —    ^.        ..v- 

« 

§.  13.  Si  crgo  rectanguU  terminus  F  usque  ad  peri- 
pheriam  porrigatur,  ut  sit  et-^ffzzi^aa^  primum  membrum 
evanescit,  et  arpus  circulares  tria  reliqua  afficientes  abeunt  in  an- 
gulum   rectum    seu  f,   eritque  soliditas 

1  (1  a  a  e  +  I  a  a/-  ^  e^  _  ./3  _  x  «') 

seu   ob  fzzz  )/  (a  a  —  e  e)  soliditas  erit 

^[(2  a  a  +  ^  e)  }/'  (a  a  -r-  ^  a)  —  2  a^  -^  3  a  a  e  —  e^^ 

quod  solidum  fit  maximum ,  si  y  rr  c  m:  r^  /  fitque  id  tum 
'—^i2V2      ^  ^"°^    soliditas   octantis   sphaerae   estin  ^a^.      Ita 

ut  nostrum  solidum  sit  ad  octantem  sphaerae  ut  5  —  2  )/  2  ad 
2  |/ 2.  Sin  autem  punctum  F  non  ad  perrpheriam  quadrantis 
pertingat,  fueritque.  /  —  e  erit  soliditas  qtiaesita 

=  leej/(aa^2ee}^ie{3aa-ee)Av(i.sm.y^^J_-y 


I  a^  Arc.  sin. 


e  e 


au'^  ec 
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Quare  si  fuerit 

Arc.  sin.  zrrr^—rx  •  Arc.  sin.  ^ — -^ — r  :iz  a^  :  c(3  a  a  —  e  e) 

solidum   algebraice  exprimetur. 

Fig.  5.  §.    14.      Quo    autem    rera    generalius    complectamur ,    quae- 

ramus  solidum   areae  cuicunque  GQHR  insistens,  cujus  elementum 
cum   areolae  Y  y  zizdx^  y  insistat ,  idque  sit 

zizd  xdy}/{aa  —  xx  —  yy)^ 
prima  integratio  sumto  x  constante  praebet 

/ 

1 5  x[y /(aa  —  xx  —  yy)  4-(aa  —  xx)  Arc.  sin.  y^^^l^^^J  • 

Sint  jam  ex  natura  curvae  G  Q  H  R  distantiae  ejitremae  P  Q  zr  7 
et  P  R  =:  r ,    atque   solidum    elementare    areolae  Q  R   insistens    erit 

r'}/(aa  —  xx  —  rr)  -+^(aa  —  xx)  Arc.  ^o^y/ggLxarX 
—  q  ]/{aa  —  xx  —  7^)— (aa— xx)  Arc.sin.;7^j;?I^j< 

Quare  cum  7  et  r  possint  esse  functiones  quaecunque  ipsius  x, 
evidens  est  quantum  absit,  quo  minus  quantitas  y  in  sequente  in- 
tegratione  pro  constanti  habeatur.  Sequens  autem  integratio  a  va- 
lore  X  zz:  C  E  usque  ad  valorem  x  zz:  C  F  est  extendenda. 

Fij  6.  §.    15.      Si    figura    basis    GQHR    a    recta    CA    trajicia- 

tur,  ut  quaeratur  solidum  basi  CGH  insistens,.  cujus  natura  ex- 
primatur  aequatione  quacunque  inter  CPizix,  PRni/'?  ^^^^ 
solidum 

J/3  X [r  -/{aa  —  xx  —  rr)  4-(a  a  —  xx)  Arc.  sin.  ^  j^ZZ^)^ 

ubi  problema  non  inelegans  se  ofFert,  quo  figura  basis  C  G  H 
quaeritur^  ut  solidum  ei  insistens  algebraice  exprimatur.  Statua- 
tur  in  hunc  finem  r  zz:  t*  /  (a  a  —  x  x)  ,  ut  solidum  indefinitum 
arcac  C  P  R  G  insistens  sit  .    ^ 

i/(aa— xx)3x[ii]/(l  —  Mii)  +  Arc.  sin.  uj 
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quae  expressio  transformatur  in  hanc 

i(a  ax  —  i  x^)  [u  }/(l  —  u  u)  4-  Arc.  sin.  u] 

— /(a  ax  —  I  x^)  d  uY  (i  —  u  u). 

Fiat  jam 

f(aax  —  |x^)5ti}/(l  — u u) rz: n a'' Arc  sip.  u-|-a^U, 
existente  U   functione '  algebraica  ipsius  u,  et  cum  sit  soliditas 

\{aax — 5  3c^)">/(l — wm) — a^UH-(jaax — gX^  —  na^)  Arc.sin.M, 
ea    erit   algebraica    casu  —  x^  -[-  3  a  a  x  iz:  6  n  a^ :    dummodo    u 
evanescat  posito  x  =:  0  ,  tum  enim  soliditas  erit 
—  n  a^  M  y  (l  —  uxi)  —  a^  U. 


§.    16.    ^Ponamus  3  U  —  U^  3  u,    ac   prodiblt  haec  inter  x 
et  u  aequatio 

a  ax  —  5  x^  ~  ' 1— 


S  1  — tttt      •^•(1— ttlt)* 

Fingatur  - 

et  ut  u  evanescat    posito  x  3Z  0 ,    debct    esse   m  zi:  —  n ,    ut   fiat 

_        I     3         2na*tttt  /         3aax — x* 

^^^-l^   — •TII^^^^^^  =  /6na^+3aax--x>^ 

hincque 

/  (  g  a  --  X  xM3  <t  d  X  — x^) 

Jam  ob 

« l/(  1  -  u  u)  =  ^/'•fi'"'^^^ 

r^  '^  6na^-h3aax — x^' 

fit  soliditas  illa 

""~         6na'  +  3aax  — X*        * 

Si    baec    soliditas    locum    habere  debeat,    facto  xzza,    fit  niz:i, 

/(aa— xg)(3aaag — x^) \_     /^(^'^-x)  (Saa— gg) 

y        3a*+3aax— *3      —  V        (a4-a;)2a<*-a:)    .'. 
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ac  posito   x  —  a,   erit  soliditas  zi:  *  a',  et  curva   pro   basi  inventa 
est  linea  quarti  ordinis. 

§,  17*  Quae  hic  de  soliditate  portionis  sphaericae  da- 
tae  basi  insistentis  sunt  tradita ,  simili .  calculo  ad  quaevis  aliii 
corpora  accommodari  possunt,  cum  tantum  in  formula  %^xdy 
quanutas  Z  alio  modo  per  x  et  j/  determinetur,  dum  hic  erat 
Z  :n  |/  (a  n  —  a;  x  —  J/  y).  Quin  etiam  si  superficies  corpo- 
ris  cujuscunque  datae  basi  imminens  definlri  debeat,  id  inte- 
gratione  gemina  similis  formulae  differentialis  7.  ^  x  d  y  eodcm 
modo  expedietur:  ita  si  corpus  sit  sphaera,  elementum  super- 
ficiei  areolae  elementari  basis  dxdy  imminentis  cst  ^.^ t-^jc^'yy) 
ita  iit  ait  Z  — -rj — :~ — ~-^i,  cujus  gemina  integratio  pari  mo- 
do  pro  ratione  basis,  cui  imminens  portio  superficiei  quaeritur, 
est  instituenda.  Atque  iu  genere  quaatitates'  quaecunque  aliae 
cujusvis  corporis,  quae  ceftae  basi  respondeaht,  ope  similium  ope- 
rationum  determihabuntur. 

§.  1 8.  Quaecunque  ergo  Z  fuerit  functio  Ipsarum  x 
et  y,  pro  integrali  duplicato  yyZdarJy  primo  quaerilar  inte- 
.  grale  /7.^y,  qaantitate  x  ut  constante  spcctata,  idqne  exien- 
datur  per  totam  quantitatcm  y^  sicque  extrcmi  valores  ipslus  y 
in  computum  ingredientur,  quae  erunt  functiones  ipsius  x ,  ex 
basis  figura  cognitae:  sicque  pro  yZdy  orietur  functio  ipsius 
Xy  quae  in  5  x  ducta  denuo  more  solito  debet  integrari.  Idem 
tenendum  esi,  si  ordine  inverso  primo  formula  /  Z  ^  x  inte- 
gretur,  spectato  y  ut  constante,  quod  integrale  dum  per  totum 
intervallum  x  extenditur,  extreml  valorea  ipsius  x  eidem  y  re- 
apondentes ,  qui  erunt  functiones  ipsius  y ,  invehentur  ,  sicque 
y  Z  9  a:  abibit  in  functionem  ipsius  y  tantum,  quae  per  3  y 
multiplicata    d^uo    Ha    integrari    debet,    ut    integrale    per    totum 
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intervallum  y  extendatur.  Utroque  scilicet  modo  integratio  per  ttf- 
tam  basin  est  extendenda,  eaderaque  praecepta  sunt  observanda, 
qnaliscunque  Z   fuerit  functio   ipsarura  x  et  y. 

§.  19.  Basi  ergo  data,  deterrainatio  iiitegrationum  per- 
inde  se  habet,  ac  si  quantitas  Z  esset  constans,  quaerereturque 
tantum  integrale  ff  3  ^  3  y ,  quo  area  basis  expriraitur.  Quare 
ad  praecepta,  quae  in  determinatione  hbrum  integralium  obser- 
vari  oportet,  stabilienda,  sufBciet  posuisse  ^  zz  1 ,  ut  ixitegrale 
duplicatum  ff  d  xdy  definiendum  sit ,  sive  autem  sumatur  x 
sive  t/,  extremi  valores  utriusque  determinabuntur  per  aequatio- 
nem  basis  figuram  exprimentem.  Scilicet  priori  integratione  per-  ^g.  7. 
acta,  ubi  punctum  Y  ubicunque  intra  termlnos  extremos  erat  as-  . 
sumtum,  tum  hoc  punctum  in  peripheriam  basis  transferatur^  quo 
pacto  o:  et  ^  fient  coordinatae  basis,  inter  quas  aequatio  datur^ 
ex  qua  deinceps  sive  y  per  x  sive  x  per  jr  determinabitur. 

\.  20.  Quae  quo  clarius  perspiciantur  ^  sumamus  basis 
figuram  esse,  circulum  ccatrum  in  G  et  radium  G  Q  habentem, 
ponamusque  CFzz/*,  FGnig^vet  GQmc,  erit  puncto  Y  in 
peripheriam  hujus  circuli  translato 

ccz=z{f^  xf  -4- (sr  T-  yy. 
Jam    ad    aream     hujus    circuli     investigandam    sit    primo    x    con- 
stans,    eritque    fdyznyr^C^    et   quia   y   habet   geminum  yalo- 
rem  in  nostra  basi 

yz=zg±yicc^lf^xy^, 
haec  hitegratio  ita  determinet^r ,    ut   integrale    eytnescat,    dum   ipsi 
y    minor   horum   valoram    g  —  )/  [c  c  --•  (/  —  a?)^]    tribuitUr ,    ita 
ut  sit 

/ay  —  y  .r-sf -f-/[cc  — (/ -^  a?y]. 

64» 
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Nunc  ergo  y  USique  ad  alterum  terminum 

extenso  erlt 

/ay  Z=  2 /[cc  —  (/- a;)*], 
quod  jam  per  d  x  muitiplicatum  et  integratum  praebet 

/dir/aynzC  — (/^— a?)/Ccc  — (/— ar)*] — cc  Arc.sin.—'. 

quod  ut  eranescat  posito 

X  znf  —  c,  fit  C  znc  c  Arc.  sit.  1  —  f  c  c. 
Porro  statuatur  xzzzf-^-  c^  et  ob 

c  c  Arc.  sin.'^"^*  zn  —  c  c  A  sin.  1  rz:  —  f  c  c, 
erit  area  quaesita  tota  ~%  cc  ^J  c  czn  tt  c  c,  uti  constat. 

§.  21.  Si  has  determinationes  accuratius  perpendamus, 
videmus  extreraos  valores  ipsius  x  ita  esse  comparatos,  ut  al- 
ter  sit  maximus,  siquidem  basis  tota  quadam  curva  ih  se  re* 
deunte  terminetur.  Hi  ergo  ambo  valores  reperientur ,  si  ae- 
quatio  naturam  basis  exprimens  differentietur ,  et  d  x  ziz  0  po- 
natur.  Quando  autem  basis  non  una  quadam  linea  curva  ter- 
Fig.  6.  minatur ,  sed  portione  quapiam  veluti  C  G  H  continetur,  cujus 
basis  C  H  sit  maxima,  tum  minor  termihus  ipsius  x  manifesto 
est  zz:  0 ,  major  autem  ipsi  C  H  aequalis :  eodemque  casu  ter- 
mini  applicatae  P  R  abscissae  C  P  zzzx  respondentis  sunt  alter 
—  0,  alter  veroznPR.  Quacunque  ergo  basi  proposita,  ejus 
figura  ante  probe  est  exanvinanda,  ipsiusque  termini  quaquaver- 
sus  explorandi,  quam  investigatio  areae  vel  cujusvis  alius  for- 
mulae  integralis  duplicatae  suscipi  queat:  definitis  autem  terminis 
quibus  area  continetur,  indc  determinationes  integrationum  sunt 
petendae. 
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§.  2  2.  His  de  integrationum  determinatione  expositis,  in- 
signes  maximeque  notatu  dignae  affectiones  hujusmodi  formularum 
integralium  duplicatarum  perpendi  merentur,  quae  in  earum  trans- 
formatidne  occurrunt.  Scilicet  quemadmodum  coordinatae  ejusdem 
curvae  infinitis  modis  sumi  possunt,  ita  hic  loco  binarum  varia* 
bilium  X  et  y^  binae  quaecunque  aliae  variabiles  in  computum  in- 
traduci  possunt,  sive  eae  pariter  sint  coordinatae,  sive  aliae  quan- 
titates  utcunque  definitae.  Ita  talis  transformatio  in  genere  ita 
concipi  potest,  ut  loco  x  et  y  fiinctiones  quaecunque  aliarum  dua* 
rum  variabilium  t  et  v  substituantur ,  hisque  in  aequationem  pro 
basi  datam  introductis,  simili  modo  limites  harupi  quantitatum  t  et 
V  quibus  figura  basis  terminatur,  definiri  poterunt.  Utcunque  au* 
tem  hae  substitutiones  sumantur,  tandem  post  duplicem  integrationem 
semper  eadem  quantitas  resultet»  necesse  est. 

§.23.  Si  loco  X  et  y  aliae  quaecunque  binae  coor* 
dinatae  orthogonales  introducantur  puta  ^  et  t;,  quod  fit  in  ge* 
nere  ponendo 

X  zzzf-^mt-^vy (i  —  mni)  ct 

y  :=:g  -l-*l/(l  ^mm)  —  mv^ 
manifestum^  est,    elementum    areae    basis,    quod   ante    erat   dxdy, 
nunc  per  d  td  v  exprimitur  debere.      Cum  autem  inde  sit 

d  a:  zz:  /n  3  i  -f-  3 1;  |/  ( 1  — ^  m  m)  et 

dy=zdi  /(1  '--mm)  -^  m^Vy 
minime    patet ,    quomodo    loco  d  x  ^  y   per   has    substitutiones    oriri 
possit  d^dv;    dum  potius  prodiret 

3a:55r  — m3<*/(l  —  mm)H-(l  -—^mm^dtdv 

—  m3i;*|/(l — mm')^ 

quae    autem    formula,    utcunque   ad    geminam   integrationem   adap- 
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tatur,  semper  in  maximos  errores  inducet.  Multo  minus  ergo  hinc 
colligere  licet,  si  loco  x  ei  y  aliae  functiones  ipsarum  t  tiv  substi-* 
tuantur,  cujusmodi  expressio  loco  dxdy  adhiberi  debeat/ 


§.24.  Ac  primo  quidem  observo  nullam  hic  esse  ra- 
tionem,  cur  expressio  loco  d  x  d  y  in  calcuium  introducenda 
ei  aequalis  esse  debeat;  quod  tum  demum  necesse  esset,  si  bi- 
nae  integrationes  eodem  modo  ut  ante  secundum  binas  varia- 
biles  instituerentur.  Cum  autem  nunc  aliae  variabiles  t  eX.  v 
adsint,  atque  altera  integratio  per  variabilitatem  ipsius  t^  altera 
ipsius  v^  sit  administranda ,  quae  operationes  a  praecedentibus 
plurimum  difFerunt;  formula  jam  loco  dxdy  introducenda -  non 
ex  aequalitate  aestimari,  sed  potius  ad  scopum,  qui  est  propo- 
situs ,  accommodari  debet.  Et  quoniam  jam  binas  integratio- 
nes  secundum  binas  variabiles  t  ci  v  distingui  oportet ,  mani- 
festum  est  formulam  loco  d  xd  y  adhibendam  necessario  pro* 
ducto  d  td  v  affectam  esse ,  et  hujusmodi  formam  Zd  td  v  ha- 
bere   debere. 


§.  2  5.  Quo  haec  certius  expediantur,  maneat  primo  x, 
et  loco  y  introducatur  alia  variabilis  u,  ita  ut  sit  y  functio 
quaecunque  ipsarum  x  et  u,  et  5  t/  zz:  P  3  o?  +  Q  3  i/,  Si  jam 
in  priori  integratione  x  constans  sumatur,  erit  utique  d  yzizQd  u^ 
hinc  //  d  xd  y:^/  d  x/Qd  u^  ita  ut  nunc  loco  formulae  dxdy 
habeatur  Q  3  x  3  u,  cujus  integrale  duplicatum  proinde  etiam 
hoc  modo  exprirai  poterit  /  d  u  /  Qd  x,  ubi  in  priori  integra- 
tione  /  Qd  X  quantitas  u  sumitm:  pro  constante.  Quodsi  nunc 
simili  modo  u  retineatur  et  loco  x  introducatur  functio  quae- 
cunque  ipsarum  ^  et  u ,  ui  sii  ^  x  :zzRd  t  ^  S  d  u^  in  tracta- 
tione  formulae  /  d  u  /  Qd  x  prior  integratio  yQ^x,  in  qua  u 
constans     statujtur,    abibit    in   hanc  /QRd^i  ita  ut  integrale  du- 
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plicatum  sit  /  d  u  /  QRd  t^  seu  promiscue  //  Q?d  td  u;  unde 
raanifestum  est  ob  has  ambas  substitutiones  loco  formulae  d  x  d  y 
hanc  QKd  t  d  u  tractari  debere. 


§.   2  6.      Introducamus    nunc   ^tatim    loco    x   et   y  has  duas 
novas    variabiles    ^  et  u,    per    quas  illae  ita  determinentur ,    ut  sit 

dxzizRdt-^Sdu  et  3j/iz:T3<-4-Vdu, 

unde  valore  ipsius  9  a:  in  forma  d  y  mP  d  x  ^  Q  d  u  substitu- 
to,  fit  5  y  iz:  P  R  3  *  +  (P  S  4-  Q)  a  u,    ita  ut  sit  P  Rzz:  T  et 

P    S  +   Q  =  V,    unde    fit  P  =  |  et  ^   -H  Q  iz:  V,    sicque 


QRzz VR  —  ST.  Quare  vi  harum  substitutionum  loco  d  xd  y 
uti  debemus  formula  (VR  —  ST)  at  aUj  quae  bis  integrata  ju- 
stis  abhibitis  determinationibus ,  aeque  aream  totius  basis  praebere 
debet,  atque  ipsa  formula  d  x  a  y  h\s  integrata.  Quod.  autem 
hic  pro  formula  areae  baseos  //Bxdy  est  ostensum,  locum  habet 
pro  quacunque  alia  formula  //^dxdy^  quippe  quae  per  easdem 
substitjitiones  transformatur  in  hanc  //Z(VR  — ST)  dt  du,  dum- 
modo  in  Z  ioco  x  et  y  assumti  valores  substituantur.  Pari  enim 
mpdo  binas  integrationes  ex  figura  basis  determinari  oportet. 

§.2  7    .  Quod.  si  ergo   ponatur 

dxizzRdt^Sdu  et  d  y  z=:T.d  t  ^Y  d  u, 

loco  d  X  ^  y  consequimur  (RV— ST)  d  t  d  u^  quae  formula 
plurimum  differt  ab  ea,  cui  productum  d  x  d  y  revera  est  ae- 
quale;  etiamsi  cnim  termini  per  d  t^  et  d  u^  affecti;  utpote  ad 
duplicem  integrationem  inepti,  rejiciantur  tamen  quod  restat  (RV-hST) 
d  t  d  u  ratione  signi  a  vera  formula  discrepat.  Verum  hlc  non 
leve  dubium  exoritur  quod  cum  coordinatae  x  et  y  pari  passu 
ambulent,    nostra    formula    potius    differentiam    R  V  —  S  T    quam 
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inversam  S  T  —  R  V  complectatur :  qtiod  dubium  eo  magis  au- 
getur,  quod  si  superius  ratiocinium  respectu  x  et  y  invertisser 
mus  eacdem  substitutiones  nos  revera  ad  formulam  (S  T  -^  R  V) 
d  t  d  u  perduxissent.  Sed  quia  totum  discrimen  tantum  in  signo 
versatur,  alteraque  formula  alterius  est  negativa,  hinc  determinatio 
absoluta  areae  basis,  quippe  cujus  quantitas  absoluta  quaeritur,  nul- 
lam  mutationem   realem    patitur. 

§.  2  8.  Haec  autem  magis  fient  perspicua,  si  modum 
Fig.  7.  quo  supra  (20)  ad  aream  EQHR  invemendam  usi  sumus  at- 
tentius  consideremus.  Primum  scilicet  ex  integratione  formulae  ' 
//  d  xdy  deduximus  hanc  aream  ziz  /  d  X  (F  R  —  P  Q),  ubi 
quidem  P  Q  a  P  R  Gubtraximus »  quia  manifesto  erat  P  R  5>  P  Q, 
sed  in  ipso  eaiculo  nulla  cohtinetur  ratio,  quae  praecipiat  ^  ut 
potius  PQ  a  PR  quam  vicissim  PR  a  PQ  aubtrahamus,  sic- 
que  non  adversante  calculo  potuissemus  aequo  jure  eandem  aream 
per  /  d  X  (P  Q  —  P  R)  expriraerc,  quo  pacto  ea  negativa  sed 
priori  aequalis  proditura  fuisset.  Ex  quo  perspicuum  est  signum 
-f-  vel  •— •  non  quantitatem  areae ,  quae  quaeritur ,  afficere ,  -  et 
calculum  pari  jure  ad  utrumque  perducere  posse.  Quam  ob  cau- 
sam  superius  dubium  ita  diluetur ,  ut  dicamus  aream  quaesitam  ita 
exprimi  debere,  ut  sit 

zz:  ± // a  <a  u  (R  V  — .  S  T), 

et  ut  area  positive  expressa  prodeat,  quovis  casu  eo  signo  uten- 
dum   esse,  quo  hh  (R  V  —  S  T)   reddatur  quantitas  positivai. 

§.  2  9.  Hinc  ctiam  dubia  ,  quae  forte  .  orlri  possent 
circa  inventionem  areae  curvarum ,  quarum  partes  utrinque  ad 
axem  sunt  dispositae,  et  quibus  tyrones  saepe  non  parum  tur- 
bari    solent ,     facile     resolvuntur.        Si     enim     curvae     Q  A  R     ad 
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axem  A-  P  r<4&tae.  area  tota  Q  A  R  abscissae  A  P  =  x  respon*  Fi|.  s. 
dens  definiri  debeat,  ejusque  partes  A  P  Q  et  A  P  R  seorsim 
considerentur ,  certum  est  si  altera  A  P  Q  affirmatlve  spectetur 
ut  sit  z^  -j-  Q,  alteram  A  P  R  negative  cbacipi  debere,  ut  sit 
zr:  —  R.  Neque  tamen  hinc  sequitur ,  aream  totam  Q  A  R 
fore  zz  Q  —  R ,  quippe  quae  evanesceret ,  sl  ambae  partes 
A  P  Q  et  A  P  R  es^ent  aequales ;  sed  perinde  ac  si  ambo  puii- 
cta  Q  et  R  ad  eandem  axis  partem  sita  essent,  area  perpetuo 
est  =  H^  /  3  a;  (P  R  —  PQ)»  unde  ob/PQ.da;  =  Qet 
/PR.Dxrz— R,  fit  totft  «■easir^CQ-f-R),  oti  rei  na- 
tura  postulat.  u   '  .  ,  •     ; 


§.  3  0.  Ope  autem  talium  substitutionum ,  qulbus  loco 
blnarum  variabilium  x  et  y  binae  quaecunque  aliae  introducantur 
t  et  u;  saepenumero  integrationes  plurimum  subilevari  facilioresque 
reddi  possunt,  et  quovis  casu  haud  difficile  eat  substitutiones  ma-  ^'t- 
xime  idoneas  reperire.  •  Veluli  si  ««9 ..circuli  E  Q  H  R  ad  axem 
CP  rela^  definiri  di^t^eat,  ubi  ob  CF=:/,  FG=:^,  G  Q  ;=:  c, 
erat  cc^zzC/ — x)'^ -^  (g  ^  0^ ^  ponl  convoniet 

ut  fiat  t  t  —  cc  et  (  —  c.     Tun^  yerp  ob 

_.  —  dt  tudu  ' 

yCl  ^-uu)T>  J' 

,.  ,>-  <1  -t^p  - 

_  —  u^t     .       ■  t-d-u   —  ,  ,       •     . 

"       i/d-t-uu)        ■  "  I'     ■ 

'       ,  (i-H««)' 

loco  3x3  y  pti' J;  2t.  adiplSiiiiitar '"'■'■-'-       •'       ' 

,  Vol.  IV.         .,.,   ^  ,,,       ,,     ,,.  ,,^   ,,  „ 6«„    . 
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cujus  duplex  integrale  ita  exprlinatur  y  ^    ,    ^  ^  f  t  ^  t.      Jam    ve- 

ro  est  /  td  t  nzitt  ziz^c  c^  et  area  tota  erit  i^^fjzfrj^t  dum 
ipsi  u  omnes  valores  possibiles  tribuuntur,  quandoquidem  u  non 
amplius  aequationem   pro  basi  afEciebat. 

§.  31  Quo  hunc^  usum  clarius  explicemus,  considere- 
mus  iterum  sphaeram  centrum  C  ct  radhim  .  C  A  iz:  a  haben- 
tem ,  cujus  portio  basi  circulari  perpendicularitcr  insistens  quaeri 
debeat.  Quia  radium  C  A  per  ccntrum  cujus  circuli  G  ducere 
licet,  sit  FG=zgzz:o;  ut  fiat  cc'±i(/.-f-a:)*-f-«/yi  et  solidum 
quaesitum 

^f/dxdy/iaa  —  a:  a;  —  yy); 
statuatur  jam 


■  ^  '  .     .  i    .   .  . 

tu 


f  »•> 


ui  fiat  xx^yyznLjt^  ct  ^ 

yCaa^xx* — yt/)n:y^(ttti — tty^ 
et  pro    dxdy   prodeat  f|c|^i    ita    ut    sfoliditas    quacsita    ita  ex- 

priraatur  //  —    i  ^  ^  „  —      i     quae    integrationes    determinari    de- 
bebunt  cx   aequatione  hinc   pro  figura  basis  briunda 

unde   fit         * 

YCl  l/(l+tttt)  ' 

vel /(1  +  w  w)  =:37--^^^^-  ' 

§.    3  2.      Consideretur    primo    t    ut    constans ,    fietque    in- 
tegrale 

zn  /  td  t\^  (ja  a,^  t  ty^hxo.  tang.  m, 

ubi    constantem    adjici   non    est  necesse,    quia   evanescente  u  simul 
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y  evanescit,  quacramus  emm  prinjo  solidum  semicirculo  insistens. 
At    integrall    hoc    primo    extenso    ad    terminum  extiemum,    ob  Arc. 

tang.   w  iz:  Arc.  cos.  y^jqT^j ,  fit  id 

f  tdtyXaa  —  14}.  Arc.  cos.  ^-^^^^^jr^y 

cujus  ihtegrationis  limites  s^nt  <~/'— -^  et  t  zi:,f  -{-  c.  Si 
non  solrditatem  hujus  po^tioni^  sphaerae,  sed  ejus  superficiem  basi 
quasi  imminentem  definire  voluisseoius ,  perventuri  fuissemus  ad 
faanc   formulam 


>  <    »    ! 


/•      'at9t       .        ^_  ff-ee  +  tt 

at  operae  pretium,  non '  videtur  ejus  integrationem  fusius  pro- 
sequi.  ■     ( 

§.  33.  Methodus  autem  hujusraodi  formulas  integra- 
les  duplicatas  tractandi  haud  parum  illustrabitur ,  si  eam  ad  pro- 
blema  illud  quondam  famosum  Florentinuni  accommodemus ,  quo  in 
superficie  sphaerica  portio  geometrice  assignabilis  requirebatur ,  cu- 
jus  superficies  algebraice  exjprimi  possit.  Immineat  talis  sphaerae 
portio  curvae  G  R  H,  cujus  propterea  figura  est  detenqinanda :  in  qua  ^*«*  ^- 
si    ponatur  C  P  m  x,     l^  R  nr  y,   ^perficies    sphaerae    imminens 

hac  formula  integrali  dupUcata  exprimitur  //  V  (a  a  —  x  x  —  y  y)  * 
Jam  nulla  substitutione  adhibita ,  si  primo  x  pro  ^  constante  habea* 
tur,  prodibit 

fadx  Arc.  sih.  -n — ~ — > » 

qua  portio  sphaerae  aream  indefinitam  C  P  R  G  tegens  expri- 
mitur;  et  quaestio  nunc  huc  redit^  ut  ejusmodi  aequatio  alge- 
braica  inter  x  et  ^  aBsignetur ,  unde  pro  tota  area  C  H  R  G 
portio  superfi«iei  sphQericae  .  ei  reipondentis  fiat  tilgebraice  as» 
signabilis. 

86* 
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•  * 

L    3  4.      Ponaraus    br6vitatis  '^iratia    -r^ — ^       [^zzv.    ut 

sit  y  ^  V  y  (a  a  —  x  x),  ac  posito  x  zz  0  iSat  v  znn:  quo- 
niam  superius  integrale  evanescere  debet  posito  x  rz:  0,  Erit 
ergo  superficies  sphaerica  aream  indefinkam  C  F  R  G   tegens 

z:z  a  X  Arc,  6in.  t; -- a/^r^^^l^ 

sumto    hoc    intdgrali    ka    ut    etancscat    pioaiifo    x  iz:  0.      Stetuatur 

nunc  ^         <     ^  '^ 

/^77T~-^  =/ Arc.  sin.  v  —  aY, 

denotante  Y  functionem  quamcunqne  algabraicam  tpsius  v^  quae 
abeat  in  N  poeiLo  xrpiO,  ecitque  sajperficies'  nostra    ; 

izi  ax  Arc.  sin.  v  r —  a/Arc.  sin.  v-^a  a  V  -+-/a  Arc.  sin.  n  —  a  a  N, 
atque  x  per  i;  ita  determinabitur ,  ut  sit 

sit  jam  CHzizb^  ac  ppnatur  xzzzh^  qiio  ca«u  fiat  vzizm  ei 
V  bz:M,  et  cum  superficics  proposita  sit 

ah  Arc.  sln.  m  —  a/Arc.  sin.  m  -t-aalVI  --|-a/Arc.  sin.  ri  —  aaN , 
ea   algebraica  esse  nequitnisi  sit 

h  Arc,  sin.  m  —  /Arc.  sin.  m  -|-/Arc.  sin.  n  ~  0. 


§.  3  5.  Hic  igitur  primo  arcua  quorum  sinus  sunt  m  et 
71  inter  se  commensurabilcs  reddi  debent,  nisi  forte  sit  ?i  n:  0,  quo 
casu  sufficit  fieri  h  ziLf.  Quod  etsi  facile  infinitis  modis  praestari 
potest,  tamen  hoc  problema  multo  facilius  adhibendis  substitutioni* 
bus  a^te  expositis  ^rcsolvetur.     Ponatur  ergo 

^  —  /(i-Huii>  ^^  y  —  y(i+tttt)» 

ut    fiat^  ,a?x-4-i/j(  — ^^»    et    pro   3x3y   prodeat  •j^lT^»    ^*^"^ 
superficies     portionis     sphaericae     hac     formula    integrali     duplicatfe 

exprimetut  //  /^  ^  ^l  v\aa—tt\'      Sumatm*   primo    u  constans 
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erit  ea 


/iT^C*"->^(««-<0], 


quac  jam  facile  absolute  intcgrabilis  rcddi  potcst:  ponatur  cnim 
acqualis  functioni  algebraicae  cuicunque  ipsius  u ,  quae  sit  zz:  V, 
critquc 

ct  portio  supcrficici  sphacricae  adeo  indcfinita  crit  =:  V,  ubi 
pro  V  functioncm   algcbraicam   quamcunque   ipsius  u  accipcre  licct. 

§.36.     Sittipltcissimsitf    sofetiones    dedttcentnr    ex    hac  hy- 
pbtfiesi  Vn:'<g±:|^,   unde  fit 

^v  ^        gu^ P       ^ 

a^u  (i^uuy^^ 

hincque 

Ponatur  ^=0^  et  cun^,  per  snbstitutiones  sU 

tt  =  4,  et«=ir  y  («  a?-f-gr  ^), 
erit  prb  ourva '  quaitsititt'         >i     - 

et  pro  supcrficie 

Hin6  caisus  simplicissimus  oritur,  poncndo  (3  =:  0  ct  a  zn  a, 
undc  prodit  a  a  x  x  —  (x  x  -f-  y  j/)^zz  a,  sen  yyz=z  ax  —  x  x; 
ita    ut    curva    G  R  H  sit    circulus    diamctro    A  C    descriptus,    ct 

^  '^Tlji^SWTo^  Iil&Hti '  alii  «ircolr  diameanto  zd:  a  btbcntcs  ac 
pcr  cchtnim  «pliacrate  4aratostftftft6a  r*!^^  ^it 

(3±S/(atf^(icflt>, 
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unde  fit 

a  X  -\-y  y  (aa  —-  aa)=:a:x  -+-2/  y  et 

ubi  notandum  est,  quantitatem  V  pro  natura  jei  constantem  quan- 
dam  assumere. 

§.  37.  Concipiatur  ergo  octans  sphaerae  super  quadrante 
A  C  B  extractus,  cujus  radius  C  A  zn  a,  qm  simul  sit  diameter 
Y\a,  g,  semicirculi  CRA,  in  quo  si  ducatur  corda  quaecunque  C  R,  et 
perpendiculum  RP,  ut  sit  CP~:x  et  PRzny,  crit  CR:=:<i  et 
u  erJt  tangens  anguli  A  C  R.  Quoniam  igitur  posuimus  6=20, 
prius  integrale,  quo  u  erat  constans ,  esi  ^Caa  —  1 1)^  quod  cum 
cvanescat  si  fzzia,  evidens  est,  id  non  per  cordam  CRznt  sed 
per    ejus    complementum    R   S    extendi.      Hinc    repetita    integratio 

/  i^j^^  y  (cLa  —  tt)  eam   sphaericae   superficiei  portionem  expri- 

mit,  quae  trilineo  RVAS  imminet,  quae  crgo  ob 

integrali  scilicet  ita  surato,  ut  evanescat  cum  angulo  ACR.  Quare 
ob  y  /^  .  ^^)  — '  cos.  ACR,  ducto  perpendiculo  S  T,  erit  illa  su- 
perficies 

z=a<ia  —  C  T)  zz:  C  A  .  A  T  zz  A  V^ 
ducta    corda    A  V.      Consequenter    portio    superficiei    sphaerae  spatio 

C  E  R  A  S  B  inter  quadrantem  et  semicirculo  intercepto  imrainens, 
aequatur  quadrato  radii  sphaerae. 


§.  38.  Contemplemur  autem  adhuc  ejusmodi  casura, 
quo  prima  integratio  evanescat  posito  i  zn  0 ,  seu  sit  6  zz  a, 
ac   ponatur  V  ziz  i  a  a  u^    quae    expressio  simul  superficiem  quae- 
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sltam  praebet.     Erlt  ergo 

a  —  y^!^^  —  t  t)  —  ia(^i  H-  M  m)  et  f5§  lo. 

]/(aa  —  ii)iz:ia(l  — uu)^ 

ita  ut  slt 

tzizla^ (ji  -^^  2  uu  —  u*)  seu 

*  —  Ja  /(l  -f:  w  u)  (3  -T-  u  w), 
ubi    est  C  Ri=:£,    et    u    denotat   tangentem   anguli    A  C  R.      £x 
hac  aequatione  patet,  si  sit  u— 0,   fore   <  ±z     ^    ;    scilicet   curva 

quaesita    radio    A  C    ita    in    E  occurrit,    ut    sit  C   E  r~  C  A  .  —-^ 

eique  perpendiculariter  insistit.  Tum  si  angulus'  A  C  R  augea- 
tur  ad  semirectum  ACF,  uf  fiat  u  zz:  1 ,  erit  tziia\  hocque 
casu  curva  per  ip^um  punctum  F  transit,  ibique  quadrantem  os* 
culabitur;  ac  simul  distantia  t  fit  maxima.  Dehinc  curva  in- 
trorsum  reflectitur,  et  t  evanescit  si  uzzv^S:  hoc  est,  curva 
centro  C  ita  imtnergitur,  ut  ejus  tangens  in  C  cum  radio  C  A  faciat 
angulum   60^. 

§.  3S.  Tota  ergo  burva  in  quadrante  descripta  figu* 
ram  habebit  E  R  F  G  C,  et  ducta  in  ea  ex  C  recta  utcunque 
C  R,  angulique  ECR  tangens  sitizzu,  tum  portio  superficiei 
sphaericae  sectori  £  C  R  imminens  algebraice  poterit  assignari, 
eritque  ea  zz  ^  a  a  u.  Quare  si  C  R  ad  occursum  cum  tan- 
gente  A  T  producatur,  ob  ^  Tzziau,  ea  portio  praecise*  ae- 
quabitur  triangulo  C  A  T :  et  portio  Jmmiaens  sectori  E  C  F 
eritzzzjaa,  si  autem  angulus  C  C  R  major  semirecAo  sum^tur,  ut 
sit  u  ^,  1 ,  quia  tum 

}/(aa  —  </)zi: }/(aa  —  xx  — j/y),  ' 

quae  esl  elevatio  auperficiei  spfaaericaie  siipra  qliadrantem ,  fit  ne- 
gativa,  superficies  in  inferiori  octante  capi  debet.  Quodsi  hu- 
jus   curvae   aequationem    inter    coordinatas    C  P  zn  x   et   P  Rzz^ 
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desideremus,  ob 

habebimus 

quac  divisa  per  xx  +  yy  praebet 


4x*— 3aaxx  —  ciayy^    seu  yyzzLixx 


'-^  aa 


\.    40.     Hanc    solutionem    reddere    possumus    generaliorem 
ponendo  V— aftw,  fietque 

a  —  Y (a  a  —  t  t)zzLb(^i  -)-  um),  hinc    • 

|/(  aa  —  ii)n:a  —  b  —  6wu,  ergo 

tt  —  2ab  —  6  6  +  2  Ca  —  ftVA  u  u  —  6  6  u* 

z:i(l  -f- u  u)  (2  a6  —  6  6 — ;6fruu). 

Qua  ad  coordinatas    orthogonales    translata,    divisio    per  xx^yy 

iterum  succedet,  fietque 

X*  —  (2  a 6  —  6  6)  X  X  —  bbyy  seu 

2/ =  ^  /  (2  a  6  —  6  6  —  X  x), 

ac  portio  superficiei  sphaericae  sectori  ECR  hujus  curvae  im- 
minens  erit  zn  —^  zz:  b  .  AT:  quae  expressio  locum  habet,  quamdiu 

u  u  <^  ^  ~    ;  hoc  est  doncc  anguli  E  C  R  tangens  fiat  —Z  }/    — p-j 

ubi  fit  t:zza.  Tum  vero  angulo  E  C  R  ultra  aucto,  perpendi- 
culares  super  curva  etectae  ad  hemisphaerium  inferius  prbtendi 
debent,  quo  casu  superficies  eo  magis  augetur.  Si  ergo  sit  ftzna, 
quia  )/  (aa  —  1 1)  ubique  fit  quaHtitas  negativa,  quantit^s  6.  AT 
portionem  superficiei  sphaericae  ad  inferius  hemisphaerium  continua- 
tae  cxprimit. 
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.   §•  41.      Sit  adhuc  6  =  a,  ac  ponatur 

—  y(i+ttu)      «'"'> 

ut  superficies  assignanda  evanescat  posito  u  z=:  0 ,  eritquc 


ubi   notandum    est,    si   haec    expressio   fiat   negatlya,    ibi   in   hemi- 
sphaerium  inferius  descendi.     £x  his  autem  prodit 

jr_  ^^ 2(P  — ott)  _  (p  —  auy 

aa  *~  i/(l+tttt)  l-+-tttt 

Quare  evanescente  angulo  £  C  R ,  cujus  tangens  rz  u ,  erit 

j-^  =:  2  (3  —  (3  /3,  at  si  uzzz^,  evanescit  t. 

Fro   altera   parte    axis    C  A   fit  it  negatiyum ,    ac   posito  uziz  ^  v 
habetur  superficies  negative  expressa 

^  —  a<r(a— p  v) 2  . 

"^  V(i+i;"i)         ^  ^  » 
et  curva  hac  definietur  aequatione 

t  t g(P  +  tt*u) (P+ocv)* 

«  o  *"*  y  (1  +  vi;)  i  + 1; «p    * 

unde  posito  v  infinito  prodit  —  ziz  2  a  — «a;     ubi   recta   C  R 
fit  in  curvam  normalis,  quod  etiam  evenit,  ubi 

t;=i|-  et  ^  =  2/(aa  +  (30-ait-p(3. 
Quare  ne  fiat  t  imaginarium,  oportet  sit  y  (^  ct  +P  P)  <^  2. 

§.  42.     Consideremus  casum  quo 

ut  sit  superficies 

V  =  "<» (7i  - 7T(i^)  " 

^  IJ g(l-+-tt)  (1-4- u)' 

«  «  y  2  (1-1-tttt)  "^  3  (1  -+-  tt  tt)  ' 

Vol.  IV.  56 
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ubi  patet  si  u  ~  —  1   fore  <  :z:  0 ;    tum  vero  ut  sequitur 
si  u— 0,  u— 1,  M  — 7,  uzzzoo, 

erit  t=zaY'-^'f:^.   t  =.  a,   <  =  a/^,   i=a|/i^=:i, 

ubi  notandum ,  casibus  uzzz  i  et  m  m  co  rectam  C  R  fore  in  cur- 
vam  normalem.  In  hoc  ergo  quadrante  cunra  nostra  fere  cum 
quadrante  confunditur,  cum  ubique  sit  proxime  s  —  ai  cui  portio 
superficiei  sphaericae  imminens  erit  z=z  aa}/2,  quae  deficit  a  super- 
ficie  totius  octantis,  quae  est  laa^  parte  satis  parva  aa(f — y^2)— 0, 
1  6  6  5  8  a  a,.  Ad  alteram  axis  C  A  partem  haec  curva  in  centrum 
incidit,  ubi  tangens  cum  CA  ftBiciet  anguhnn  semire<:tum. 


§•    43.     Verum    sohitio    §.35.    data  multo  n^gis  arapli- 
ficari    potest,    cum    enim    «uperficies  sphaerae  assigoasida  hac  for- 

mula  exprimatur  /  -^^^  f  ^(J^L^y  ^'  "  '«^^rationc/^  J|^j 
quantitas  u  ut  constans  con^ideretur ,  integrale  ita  exhiberi  poterit 
U  —  y  Qia  —  <  <) ,  denotante  U  functionem  quamcunque  ipsiusf  u ; 
quae   formula,  quoniam  evanescit  si 

y{aa  —  tt)  —  \5  et  f  i=z /(a  a  — U  U), 

ab  hoc  termino  quantitas  t  ulterius  protendi  est  concipienda.  Deno- 
tet  jam  Y  aliam  quamcunque  functionem  ipsius  u,  quae  abeat  in 
C   posito  u  ~  0 ,  ac  ponatur  superficies 

eritquc  hinc 

U-/(aa-/0='-^t-"-^. 

ideoque 

y  (^aa  —  tt)z=lV—-'^ \ 

unde   altcr   terminus  ipsius  t  definitur. 
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§.  44.  Hinc  igitur  solutio  problematis  Florentini  ita  ge« 
neralissime  adornabitur.  Constituto  quadrante  circuli  A  C  B,  cui  pjg.  n. 
octans  sphaerae  insistat,  radio  C  A  existente  zzz  a,  ductoque  radio 
quocunque  C  S,  vocetur  anguli  A  C  S  tangens  —  u;  tura  prirao 
curva  E  Q  G  ita  construatur ,  ut  sit  C  Q  ~  )/  (a  a  —  U  U) ,  et 
perpendiculum  ex  Q  ad  sphaericam  usque  superficiem  erectura 
QMzziU,  denotante  U  function,era  quamcunque  algebraicara  ipsius  u. 
Si  uzrzQ  abeat  C  Q  in  C  E,  et  Q  M  in  E  L  Deinde  ali^  do- 
scribatur  curva  F  R  H ,  ut  sit 

et  perpendiculum  ex  R  ad  sphaeram  usque  perUngens 

denotante  V  aliara  quaracunque  functionera  algebraicara  ipsius  u, 
quae  abeat  in  C  si  zi  zzz  0 ;  quo  casu  siraul  C  E  in  C  F  et  R  N 
in  F  K  abeat.  Jam  his  duabus  curvis  constructis ,  portio  superficiei 
sphaericae  areae  EQRF  imrainens  et  intra  tejfrainos  I,  K,  M,  N 
contenta,  algebraice  exprimetur,  erltque  eazzia(V  — C). 

§•  45.  Haec  de  natura  formularum  integralium  dupli- 
catarum  comraentandi  occasionera  praebuit  probleraa  aeque  ele- 
gans  atque  utile  in  analysi,  si  quidem  ejus  solutionera  evolvere 
liceret.  Quaerebatur  scilicet  inter  orania  corpora  ejusdera  so- 
liditatis  id ,  quod  minima  superficie  contineretur :  quod  quidem 
ad  ternas  .coordinatas  orthogonales  x,  y  et  z  relatura,  posito^ 
d  ^^P  d  X  ^q  d  y  ita  analytice  expriraitur ,  ut  inter  oranes 
relationes  harura  triura  variabiliura»  quae  eandera  qtiantitatera  hu- 
jus  formulae  integralis  duplicatae  // zd  xd  y  contineant,  ea  de- 
finiatur,  cui  minima  quantitas  hujus  yy  d^^y  "/(t -Hpp  +  7  7) 
respondeat.      Quod  problema    si    per    theoriam   variationum   aggre* 

66» 


444  SUPPLEMENTUM  VI. 

diamur,  cffici  oportebit  ut  fiat 

ita  ut  totum  negotium  ad  yariationes  hujusmodi  formularum  integra* 
lium  duplicatarum  indagandas  reducatur. 

§•  46.  Quoniam  utraque  formula  duplicem  integrationem 
exigit,  si  in  priori  x  pro  constante  habeatur,  nostra  aequatio  ita 
repraesentabitur 

aS/'dxfdyY(i-\-pp-[-qq)=zSfdxfzdy. 

Yerum  hic  probe  animadvertendum  est,  postquam  integralia     ^ 

/5y/(i  -hpp-\-qqy  ^t  f^^u 

fuerint  inventa,  tum  variabilem  y  non  amplius  indefinitam  seu 
ab  X  non  pendentem  relinqui,  quin  potius  pro  y  certam  func- 
tionem  ipsius  x,  quam  figura  corpotis  exigit,  substitui  oporte* 
re,  ita  ut  in  secunda  integratione  quantitas  y  non  ut  constans 
seu  ab  x  non  pendens  spectari  queat.  Quia  autem  ob  figuram 
corporis  etiamnunc  incognitam  ista  functio  non  constat,  neutiquam 
apparet,  quomodo  variationes  istiusmodi  formularum  duplicatarum 
ideterminari  debeant. 

f.  4  7.  Ipsa  vero  hujus  quaestionis  natura  alias  prae- 
terea  determinationes  requirere  videtur ,  quarum  ratio  in  sohi- 
^'^  '^*  tione  haberi  debeat.  Nam  quemadmodum  si  curva  quaeritur,  quae 
inter  omnes  alias  eandem  aream  includentes  brevissimo  arcu  con- 
tineatur^  non  solum  basis  AP  sed  etiam  duo  puncta  B  et  M,  per 
quae  curva  transeat,  praescribi  solent,  ita  etiam  in  nostro  pro- 
blemate  non  modo  basis,  cui  corpus  tanquam  columna  insistat  pro 
cognita  assumi  debere  videtur,  sed  eti^im  ipsi  extremi  termini  su- 
perficiei  quaesitae.  Quodsi  enim  hae  res  non  praescribantur  om- 
nes,    ne    quaestioni    quidem    certae    locus    reiinquitur:    nam   etiamsi 
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basis  praescriberetur ,  termini  vero  supremi  superficiei  arbitrio  no* 
stro  relinquerentur,  manifestum  est,  quo  altior  fuerit  columna,  eo 
magls  soliditatem  auctum  iri  eadem  manente  superficie  suprema; 
quandoquidem  superficies  laterum  non  in  computum  ducitur.  Multo 
minus  autem  problema  sine  basis  praescriptione  ullam  vim  retine- 
ret,  quoniam  basi  coarctanda  quantumvis  magna  soliditas  cum  mi- 
nima  superficie  posset  esse  conjuncta. 
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SUPPLEMENTUM    VH. 

AD  TOM.  L  SECT,  II.  CAP.  V. 

DE 

/ 

COMPAR ATIONE  aUANTlTATUM  TR ANSCENDEN. 

TIUM  IN  FORM A / v^.^/bIVcx,) 

CONTENTARUM. 


Flenlor    explicatio    circa  comparationem   quantitatum   in  formula  in- 

; ,,  . T — TT  contentarum ,  denotante  Z  functio- 

nem    quamcunque   rationalem    ipsius  z  z.     Acta  Acadendae 
Scientiar.  Petropolitanae.   Tom.  V.  Pars  11.  Pag.  3 — 22. 

§.  1.  Etsi  hoc  argumentum  jam  saepius  tractavi  atque 
Illustrissimus  La  Grange  plures  egregias  observationes  super  hu- 
jusmodi  formulis  cum  publico  communicavit :  id  tamen  neutiquam 
adhuc  satis  exploratum,  multo  minus  exhaustum  est  censendum, 
sed  plurima  adhuc  maxime  abscondita  involvere  videtur,  quae  pro- 
fundissimam  indagationem  requirunt  atque  insignia  incrementa  Ana- 
Ijseos  pollicentur.  Imprimis  autem  ipsae  operationes  analyticae, 
quae  me  primum  ad  hanc  investigationem  pcrduxerunt,  ita  sunt 
comparatae,  ut  non  nisi  per  plures  ambages  totum  negotium  con- 
ficiant,  unde  merito  etiamnunc  methodus  directa  ad  easdem  com- 
parationes  perducens  maxime  est  desideranda.  Praeterea  vero  uni- 
versa   haec    investigatio    multo    latius  patet,    quam  eas  formulas  in- 
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tegrales,  quas  primo  sum  contemplatus ,  ubi  pro  littera  Z  tantum 
vel  quantitatem  constantem  vel  functionem  integram  ipsius  zz  hu- 
jus  formae  F-+-Gzz-f-Hz*  -f-Iz^-^Kz^  ctc.  assumsi,  quibus 
casibus  ostendi^  propositis  duabus  quibuscunque  quantitatibus  hujus 
generis,  seraper-  tertiam  ejusdera  generis  inreniri  posse,  quae  a 
suraraa  illarum  discrepet  quantitate  algebraica,  quae  quidem  evanes* 
cat  casu  quo  Z  eSt  tantum  quantitas  constans. 


§.  2.  Nunc  autcra  observavi,  easdera  coraparationes  in- 
stitui  posse,  si  pro  Z  accipiatur  functlo  quaecunque  rationalis  ip- 
sius  z  z  j  quae  scilicet  habeat  hujusraodi  formam 

F  4- G  «  »  H- H  a5*-+-I«« -4- K  «• -f- tftc. 


ubi  quidem  hoc  discriraen  occurrit,  quod  difFerentia  inter  sura- 
raara  duarum  hujusmodi  forraularum  et  tertiam  forraulam  ejus* 
dem  generis  inyeniendara  non  araplius  sit  quantitas  algebraica^  ve- 
rurataraen  per  logarithraos  et  arcus  circulares  seraper  exhiberi  pos* 
sit;  ita  ut  nunc  ista  investigatio  multo  latius  pateat,  quam  eam 
adhuc  erara  complexus.  Atque  hinc  fortasse,  si  oranes  operationes, 
quae  ad  hunc  scopum  manuducunt,  debita  attentione  perpendan- 
tur,  faciliorera  viam  apperire  poterunt  ad  methodura  directam  per- 
veniendi,  totumque  hoc  itrgumentuqa  maxime  abstrusum  feliciori  sue- 
cessu^  perscrutaodi. 

§.    3.     Quo    autem    haec    oinnia    clarius    perspici    queant, 
denotet  iste  character  11:  z  eam  quaiititatem  transcendentera ,    quae 

ex    integratione    fprraulae    propositae   /  y  n^ —  ^^.    nascitur, 

dura  integrale  ita  capi  assuraltur ,  ut  evanescat  posito  z  =:  0 ; 
unde  statira  manifestum  est,  fore  quoque  11 :  0  n:  0.  Deinde  cum 
Z  involvat  tantum  pares  potestates  ipsius  z,  cujusmodi  etiara  in 
forraula    radicali    insunt,    evidens    est,    si    loco    z  scribatur   —   z^ 
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tum  valorem  quoque  istius  formulae  integralis  ideoque  etiam  cha- 
racteris  Hiz  in  sui  negativum  abire,  ita  ut  sit  EE :  ( — 2;)— — 11:  z. 
His  praenotatis  si  proponantur  duae  quaecunque  hujusmodi  quan- 
titates  n  :  p  et  EE  :  7 ,  semper  invenire  licet  tertiara  quantitatem 
•ejusdem  generis  11 :  r,  quae  a  summa  iUarum  formularum  n:;>-+-II:7 
differat  quantitate  vel  algebraica  vel  saltem  per  logarithmos  et  ar- 
cus  circulares  assignabili.  Regula  vero,  qua  ex  datis  litteris  peiq 
tertia  r  elicitur,  semper  manet  eadem,  quaecunque  functio  per  lit- 
teram  Z  designetur :  semper  enim  erit 

i-^nppqq 

Hinc  autem  pro  sequentibus  combinationibus  observasse  juvabit, 
fore  -  ■ 

]/(l-|-mrr  +  nr^)rz: 

jmpq  •{- IV (i  -^ mp p  +  np^)']  jV  (i+mqq-^nq*)'}  ii-^nppqq^+anpqipp  +  qq) 

{i—nppqq)^ 

§.  4.  Non  soIu;n  autem  haec  iuvestigatio  adstringitur  ad 
hujusmodi  formulas  TI:p  et  JJiq  pro  arbitrio  accipiendas,  sed 
adeo  ad  quotcunque  formulas  datas  potest  extendi,  ita  ut,  quotcun- 
que  hujusmodi  formulae  fuerint  propositae,  scilicet 

n:/-4-n:5r  -f-II:  A  -f-n  :i  +n:*-4^etc. 

semper  nova  hujusmodi  formula  n  :  r  assignari  possit,  quae  ab 
illarum  summa  discrepet  quantitate  vel  algebraica  vel  saltem  per 
logarithmos  et  arcus  circulares  assignabili.  Quin  etiam  formulas 
illas,  quas  tanquam  datas  spectavimus,  ita  deilnire  licebit,  ut  dis* 
crimen  illud,  sive  algebraicum  sive  a  logarithmis  arcubusque  cir- 
cularibus  pendens,  prorsus  evanescat,    ita  ut  futuriim  sit 

n:r  —  n:/-hn:sr4^n:/i  +  n:i-hn:*  +  etc. 
Atque    haec    fere    sunt,    ad    quae    hanc    investigationem    generalio- 
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rera,  quam  hic  exponere  constitui,  raihi  quidera  extendere  licuit; 
quamobrera  singulas  operationes,  quae  me  huc  perduxerunt,  suc- 
cincte  sum  propositurus« 

-Operatio    I. 

§.   5.     Universam  hanc  inyestigationem   inchoavi    a  conslde- 
ratione  hujus  aequationis  algebraicae 

ex  qua,  cum  sit  quadratica,  tam  pro  x  quam  pro  y  radicera  ex- 
trahendo,  colligitur  vel 

_^— Jo? -+-/[— «7-4- (S  5  —  7  7  —  ^0*^^  —  7^^*] 


y  — "  7  -+-  ^  XX 

_  —  * jy -+- V  [— a  7  +  ( 5  5  —  7  7  —  flt  O  jy  jy  —  7  ^  y ^] 


ita  ut  hinc   fiat 

}/[-ay-t-(55-Y Y"^0^  x-y  ^x^j-yy-^^^c-f-^  x  x  ^,  ct 
l/C-ayH-(55-yy-.a^)y2/-y^y^]::yx^5y-4-^xye/. 

§.   6.     Nunc   litteras   a,    y,   5,   ^,    ita  definio,    ut    ambae 
formulae  radicales  ad  formam 

y  (l  -f-  m  XX  -|-  nx*)  et  }/(l  -^-  m  y^  + wy^) 

reducantur,  quem  in  finem  facio 

{"".  —  Otyz=:k, 

2^.  5  5  —  y  y  T^  a  4^  —  ^  *  >  ct 
Z^^.  —  y^znnk, 

ex   quarum   aequalitatum   prima  fit  tt:^:-;^-,    ex   tertia  ^  —  — y"' 
qui  valores  in  secunda  substituti  praebent 

ideoque 
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tindc   aeqxiatio   nostra  nunc   erit 

hinc  -igitur  ambae   nostrae   formulae  irrationales  erunt 

/fc(i-f-myy-Hny^)-Y3CH^4yy(v*-*^^yv^-^^^*)-V^2/y* 


§•  7.  Cutn  nunc  ambae  quantltates  x  ti  y  ita  a  se  in« 
Ticem  pendeant,  quemadmodum  aequatio  assumta  declarat,  litteras 
adhuc  indefinitas  y  et  /c  ita.de6niamus,  ut  posito  x  =1  0  fiat  yzra. 
Oporiebit  igiiur  esse  — A -+-y  y  aazziO,  ideoque/c~yy  aa,  quo 
yalore   substituto   aequatia  nostra  erit 

0~yy  (xx-+-2/e/  —  aa) -4- 2  yyxy}/(l  -^ma  a-f-n  a*) 

—  nyyaaarxf/y, 
hincque  fiet  per  .  y  y  dividendo 

0  zzz(xx-\-yy — aa)-f-2a?^|/(l  -^maa-^^na^^ — naaxxyy. 
Tum   vero   ambae  nostrae   formulae  radicales  ita  exprimentur 

)/(l  -+-  mxx^nx''*)— ^+^]/(l  -f-maa-f-na'^)  —  n  a  x  x  y, 

|^(l  H-m £/f/  +  nf/^)zi:^-f-^/(l  -^-maa-^na^)  —  naxyy. 


§.    8.      Quo    has   formulas  tractatu  faciliores  reddamus,   pa* 
namus   ]/  (l  -+-  m  a  a  —  n  a^)  —  2t,  similiquc  raodo 

j/(l  ^mxx-f-n  x^)  zz:  36  et 

i/(i  +'^yy4-wj/^)  =  3?, 

et  aequatio   nostra  erit 

X  x-^yy  —  a  a-4-2  21  x  j/  —  niaxxyy—O; 
onde  reperitur 

,  et  X  —  y-i-    ^ 


1 — naajror^  "*•  i^namy  y^ 
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ande    patet    si    fuerit   y  ziz  0   forc  x  zz  a ;    tum    vcro  enint  forrau- 
lae  radicales 


§.  9.  Qucmadraodum  antera  tam  j/  per  x  quam  x  per  y 
cxprimere  licuit,  ita  ctiam  5)  P^^  solum  a:  et  3P  pcr  solum  y  cx- 
primere  liccbit,      Calculo   autcm  instituto   reperietur  fore 

^  .         ( —  ma  y  -4-  9f  S^)  ( f  -4-  n  a  a  yy)  - —  Qji  a  y  (a  a  -{-  y  y) 
^  (1  — naayy)^  » 

(i  —  naaxx)* 


^ ( —  m g X  -4- ^  3E)  (i  -^n  a  a  xx^-^^n  a  x (aa  -4- ac x) 


'  §•    10.  Fraecipue  autem   circa  nostrati^  aequationcm 

xx-^y  y  —  a  a^  2  ^xy-^naaxxyy  iizO 

notari  mcrctur,  quod  tcrnae  quantitates  xx,  j/j/,  aa  perfecte  in- 
tcr  se  sinc  pcrmutabilcs.  Si  enim  membrum  irrationalc  ad  alteram 
partem  transferatur,  ut  sit 

xx  +  j/t/  —  ad  —  n  aax  xy  y  zn:  —  29(rrj/, 

et  quadrata  sumantur,  rcstitucndo  prd  91^  valorem  suum  1  -f- 
m  a  a  -)-  n  a^  ^  prodibit  ista   aequatio 

-j-x'^  —  2  xxyy  —  4maaxxyy-^  2  na^  xxyy  -^nna^  x^  y^ 
^y^  —  2aaxx  — 2naax^yy  )^~0, 

H-a^  —  2aayy  — 2naaxxy* 

ubi  pcrmutabilitas  litterarum  a,  a:,  y  manifesto  in  oculos  inciirrit. 
In  ipsis  quidem  formulie  ^uperioribiiS,  ubi  ipat  qpantitas  a  ingre* 
ditur^  permutabilitas  non  adeo  est  nianifesta,  sed  prorsus  elucebit, 
si  loco  a  scribamus  —  ^,  itemque  ^  loco  %\  tum  enim,  quemad- 
modum  erat 


hv 
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Ita  erit  ft  —  —  ^        ^  ^ ;    similique   modo   pro   forinulis  radicalibus 
seu  litteris  majusculis  erit  ^ 


^ (mbx-^9£)(i-hn6  6xx)-+-2nbx  (bb-^xx) 

i/ —  (1— n^6xx)»  * 

^ (m 6  y  -h^  9) (i  -+-  ^  ^  ^y  y)  -h  2  n  b y  (h  h  ^ y y) 

*  (i^nbbyy)^  t 

g%  (iwx>-h3E8>)  (1-^-ny  y  y  jy)  +  2iix>(xx4->>) 

•^ "  (1  — ««*>^)'  ' 

sicque  perfecta  permutabilitas  perspicitur. 

O  p  e  r  a  t  i  o    II. 

§.    il.     DifTerentiemus  nunc  nostram  aequationem  algebrai- 
cam  assumtam,  quae  est 

X x^yy  —  a  a^2  ^xy  —  naaxxyyzi:  0, 

et  aequatio  difTerentialis  erit 

3x(x4-5(y  — naaxyy)  -f-9y (y-f-2(x-— naaxxy)zz:0, 

sive 

«X  ,  9y  :_o; 


£x  superioribus  autem  constat  esse 

t/-|-S(x  —  naaxxy:zza3E  et 
X  -\^^y  —  naaxyyzzia^^ 

undc  acquatlo  ditferentialis  hanc  induet  formam 

<^  « , 9y^ ^ 


$•    12«      Inventa    igitur    hac    aequatione    differentiati ,    de- 
notct   istc    oharaoter   T:   x  integrale  /^,   et  character  r:  y  in- 

Jr^ralo  f  ^  I    utroque    integrali    ita    sumto ,    ut    evanescat    posito 

vol    iv  rzz   0     vel    j/  zz  0,    atque  aequationem  illam  differentialem 
ihlnjirttudo    flct  T:  x-f-T:  y  iz:  C.      Cum   autem   sumto   x  zz:  0 
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fiat  etiam  r::rzizO  et  yzzia^  erit  constans  illa  C  ~  r  :  a,  ita 
ut  habeamus  hanc   aequationem   r  :  :t?  -+-  r  :  j/  zi:  r  :  a. 

\.  13.  Quoniam  hic  nulla  amplius  variabilitatis  ratio  te- 
netur,  patet,  puratis  binis  litteris  x  et  y  pro  lubitu,  litteram  a  ita 
semper  definiri  posse,  ut  fiat 

r :  a  —  r :  X  -+-  r :  y. 

Si  enim  in  §.    10.  loco  b  scribatur  —  a^  sumi  debet 

*"^  1  -^nxxy  y ' 

quae  comparatio  jam  casum  constituit  speciabem  investigationis  ge- 
neralis,  quam  suscepimus.  Si  enim  loeo  x  et  y  scribamus  p  et  7, 
at  r  ioco  a,  tum  vero  ^,    £i   et  SX  loco    3f,    §)   et  91,    atque  si, 

sumtis    pro    lubitu    quantitatibus   p ,    7 ,    capiatur  r  —  f— ^^'l^ ,  tum 

Utique  erit  T  :r  zziT  :  p -i-T  :  q  ^  ita  ut  hoc  casu  discrimen  illud 
inter  T  :  r  et  summam  T  :  p  -+-  T  :  q    plane    evanescat.      Sicque  jam 

Z  d  2 

evolvimus  casum,  quo  in  nostra  forma  generali  /t^TT^IT+^) 
pro  Z  sumitur  quantitas  constans. 

O  p  e  r  a  t  i  o    III. 

§.  14.  Quo  nunc  propius  ad  nostrum  institutum  acceda* 
mus,  sint  X  et  Y  tales  functiones  ipsarum  x  ct  y^  qualem  volu* 
mus  esse  Z  ipsius  z,  et  quoniam  moda  invenimu» 

3x I       dy 

V (i-^mxx+nx^)     »*  V (i-^-myy-i^ny*)  "~     ' 

ponamus  esse 

V(t-i-mxx-i-nx^y  "^  l/{i-irmyy-^ny^)  ^  ^  » 

ita  ut,  si  X  et  Y  essent  quantitates  constantes,  foret  ?  V  ~  0. 
Hinc  ergo  si  loco    . .,  ^    /  _^ — ir  scribamus  r^Tm — "^    ^       .,9 

°  r  (1  -i-myy^ny^)  f(1  -+-/11  **-+-/!  x'*^)  ' 

fiet 
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yel  etlatn 


dY 


(T-X)3y 


At  si  loco  radicalium  suos  valores  rationales  scribamus,    erit 

*'  *  y+%x—naaxxy*    ^*^' 

-sy a(Y-X)dy 

s 

§•  15.  Cum  autem  nulla  sit  ratlo,  cur  istud  difTeren- 
tiale  3  V  potius  per  D  x  quam  per  3  i/  exprimamus;  consul- 
tum  erit  novam  quanutatem  in  calculum  introducere,  quae  a^que 
referatur  ad  x  et  ad  t/.  Hunc  in  finem  faciamua  productum  x^^u, 
ac  statuamus 


9x  _^  'dy 


Hinc  igitur  erit 

d  xzzi  sdu  (t/-^^x  —  n  a  a  X  X y)  et 
3  J/  1=1  —  -y^d  u  (o:  -i-  2( «/  —  ;i  a  a  o:  y  1/), 

ex  quibus   colligimus 

ydx-\-xdy:::^sdu(jyy  —  x  x)zzzdu^ 

sicque  habcbimus  s  zzz  — ,  ita  ut  habeamus 

y  y  —  X  X 
dx  ^y  3u 


sdun 


y-^-^x—naaxxy  x+^y  —  naaxyy         yy^xM 

Hoc  igitur  valore  substituto  nanciscimur 
dY- 


a(\  —  \)du  — nau(X T) 


yy — XX  XX — yy 


§.  16.  Cum  autem  X  et  Y  sint  functioncs  rationales 
parcs  ipsarum  x  et  i/,  in  quibus  tantum  insunt  potestates  pa- 
res  harum  litterarum;  facile  intelligitur,  formulam  X  —  Y  sem- 
per    csse    divisibiiem    per    x  x  ^  y  y,    ct    quotum  praeter    pro* 
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ductum  xyznu  insuper  involverc  suinraam  quadratorum  xae-4-yy; 
quamobrem  statuamus  x  a^  ^  yy  zzzt^  et  cum  aequatio  n6stra  fun- 
damentalis  fiat 

t  —  a  a-H  2  31  M— na  a  M  M  nz  0  , 

cx  ea  fit 

t  zn  a  a  —  2^u-f-naauU| 

ita  ut  t  aequetur  functioni  rationQli  ipsius  u.  Quod  si  ergo  hic 
valor  ubique  loco  t  scribatur,  differentiale  nostrum  quaesitum  3  V 
per  solam  variabilera  u  cxpriraetur,  ita,  ut  posito  d  Y  iz::  U  ^  u 
semper  sit  U  functio  rationalis  ipsius  u,  quae  .  ergo  si  fuerit  integra, 
tum  V  aequabitur  functioni  algebraicae  ipsius  u;  sin  autem  sit 
functio  fracta ,  tum  integrale  V  —  /  U  d  u  semper  per  logarithmos  - 
et  arcus  circulares  cxhiberi  poterit.  Hoc  ergo  integrale  si  ita 
capiatur,  ut  evanescat  posito  u:rz  x  y  zzz  0,  id  etiam  evanescet 
posito  qc  zn  0   vel  yn:Og      Atque  hinc  intcgrando  impetrabimus 


§.  17.  Quod  81  igitur  charactercs  II  :  *  et  H  i  y  de- 
notent 'valores  hbrum  integralium,  ita  ut  utrumque  evanescat  sumto 
vel  X  zzz  0  vel  y  rz:  0 ,  quoniam  facto  x  zzi  0  per  hjpothesin  fit 
yzzza^  manifestum  cst  coiistantcm  hanc  fore  n  :  a,  sicque  aequatio 
finlta  resultabit  ista 

n  :  X  H- n  :  y  =:  II :  a  H-*  /  U  3  M. 

§.  18.  Accuratius  autem  in  valores  bujus  fractionis  U  pro 
quovis  casu  inquiramus.      Ac  primo  quidcM^  si  dumatur 


Z: 

zz  a -*"  ^  z  z  •+- 

y  z* 

^5*«-*. 

etc. 

erlt 

simili 

modo 

X 

tf -f-Pxx-Hy  a; 

*  -+-  5  X*  -4-  elc. 

et 

Y 

=  <tH-Pyy-»- 

yy^ 

-f-Sy^H- 

etc;» 
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quare  eum  invenerimus 

av=uau=-i^?^.  erit 

~"  «*— yy  » 

unde  fit 

t  zz:  —  a  |3  —  a  Y  (x  X  -+.  1/ «/)  —  a  5 (o?*  -4-  a:  o?  yff-hy^)  —  ctc. 
Cum  igitur  sit  x  x  -^yyzz.t  et  x  y  znu,  erit 

U  —  —  a|3  —  ayf  — :a5(i  t  —  u  u)  —  etc, , 
unde  cum  sit 

t  z:z.aa  —  2  S(  w-f-naauw, 

calculo  subducto  altiores  potestates  omittendO|  fiet 
/Vduzzi  —  aj3u  —  ay  (aau  —  %uu^inaa  m^) 

— a5(a*uu  — 2aa2(Mu-f-|wa*u3— n3(a*ii*^in*a*u^) 

Atque  hinc  intelligitur,    si    functio   Z  ad  altiores  potestates  exsurgatf 
quomodo   valor  integralis  ipsius  /  \J  d  u  inde  inveniri  queat^ 

§•    19.     Sin  autem  Z  fuerit  functio  fracta,  scilicet 
hincque 

V  a+?xx+yx^      , 

^  +  r\xx+6x^    ^^ 

Y  —  ^+^yy+yy^       -. 
—  ^+y\yy+Oy^'  ^^^*- 

X Y~_  (P^--«>l)(3gx— :y>)4-(7^--cc0(g*— 3^^)+(7yi  — pg)xay«(x«— >») 

Hinc  igitur    introductis  litteris  t  ct  u  erit 

^  — ^      p^->aYi+.(7^  — cc^)t4.(7yi^P0tttt 

XX  —  ^^'  ^^-f-^>ltH-^d(tt  —  2tttt)-t-r)r)tttt-t-T)dttttt-f-^dtt4> 
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quam  ob  rem  cum  sit 

tzzz  a  a  —  2  %u^n  a  auu^ 

manifestum  est ,  integrale  formulae  /Vdu  liisi  fuerit  algebrai- 
cum,  semper,  concessis  logarithmis  et  arcubus  circufaribus ,  ex* 
hibert  posse.  Sicque  per  has  tres  operationes  opinia  praestU 
timus,  quibus  opus  est  ad  omnia  problemata  huc  spectantia  sol- 
Tenda 

Problemal. 

$.20.     Si   Tl  :  X  et  H  :  y   denotent  valorfis  formulariim 
irUegralium 

^  X33g .  ^  tdy 

•//(l+iii*i4-»**)        ^  V(\^myy+ny^y 

ubi  X  et  Y  sint  functiones  pares  simiks  ipsarum  x  et  y^  atque 
dentur  binae  hujusmodi  formulae  Hix  et  Iiiy\  invenire  tertiam 
formulam  ejusdem  generis  Iliz^  ut  sit 

n :  2  ==  n :  X  -+-  n :  y  -^-  *^5 

ita  ut  JF  sit  functio  vel  algebraica  vel  per  hgarUhmos  et  areus 
circulares  assignabUis. 

S  o  1  u  t  i  0« 

Cum   dentur  binae   quantitates  x  et  j^,    ex   iis    formentur 
radicales 

2)  = /(t  4- n  y  y  4- n  y*), 
ex  quibus  definiatur   quantitas   2,    eodem  modo  quo  supra  litteram 

a  per  x  et  j^  definire  docnimus,  ita  ut  sit  g  ~  '^  J!nxxyy >  ^j^^^ 
Talor  irrationalit 

3r=/(l^mgg^-nz*)=<*«y+*i^ft^",Yjg^»''»<**^^^^ 
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lum     in    superioribus   formulis  ubique    loco  a  et   %    scribamus  z  et 

3 ,   et    capiatur  zr  —  ^^ ,    quara    quantitatem    vidimus    semper 

reduci  posse  ad  functionem  jpsius  m,  existente  uzzzxy^  ac  po- 
natur  Vzn  y  U  3  M,  in  qua  integratione  quantitates  z  et '3  P^^ 
constantibus  sunt  habendae,  ita  ut  littera  V  "spectari  possit  tan- 
quam  functio  ipsius  u  ziz  x  y  ^  quandoquidem  etiam  z  ct  3  P^r 
X  et  j/  determinantur.  Probe  autem  teneatur,  in  ista  formula  in- 
tegrali  solam  quantitatem  u  ut  variabilem  esse  tractandam.  Hac 
igitur  quantitat?   V   inventa  erit 

n  :x  +  n  :«/  =  !!  :z  +  V, 

unde  cum  debeat  esse 

n  :  s  in  n  :  X  4- n  :  Sf  +  W, 

patet  esse  W  —  —  V,  ideoque  quantitatem  vel  algebraicam,  vel 
per  logarithmos  et  arcus  circulares  assignabilem. 


*' 


C  0  r  0  1.1  a  r  i  um    1. 

§.  21,  Totum  ergo  negotium  hic  redit  ad  integrationem 
formulae   U  ^  u,   existeate 

,      TT   25(X  — Y) 

wnz.xy  et  U  — ^ , 

qiiam   supra   vidimus   semper  per   u  exprimi   posse ,    siquidem   in   hac 
integrationc   liiterae   z  et  3  ^t  quantitates  constantes   tractentur. 

Corollarium    2. 

§.  2  2.  Cum  igitur  pro  data  indole  binarum  functionum 
X  et  Y  haec  integratio  nulla  laboret  difficultate,  ipsumque  integrale 
per  u^  hoc  est  per  x  y  exprimatur,  cujus  valorem  ex  datis  quan- 
titatibus  x  ci  y  semper  exhibere  liceat,  loco  quantitatis  V  scribe- 
mus  in  posterum  characterem  (|):xj/,  unde  pro  quibusque  aliis 
litteris  logo  x  et  y  assumtis  intelligitur  significatus  characterum 
cji  :  6  ^,  (J)  :  a  6  etc. 
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Cprollarium    3. 
§.    2  3.      Hoc    igitur    charactere  recepto,    si   pro  datis  quan- 

« 

titatibus   X  ct  y  caplamus  zzzz  -^~^^^    ,   unde   fit 


jy  y 

(l — nxxyy)^ 


n  :  z  —  n  :  X  -V-  n  :  y  -^  c|) :  ar  j/. 

P  r  o  b  I  e  m  a    2. 

§.  24.  Servatis  omnibus  characteribus^  quqs  hactenus  ex- 
plicavimusy  si  dentur  ternae  formulae^  11  :y3, 11 :  7,  II :  ^,  invenire 
quartam  ejusdem  generis  11:^5,  ut  fiat 

n  :  z  zz  n  ;>  H-^  il :  7 -f- II : /• -4- /i^, 
ita    ut  W  sit  quantitas  algebraica ,   vel  per    logarithmos    arcusve 
circulares  assignabilis. 

(  ^Sol  uti  0. 

£x  datis  binis  quantitatibus  p^lq^    ideoque  etiam  ^  et  £1 

inde   oriundis,   capiatur  x  =1  /^StSJ^f  simulque 


^ ii-npPqq)' 

Tum    vero    etiam    colligatur    valor   characteris  ^rpq^    eritque    per 
praecedentia 

U  : X zizTI : p -^  U  :  q  —  ^  :p  q^  sive 

JI:p-hlI:  qztlllix-j-^^pq/ 
quo  valore  substituto  erit 

n  :  z  —  n  :  X  -f-  n  :  r  -4-  4) :  /7  7  !-*•  W. 
Ex   praecedente    autem   problcmate,    si    loeo   y  )iic  scribamus  r  et 
capiamus  srz:-^:^^^— ,  unde  fit 

3(mrxH-9t3g)(l-l-nrrxx)-4-gnrjc(rr-Hx3c)  .. 
""^                         (1— nrrxx)»                              »    ^^" 

n  :  z  — n:a? -f-n  ;r — cj):ra:, 
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qua  forma  cum  praecedente  coUata  eoNigilur 

W  1= -— <|) :  p^  "- 4>  J  *■  *» 

ita  ut  sit 

Problema   9* 

§.  26.     ProposiCis  hiyusmodi /orntuUs  HiPtTLig^Tl:  r^ 

n:^i   invcmre  quintam  ejusdem  generis  11:^9  ut  fiat 

HizzZILip  -^ILiq-^Ti^r^ILis^tF^ 

ita   ut   JV  sit   quantitas  algebroica^    vel  per  logarithffios  arcusve 
circulares  assignabilis . 

S  0  1  u  t  i  0. 

Ex  datis  binis  p  cl  q  quterator  x^    ut  sit   x  zz  ^!^^  ^~» 
item 

eritque 

Il:a?zzlI:;>-4-n:7  —  ^•P  g^ 
Siraili  modo  cx  binis  datis  r  et  ^  quaeratur  i/,  ut  sit  y  ~  \     '^    % 

eritque 

•^  (l — nmj)*  ' 

tum  vero 

n:t/izin:.r^n:^  —  cj) :  r  ^. 

Nunc    denique   ex  inventie   o:  et  y    sumatur  « ri- f-^J~^  •  et 

3  = 


(inxy-+-g>g)  (i-f-nxxjryy^  gnjyy(xx--h») 

(l — Axxyy)* 

critque 


UizzizILix^Tl^y  ^  ^ixy. 
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Quod    81  ergo  loco  H:x  et  H:y  vaiores  modo  invehti  substituan* 
tur,  fiet 

U  :  zzin  : p ^IL: q -^U  :  r ^  n  :  s ^ ^  : p g^  ^  : r  s ^ ^ : X y. 


Corollarium    1« 


§•  26.  Hinc  jam  abunde  intelligitur ,  si  proponantur  quot- 
cunque  hujusmodi  formulae^  quemadn^odum  novam  ejusdem  generis 
n :  z  investigari  oporteat,  quae  ab  illis  junctim  sumtis  discrepet 
quantitate  algebraica,  vel  per  logarithmos  arcusve  circulares  as- 
signabili. 

Corollarium  2. 

§.  27.  Quod  si  omnes  illae  formulae  fuerint  inter  se 
aequales  earumque  numerus  ==:  X,  semper  nova  formula  II  :  z 
inveniri  poterit,  ut  ait  11  ;  «iiilX  n  :  ;>-i- W,  existente  W  quan- 
titate  vel  algebraica,  vel  per  logarithmos  arcusve  circulares  assig- 
nabili.  Quin  etiam ,  duabus  hujusmodi  formulis  U:p  et  II :  7  pro- 
positis ,  inveniri  poterit  n :  z  ut  sit 

U:zz=:\:U:p  -l-|xn:7  4-W. 


S  c  h  0  li  0  n. 


§.  28.  Hoc  igitur  modo  non  solum  principia  et  fun- 
datncnta,  quibus  hoc  argumcntum  innititur,  succincte  ac  diluclde 
mihi  quidem  exposuisse  videor:  sed  hoc  argumentum  etiam  multo 
latius  amplificavi  quam  adhuc  est  factum.  Semper  autem  maxirae 
est  optandum,  ut  via  magis  directa  detegatur,  quae  ad  easdem 
investigationes  •perducf^t.  Nemo  enim  certe  dubitabit,  quin  hinc 
maxima  in  universam  Analysin  incrementa  essent  redundatura. 
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Applicatio 

ad   quantitates   transcendentes 

in  forma  /^(f ^^lt. +'n  z*)  =  ^  :  a  contentas. 

§.   2  9.      Cum    igitur    hic    sit    Z  zzz  a  + 13  z  z^    propositis 
duabus  forraulis  hujus   generis  11:   x  et  11  :  ^,   sumtoque 

xgy-^     hincque 

S5  (i—nxxyy)^  ' 

ex  §.    18.  ubi  u  z:z:  x  y  et  azziz,  erit 

n  :  s  =:  n  :  ^ -f- n  :  j/ H- (3  X  j/ z, 

ita  ut  character  ante  adhibitus  4^  :  j/  hoc  casu  accipiat  Yalorem 
(3  X  y  z.  Hujus  igitur  regulae  ope  propositis  duabus  hujusmodi 
forraulis  n  :  o:  et  n  :  y,  tertia  ILiz  semper  reperiri  potest,  quae 
a  sumraa  illarum  differat  quantitate  algebraica  ^  xy  z. 

§.   30.      Ponamus    igitur,    quotcunque    hujusmodi    formulas 
transcendentes  proponi 

n  :  a,  n  :  6,  n  :  c,  11:^,  11 :  e,  11:/,  n  :  g^  etc.       ^ 

et  ex  singulis  quantitatibus  a,  6,  c,  d,  e,  colligi  valores  irrationa- 
les   litteris   germanicis   insignitas 

aC^i:  /(i  +maa  +  Ai  a*);  g5  =  |/(l  4-/7166  +  726^); 

ei=:)/(l+mcc  +  7z  c^);S)zz:/(l4-mdd-h7id^); 

etc.  etc 

semper  nova  formula  ejusdem  generis  exhiberi  poterit,  quae  a  summa 
carum  discrepet  quantitate  algebraica,  quantuscunque  etiam  fuerit 
earum  formularum  datarum  numerus.  Operationes  autem  ad  Hunc 
finem  pcrducentes  commodissime  sequenti  modo  instituentur. 

§.   31.     Primo    scilicet    ex   binis    datarum   a  et  6  quaeratur 

p,  ut  sit 
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Deinde  ex    hac  quantitate  p^    cum   datarum  tertia  c  juncta,    definia- 
tur  q^  ut  sit 

pS  +  c^      .    ^  (incf)-f-gy)(m-ccf)f>)  +  2ncf)(cc-|-j>f>) 

V, 1-nccff         ^ (i-^nccpp)^ 

Tertio    ex   hac    quantitate  g  cum    quarta    datarum    d  juncta,    quae- 
ratur  r,  ut  sit 

qt>^dCX        g^ (mdq'^(i:>CL)(i+-nddqq\'+'2ndq(dd'\^qq) 

^  i—nddqq  ^^  ^ '  (^-^nddqq)^  '■ 

Quarto    ex    ista   quantitate    r    cum   quinta    datarum    e   definiatur  s^ 
ut  sit 

. rg  +  eSt     .  ^ (mer— g9t)(l4-«^grr)  -4-  2ner(ee  +  rr) 

^ l-n*err^^^ (1— neerr)» 

Haeque  operationes   continuentur,    donec  omnes  quantitates  datae  in 
computum  fuerint  ductae. 

§.   32.     His    autem    omnibus    valoribus    inventis,    sequentes 
comparationes  desideratae  ordine  ita  se  habebunt 

I.  n:p  —  n:a-Hn:6-H|3a6/> 
II.  HiqznlLia^Iiib  +'ll:C'^^ahp 

-^^  cp  q 

III.  Iiirz=iIlia-¥-Tlxb'^  11}  c-^-Uid-h^abp 

-^(icpq 
-\-^dqr 

IV.  n  :^—  11:  a-+-n:6  +  n:c-4-n  id+^Il:  e  ^-^  abp 

*+  ^  cpq 
-^j^dqr 
^  (i  e  r  s 
V.  n  liinll  :a^n:6 -#-n  :c-^n  :d-Hn:e-f- n:/H-|3a6/> 

^cpq 

^dqr 

(i  e  r  s 

+  ^fst. 

ctc.  etc. 
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^,   33.     Cum  igittir  ista  (bnnala  transcendens 

in  se  contineat  arcus  omnium  sectionum  conicarum  a  rertice  sum^ 
tos,  harum  formularum  ope,  quotcunque  proponantur  arcus  in  qua? 
yis  sectione  conica,  qui  omnes  a  Tcrtice  sint  sumti,  semper  novus 
in  eadem  sectione  conica  arcus  pariter  a  vertice  abscindi  poterit, 
qui  a  summa  illorum  arcuum  datorum  discrepet  quantitate  algebraice 
assignabili.  Quin  etiam  nihil  impedit,  quo  minus  aliqm  inter  arcus 
datos  capiantur  negativi ,  quandoquidem  jam  atmotavimus  esst  H : 
C  —  z)zz:  —  n  :  z,  ita  ut  nostra  determinatio  etiaim  accommodari 
possit  ad  arcus  inter  termiuos  quoscunque  interceptos.  Hocque 
modo  tractatio,  quam  nupcr  circa  comparatioaem  taUttm  arcuum 
dedi,  multo  generalior  reddi  poterit. 

§•  34.  Caeterixm,  quemadmodum  hoc  casu,  quo  sumsimiis 
Zzzza  -h  ^  zzj  character  aupra  usurpatus  ^ixy  abiit  in  |3 x y  z^ 
dum  scilicet  ex  binis  quantitatibtts  ^  et  y,  secttndnm  praecepta  data 
tertla  z  determinatur :  ita  etiam^  quaecunque  alia  fttacdo  loco  Z 
adhibeatur,  quoniam  posuimus 

4):a:y=:a/^|j^|^,  existentc  uzzixy, 

integratione  absoluta,  functio  inde  resultans  tantum  quantitatem  u  cum 
litteris  a  ci  %  continebit,  quandoquidem  littera  t  ita  ezprimebatur 
t  —  aa  —  ^^u-^naauu^  cum  invento  integrali  ubique  loco  u 
scribatur  x  y^  Sit  vero  loco  a  et  %  litterae  z  et  3;  atque  hoc 
modo  obtinebitur  ralor  characteris  ^:x y  pro  quoris  casu  pro* 
posito,  quae  functio,  nisi  fuerit  algebraica,  semper  p^r  logarithmoa 
et  arcus  circulares  exhiberi  poterit;  siquidemi  ttti  assttmsimtts,  lic* 
tera  Z  fuerit  functio  rationalis  par  ipsius  z. 
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§.,  1..  Fostquapi,  diu..ct..)niiMnm  .in  -perscrutanda  aequaT 
tione  differentiali,^.3=y-y  desudnasem^i  atque  imprimis :  in  metho- 
dnm  directam,  quae  via  facili  ac  plana  ad  ejus  integrale  per- 
duceret ,  nequicquam  inquisiTissem.;  penitus  obstupui .  cum  milii 
nunciaretur,  in  TOlumine  quarto  MisceUaniorumTaurinensium  ab 
illustri  de  la  (^rari^^ '  talem'-metlioclum  esse  expositam,' cujus  ope 
pro  casu,  quo  •  1 

X'=:A-i.Bx-f-Cafa!r(.Di<:'-<-Ea;^  et     '    ,     . 

propositae  aequatlobjs  difibrendalis  hoc  integrale    algebraicum   atqne 
adeo  complctum  ielicissinio  1  aiwceflsu  elicidt  > 
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ubi  A  denotat  quantitateqpi'  cojistanteni  arbitrariam  per  integrattonem 
ingrdssam. 

§•  2.  Istud  autem  egregium  inventum  eo  magis  sum  ad* 
miratus,  quod  equidem  semper  putaveram ,  talem  methodum  in 
investigiando  idbAeo  {eittQjie,^.  qua  Hequatio  proposita  integrabilis 
redderetur,  quaeri  oporitere,  cum  vulgo  oQU^is  methodus  integrandi 
yel  in  separatione  yariabiltum  ^  yel  in  idoneo  multtpncatore  contineri 
yideatur^  etiamsi  certisjcia^l)^  Sqi^P^Ue  jpsa  differentiatio  ad  inte* 
grale  perducere  queat,  quemadmodum  tam  a  me  ipso  quam  ab  aliis 
per  plurima  excmpla  ^  ostensum.  Ad  hanc  auteia- tertiam  yiam 
illa  ipsa  methodus  Grcmgiana  Vite  referri  posse  yjdetur. 


?    i      I.      •      -  '.'        '- .  ::■>;'< 


l^  3^^^;^uaoqu^  a^m  fi|cile.  est  inyent^s  aliq^d  addere, 
tamen  in  re  tam  ardua  plurimum  intererit,  banc  methodum  ab 
iliustri  dh  la  Grange  adhibUam  accuratius  perpendlsse  atque  ad 
usum  analjticum  magis  accommodasse ;  siquidem '  tottim  negotium 
multo  facilius  ac  simplicius  expediri  posse  yidetur.  Quamobrem, 
queie  de  hbc  argumento,  quod  merito  maximi  momenti  est  censen- 
dum^  sum  meditatus,  faic  datji  opsra  fiisius  sum  expositurus. 


§.4.  Quoniam  aut6m  'J|oc  i.ntisgrale  ab  illustri  de  la  Gran- 
ge  Inyentum,  ab  iis  formis  ^quas  ipse  olim  dederam,  plurimum 
dtscrepat,  ac  sim^plicitate  non  mediocriter  antecellity  ante  omnia 
yisum  est  scitap,  quomodo  aequationi  differentii^i  satisfaciat.  Hunc 
in  finem   pono   brevitatts  gratia  |/  X  -f^  }/  Y  ~  V,  ut  habeam 

^  ZZ  ]/  [A  +  D  (o:  H.  y)  -+^  E  (:r  ^  i/)^]\ 

quam    aequationem    ita   diffeimitNire   of>ort6t,    ut  ^onst^ns  arbitraria 
A  ex  differentiaii  excedati.     Sumtis  igitur  quadratis  ent 


V» 
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5  =:  A -f- D  (a: -f- 2/) -H  E  (ar-H  y)", 


quae  differentiata  dat 

\.   5.      Quo  nunc  calculus  planlor  reddatur,  seorsim  partes 
vel    per   9  ar   vel    per    3  y  afFectas  investigemus.      Pro  elemento  igi- 

tur  ^o:,  si  ^  ut  constans  spectetur,  erit  3  Vnzj-y-^,    unde    sin- 

gulae  partes  ita  se  faabebunt 

ubi  notetur  esse  V  ~  y'  X  -|-  y'  Y ,  hincque 

V  V /X  n:  (X  +  Y) /X  4- 2  X  ]/ Y: 

unde  hic  duplicis  generis  termini  occurruntv  di^m  vel  per  |/  X 
vel  per  -^  Y  aunt  affecti.  Duo  autem  tetmhdi  .adsunt  }/  Y  affecti, 
qui  sunt  •  ' 

4X>/Y      ,       XVY 


qui  ergo  junctim  sumti  dabunt 

quae  forma  ob 

X  =  A-+-Ba;-+-Ca;a7-4-D«^H-Ea7*,  hincque 
X'=: B-*-2Car-4-3Da:a?-H4Ea:^,  dabit 
X'(a?  —  y)  —  4Xt=:^ — 4A  — B(3«-Hy) 
—  2  C  (a7X  -*•  a;y)  —  D  (a:*  -i-  3  x  a:  y)  —  4  E  a:'  y. 

Tennini  autem  per  )/  X  affecti  sunt 

(l^*  [X'(a:-y)-2(XH-Y)-.D(a?-3/)3-2E(a:H-y)  (a:-y)»]. 
Cum  igitur  sit 

h  Y  =1  2  A  H-  B- (ar  H-  y)  -1-  C  (a:*  -4-  y?) 
H-  n  (jx^^  y3)  ^  E  («*  ^  y*), 
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facta  substitutione  iste  postremus  factor  e^Ir 

—  4A  —  B(x-+-3y)--2C(a;i/-f-yy) 

quae   forma    a    praecedehte   hoc  tantum  discrepat,    quod  Utterae  x 
et  y  sunt  permutatae. 

§.   6.     Quod  si  ergo  brevitatis  gratia  poaamus 
M  =  4  A -+- B  (3  « -♦- y) -+- 2  C  (x  X -^  ory) 

-H  D  (x*  -t-  3  X  X  y)  -4-  4  E  X*  y, 
N  =:  4  A -4- B  (x-+- 3  y) -H  2  C  («y-4-«y) 
H-D(y*H-3  xyy)-+-4Exy*, 
hinc  pars  elemento  d  ^  affecta  ita  erit  ezpressa 

§.   7.     Simili   modo    ob   dY^jy^,   partes  elemento  d  y 
aifectae  erunt 

Haec  jam  forma  ob 

Vizzi/X-h/Y  et  V  V/Yzz:(X-4^Y)|/Y-h2  Y/X, 
contineblt  sequentes  terminos  per  }/X  affectos 

quae    forma    ex    priore    praecedentis  calcnli    oritor,     si  litterae  x 

et    y    permutentur,     simulque    signa;      unde    patet    hanc  expressio^ 

nem    praebere    yalorem  -f-  N.       Reiiqui   antem    termini  per   |/  X 
aflecti  erunt 

j^^[Y^(a:-y)-4-2(X4.Y)-D(x-y)^-2E(x-4-y)(^^ 

Haec    forma    iterum    ex    permotaiione    litteraram    et    signorum    ex 
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forma  praecedentis  calculi  oritur,  quae  ergo  cum  esset  —  N, 
haec  erit  +  M.  Hoc  igitur  modo  partes  elementum  d  y  continen- 
tes  erunt 

(l?$f^<N/X  +  M/Y). 

\.  8.  Conjungendis  igitur  his  membris,  aequatio  dlfferen* 
tialis  ex  forma  Grangicma  orta  erit 

quae  per  factorem  communem  dirisa  praebet  ipsam  aequationem 
differentialem  propositam  ^^^^Ty»  unde  simul  patet  aequationem 
integralem  exhibitam  recte  se  habere,  atque  adeo  valorem  litterae 
A  arbitrio  nostro  penitus  relinqui. 

§•  9.  .  Antequam  autem  methodum  Grangianam  ad  ipsam 
aequationem   diiTerentialem  y^  =:  ^   in    omni    extensione    acceptam 

applicemus,  a  casu  simpliciore  inchoemus,  quo;  aequatio  adeo  ra* 
tionalis  proponitur  haec  ^ 

9*  dy 

Analysis 
pro  integratione  aequationis  difFerentialis 

dx  _  dy 

a-f-25x  +  cxjc  •"•  a  +  2.^y-Hc^y* 

§.  1 0.  Fonamus  brevitatis  gratia  a*+-26a:H-cxxr=:X 
ti  a  ^  2  h  y  ^c  y  y  'Z^zY^  ut  fieri  debeat  ^  —  y»  ^^^  ^^^" 
mulae  cum  inter  se  debeant  esse  aequales,  ntraque  per  idem 
elementum    3  t  designetur,    ita   ut   nanciscamur   has   duas   formulas 

g^  —  X  et  ^  zz  Y.     Quod  si  ergo  jam  statuamus 

X  —  yznqi  crit  gl^rX  — Y  =z  2  *  ^  H- c  7  (x-+-y), 
unde  per  q  diTidendo  erit  -^  —  2  ft -1- c  (a? -f- y). 
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§.  II.  Nunc  primas  formulas  diffcrentiemus ,  sumto  ele- 
ndcntd  d^  cdnstante)  et  facto 

dXz=zX'dx  et  dY=zY^dy 
orientur  hae  duae  aequationes 

5^^X   etg^gj^Y, 

quae  inyicem  additae  praebent  ^ 

dlTd^  "•"  WyTt  —  -^  tH  I  . 
Quare  cum  sit  '        '    . 

X^  =:  2  ft  -+-  2  c  a?  et  Y^=:  2  6  4-  2  c^,  erit 

» 

§.  12.  Quoniam  igitur  hic  postremus  valor  duplo  ma* 
jor  est  praecedente  -4^,  hoc  toiodo  deducti  sumus  ad  hanc  ae- 
quationem 

quae    integrata   dat  /d  ar-4-/5yiz:2  /9^-+.   constans,    hincque  in 
numeris  erit 

-dxdy  —  Cqq-dt^   ita  ut  sit   C  =  |^^ 

Quare  cum  sit  ^^  ~  X  et  y^iTzY,  aequatio  integralis  eritT^— ^— C, 
quae  ergo  non  solum  est  algebraica,  aed  etiam  compietu. 

§.13.      Si    igitur    propoeita    fuerit    haec    aecjuatio    diScren- 

tialis 

d  X  .  d  y 

a-f-2^x-hcxj:  **^  a^^by-^^cyy^ 

ejus  integrale  completum  ita  erit  expressum 


(i_V)i  — "-' 
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quae,  utrinque  addendo  b  b  ^  a  o^  in^vict  hanc  fonnam 

aa-^2a6[x+y)+2acxy+b6(x+y)^+2hexy(x+y)+ecxxyy a    a 

''- : (:^— »^    -..."— _  ^  iA , 

sicque,  extracta  radice,   inte|rale  hanc  fonnam  habebit 

a'+b(x+'y)+'CK3! .  ^ 

x^y  .  ' 

quae  sine  dubio  est  simplicissinia  ^  ^uandoquidem  tftm  y  per  x  quam 
s  per  y  facillime  exprimi  potest,  cum  sit 

•      ^  AH-A-I-CX    "  J^  • ,A— A-.c>r 

S.  14.  Calculum,  quo  hic  usi  sumus,  perpeildenti  facife 
patebit,  in  bis  fpmifi  X  et  Y«  nop  ultra  quadrata  progrqdi  licere. 
Si  enim  ipsi  X  in$uper  tribuAmus  temiinum  d  x^  et  ipsi  Y  teripi* 
num  d  f/^,  pTO  prippe  forma  prodit 

^~:=2b^i(x^y)^dX^ 
pro  altera  autem  forma  eat 

Quare  81  hinc  duplum  praecedentis  aufieranras,  colligitur 
quam  aequationem  non  ampliua  integrare  licel^ 


§.   16.     Facile    autem    osteadi.  potest,    talem    ae^uationem' 
differentialem,    in '  qua    ultra    quadrstum    proceditur,    nullo'   amplius 
modo    algebraice  integrarl  posse.      Si    enim    tantum    bic  casus  pro- 

poneretur  ^    *^3  ZZL  ^zn^  i  notum  est,  utrinquc  integrale  partim  la- 

garithmos  partim  arcus  circulares  invollrere  ^  ideoque  quantitates 
transcendentea  diversos,  quae  nullo  modo  inter  se  compatafi  posf 
sunt.  Hujusmodi  scilicet  comparationes  iis  tantum  casibus  locum 
habere  possunt,  quando  utrinque  uniua  generis  tantum  quantitate9 
transcendentes  occurrunt. 


c 
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Analysis 
pro  integratione  aequationis 

Bx  d  y 


2bx^  c XX        a  +  26  y  +  c yy 


0. 


§•   16.    .Quod  81  hic  ut  ante  ponamus 


d  X 


statui  debebit 


dt, 


dt. 


a  +  2  b  y  +  e  yy  ^^ 

at  vero  si  calculum  simili  modo  quo  ante  instituere  yelimus ,  nihil 
plane  proficimus.  Postquam  autem  omnes  difl9cultM|s  probe  per- 
pendissem,  tandem  in  artificium  incidi,  qtto  huhc  casum  expedire 
licuit,  ita  ut  hinc  non  contemnendum  incrementum  methodo  Gran- 
gianae  attulisse  mihi  videar. 

§.    17.      Quoniam  igitur  has  duas:  habeo  aequationes 

hinc  formo  istam  novam  aequationem 

3Lii[+5i>  =  y  X  -  o:  Y. 
Jam  facio  xy:ii:Uy  ut  habeam 

unde   poslto 

x  —  yz=:q  erit  ^-  nz  ^  (c  u  —  a), 
quae  aequatio  per  c  u  -^  a  divisa  ductaque  ra  c  praebet 

c9tt        

(ctt  — a)af  —  ^^' 

hocque  modo  nacti  sumus  differentiale  logarithmicum. 


•»  •  ^ 
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§.    18.     Dein  vero  aequationes  principales  ut  ante  differen- 
tiemus,  et  obtinebimus 

dtdx — ^"3753^—        *» 
quae  inylcem  additae  dant  , 

quare   si  hinc   duplum   praecedentis   aequationis  subtrahamus,  rema- 

nebit  ':  .  ■  ■  ;  ■'•■    ■■  ■     '\  '■■  • 

1        /ddx    [     99j^ ^  2c3ttv  ._^ 

at      \  dx       *^  li^  ctt— a/ "•  ^ 

unde  per  d  £  multiplicando  et  integrando  nanciscimur 
/ 3  a?  -4-  Id-g  '—  2  I (ci^  ^  a)  z=  / CV  idcdque 
r^^=:ca«^ 

(Ctt— o)*  . 

Cum  igitur  sit 

aequatio  integralis  nostra  erit  —  /  u— a)«  --—  ^* 

§•    19.     Per   hanc    ergo   analjrsjn  'deducti   sumus    ad    hanc 
aequationem  integralem  aequatiotois  piropoisifale 

(a-^-cxJp  ^* 

Quae    aequatio^    si  tttirinque;  «nUas.  subtrahfttur,    reducitur  ad  hanc 

formam 

"■    f  •      •  •  % 

g  g  >  (<  +>)  +  a  c  (x  4-  y) *  H-  4  &  3  y  jr  4-  g  &  c  3g  >  fg  +  y) ^ 

(a  -  c  xyy  :        ~"  —  ^" 

§.20.     Illustremus   hanc   int^gratiooem   exemplo,    ponendo 
a  :zi  i  j   6  =:  0   et  czzzi^    ita  Ut  proposita   sit  haec  aequatio  dif- 

ferentialis  ^  ,  ^^  -4-  ^^ -  zn  0 ,  cujus  integrale  novimus  esse 


Arc.  tang.  x  +  Arc.  tang.  y  ^Arc.  tang.  ^^^y  =:  C, 
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sicque  noTimus   cssc  ^^—^  :zz  C.     At    vcro    nostra    postrcma    for- 
mula  dat  pro  hoc  casu 

quod  cgrcgie  convcnit. 

§.  21.     Considcrcmus   etiam  casum^   quo  ap:;  l^   ^^1 
ct  czn  1,  ita  ut  proponatur  haec  aequatio 

9«         •         9y        —  ^ 


cujus  integrale  cst 

^  Arc.  tang.,^  -f-^  Arc-  taiig.|||  =  C/ 
unde  sequitur  fore 

Arc.  tahg.  ^j^2{x^y)^2xy  —  ^ » 
ideoque  etiam  j^—r^^^  n4t  vcrp  fonna  mtegntlis  invcnta 

pro  hoc  casu  dabit 

x-hy-h-Cx-^yy-k-xy-^xyjx-^y') p 

quae  m  factores  resoluta  4at 

(1  -f-  X  -f-y)  (X  ^y^  xy)  ^  ^ 

Prior   vero  aequatio 

247^- ,5  =  G  iiiversa  pratbet   -^^^-^j^^y^  —  C , 
ct  unitate  subtracta  "^      :zi  C ,    atque    hacc   in   praccedentem 

X  ^T^y  *T^  x.y  • 

ducta  dat   ^'^'"^  —  c. 

1  —  X  y 

$.  27.  Yideamus  igilur,  utrum  haec  posteriores  acqua* 
tiones  inter  se  conveniaht,  et  quia  constantes  utrinque  inter  se  dis* 
crepare.  possunt,  ambas  aequauones  ita  referamus 

1 — xy      .  i-Hx-4-V /5. 

' —  — ^  OL  et  -^ --^  — ^  lii 


*^j^'+-*.y  —  V  ^      4^«^y 
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unde  cum  sit  |  =  ''tlT-y~i  evideas  est  fore  p  —  i  =  1 ,  ex 
quo  pulcherrimus  consensus  inter  arobas  formulas  elucet;  .  £x  hjs 
exemplis  intelligitur  aequationem  generalem  supta  inyentam  hoc  modo 
per  fkctores  repra€i6entari  posse 

(a  — c«>)* 

Caeterum  consideratio  harum  formularum  haud  injucundas  specula- 
tiones  suppedicare  poterit. 

$.    23.     Sequenti    autem    modo  ,  Ibrma    illa    integralis    in- 
venta 

C2^-t-cfa^>)][a(x-h3f)^2&xy] ^ 

statim  ad  formam  simplicissimam  redqci  pat^st^  si  enim  ejus  &c^ 
torfes  statuamus 

2b^eCx+y) p  a(a?+jy)-4-2  3jgy q 

a — cxy       "^^   ^^  a-^cxy  — -Vc» 

ut  esse  debeat  P  Q  rz:  C ,  erit 

aP-cQ  =  ^-i^^|ii=2=:2ft,  unde  fit  Q  =  i^, 

sicque    quantitati   constanti    aequari   debet   haec    forma  ^ ; 

ex  quo  patety  etiam  ipsam  quantitatem  P  constantl  aequari  debere, 
ita  ut  jam  aequatio  nostra  integralis  sit 

»i-^cix+y)  _  c,  vel  eUam  '^'t^^ltr*'^  =  C. 

a  — c*Jf  ',  a  — cxjf 

Alia  solutio  &cillima  ejusdem  aequationis 

a*         ,         ^y        —  0 

'  §.24.  Postrepia,  reductione  probe.  perpensa,  comperui, 
statim  ab  initio  ad  formamf  integraUa  rimplicissimam  perveniri  posse, 
atque  adeo  non  necesse  ease  ad;  difTerentialia  secunda  ascendere. 
Si  enim  ut  antc  poniimas  x-^yzzipj  x^yznq  et^  x  y  zizu\ 
ex  fbrmulis 

60* 
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ji — -^"af —      * 

statim  deducimus 

ap—  X-y  =  2  6q  -^cpq,  unde fit ^-^?;?--  =  7  3  t. 


dt 7     •        r  if -'46-l-cp 


§.  26.     Porro  veirp  crit, 
ya«-4-x3y_au__.yX~-xYz=-^a<7-f.gytt 


unde  fit  — ^-  zzi  q  d  t^    quamobrem   hinc    statim   colligimus    hanc 
aequationem  ^^^^  ~  ^  ^  ^- ,  cujua  integratio  praebet 


/(2  &4-cp)=:/(^u  — a)4-/C; 

uiide   deducitur   haec   aequatio   algebraica  —  ^  _fj^  tn  C,  quae,  resti- 

tutis  litteris  x  et  y,  dat  ^   ^^.     ^       —  C ,    quae   est   forma    simpli- 
cissima   aequationis  integralis  desideratae.     Hic  imprimis  notatu  dig- 

num  occurrit ,    quod  casum  primum  hac  ratione  resol vere  non  licet 

■  *         ■ 

§.2  6.     Ex   forma    autem  integrali  inventa  facile  aliae  de- 
rirantur  veluti,  si  addamus  — ,  orietur  haec  forma 

quae    per    praccedentem    divisa    denuo    novam    formam    suppeditat, 
scilicet 


quae   formae   quomodo    satisfaciant    operae    pretium   erlt    ostendisse. 
£t  quidem  postrema  forma  difTerentiata,  erit 

—  2  ab  (dx^dy)  —  ibbiydx-^-xdy^^^iheiyydx^xxdy) 


quae  in  ordinem  redacta  praebet 

dx(^2ab^4bby^2bcyy)^dy(^2ab'+'4bbx-h2bcxx)zz:0. 
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HaOfr-per  2  b  dirisa  et  separata  dat 
quac  est  ipaa  propoaita. 


9x I  9y  


Analysis 
V    pro  integratione  aequationis 

,  Sx  ; dy : 

§.  2  7.     Introducto  novo   elemento  d  £,  deinceps  pro   con- 
stanti  habendo,  oriuntur  hae  duae  aequationes 

ubi  litteris  X  et  Y  Talores  initio  assignatos  tribuamus.  Videbimus 
autem,  pro  methodo,  qua  hic  atemur,  terminos  litleris  D  et  £ 
affectos  omitti  debere.     Sumtis  ergo  quadracis  erit 


§.  38.  Nunc  istas  formulfls  differentiemus,  positoque,  ut 
fieri  solet,  3  X  =  X' 3  x  et  BYizrY^^dy,  nanciscemur  has  ae- 
quationes 

2  39« -v/  ^.  S99y V' 

ac  posito  x+y=zp,  flet  ||^^=:X'  +  Y'.     Cum  jam  sit 
X' :::;  B -I- 2  C  ar -f- 3  D  I  X -)- 4X  x'  et 
Y'=B-t-2Cy-t-3Dyy-t-'iEj',  erit 
X'-|-Y'=:2B-|-2Cjo-t-3D(xx  -f-y  y) 

.     -)-4E(x'-^y')  =  ^^'. 
quae   aequatio  manifesto  integratiunem    admittet,  si  fuerit  et  D=U 
et   E  =:  0 ,    quemadmodum    assumsimus.      Muttiplicando   i^tur   per 
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d  p  tt  integrando  nanciscimur 

^''' —  A -4- 2  B 7? -4- C  P  p, 


et  radicem  extrahendo 

|£  =  )/(AH-2Bp-i-Gpp). 
Cura  igitur  sit  |^  r=  /  X + /  ¥,  aequatio  integralis ,  quam  sumus 
adepti  erit 

quae  adeo  est  algebraica ;    ubi  noteCnr  esse 

X=rA-HB»-i-G»w  ettY=A-f-By4.Cyy. 

■      '■•  ■  *  ■■ 

\.  2^9.     Sumamus   igitur   quQdri^,   eA-,  nostra  aeqnatio  in- 
tegralis  erit 

2  A -hB(x-4-y)4-0<a;*4-s^4- 2>/XY 

= A -»r2  B(»-f-y)-f?C (« -|-y)%  siye 

2  A  — B(a;-f  y)  —  2Cxy-t-2>/XY=A, 
quae  penitus  ab  irrationalitate  liberata ,  posito  A  —  2  A  zr  F,  prae« 
bebit 

4  X  Y=:  4  AA-f-4  AB(a?-t-y)-f- 4  AC(xx-Hyy) 
-+-4  BBa;y-|-4BCxy(a: -hy)-h4  C  Cxxyy 
=:  r^-f- 2  r  B  (a?  4- y) -f- 4  r  C  X  y -f^  B  B  (a? -f- y)* 
-f-4 BCa7y(x4-y) ~f-^4C Cxxyj/ siye 

(4AA — r')-f.2B(2A— r)(a:-t-y)-t-4(BB— rC)a?y 
4  AC  (xx -Hyy)— B*(a? -|-y)"  =  0. 


§.  3  0.  Quod  si  jam  hanc  aequationem  rationalem  cum 
formula  canonica,  qua  olim  sum  usus  ad  hujusmodi  integrationes 
expediendas,  comparemus,  quae  erat 

a -f-2  (3(a: -Hy)-|- v(»»H-yy) -h 2  5xy=  0 , 
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dum  scilicet  loco  (a:  -+-  y)*  scribamas  (x  x-t-y  i/)-t~  2  x  y,  reperie- 
nu8  fore 

a=4AA-^r",(3=B(2A  — r),y  =  4AC  — B^, 
5=BB  — 2:rC. 


'  §;  31.     Alio   vero    hisiipw  moflo  eandem  aequationem  dif* 

ferentialem    propoaiiam    integrare    poterimus,    introducendo     literam 

q^x  —  y;  tum  enim  babebimiu 

i^^q V' V' 

~W  —  ^  —  1  . 

At  vero  erit 

X'  — Y'=2C<74-3-Dv(iFH-ff), 

ubi  iterum   patet,    statui  debere  tam  D  :=  o  quam    £=0,    ut  in- 

tegratio ,    muUiplicando    per   9  q^   succedat.    Hoc    sutem   notato    erit 

integrale  ||^  —  Const.  -^Cq  q^  jdeoqne 


§.   32.     Cum  igSlnr  <it  |^=j/X — y  Y,   hoc   integrale 
ita  erit  expregsmn   _ 

l/X-j/Yrrj/CA  +  C,?) 
quae  aeqnatio  sumtis  quadratis  abit  in  -liftne 

2  A  +  B  (s+.  y)  -)-  C  (x  X  -+■«•?)  —  2  y  X  t 
=:A+C(x-sr)»,  sire 

2  A  +  B  (x  +  jf>4-. 3  C  X JF  —  4  j/K  t=:  A, 
unde  fit 

2  / X  Y .£:•«-*  -  A -H B^r -1- S) H- a  C» y, 
abi  si  poaaior  3A — A=C  — r,  wqnatjo  ab  «ale  inTcnu   prorr 
8U8  non  discrepat. 
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^i  §.   3  3.      Quod  si   antem  proposita  fuisset  aequatio 

3x .     ,  ^y  n 

integralia    ante    inventa    ad    hunc    casura    referentur,    si  raodo   loco 
4  ■/  Y    scribatur  —  >/  Y ;     unde    patet    pro    hoc    casu    haberi    hanc 

aequatioDem 

/X-/Y  =  i/[A+2B(.rH-S()-+-C(i-t-yy], 
Tel  etiam 

V  X -t- /  Y  =:  /  [A  H- C  (x  -  j/y]. 

§.    3  4.     Hic    singularis    casus    occurrit ,    quando    formulae 
A-(-6;r-HCxa;  sunt  quadrata.      Sit  enim 

X  ;=  (<n-  6  x)'  et  Y  —  (a+  b  yf 
ideoque 

A  —  a',B:^2ab,C—bb, 
tum  enim  prior  forma  integralis  erit 
,i.Jf:  6(x  — y)— ■/[A-H4aS(x-(-!/)-)-4J(n-y)''] 

'b  aumtisque   quadratis 

'■^  —  i  b  b  X  yz^  A-i^  4  a  b  (x  -i-y),  mt 

-  ideoque 

j  A~a(x-i-y)-i-bxy,         . 

P.^J^    cujus  aequationis  diiferentiale   est  %.'^'i#,,  ■'•...-»    -ztMf  ,    ■•^?%; 

o  (3  X -t- d  y) -(- 4  (»  3  y -I- 9  3  »)  —  0' 
ideoque 

3  X  (a -t- 6  y) -1-3  y  (o -(- 4*x)  :^  0. 
Sin  autem  altera  fonnula  «tainur,  erk  ■  : 

2  o-i-6(*-)-y)-=:/[A-FJ  6(x-^«))'], '; 
nnde  quadratis  supitis,  potitoque  A  —  4  oo  =r^  prodit  ut  ante 
r  =:  a  (x -f.  p) -t- 6  a;  y.  ,     >. 
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A  n  a  1  y  s  i  8 
pro    integranda    aequatione 

dx     dy 

existente 

X  =  A-»-Ba!-+-Ca5a;-i-Da;*H-E!c*  et 

Y  =  A -*- BiJ -^- Cyy -*- Di/' -t- Ey\ 
§.  35.    Introdocto  iterum  elemento  dt,   ut  ait 

ideoque  sumtis  quadratis 

^  —  Y    pt    ^  —   Y 

statuamus 

et  quia  hinc  prodit 

dx^  —  dt^  =  dpdq ,  erit 

^  =  X-Y  =  Bix-y)^C(:^-y') 

^J)(a?  —  i^)^E{x'  —  y'y 

§.  36.     Quoniam  igitur  est 

a;  =  ^^«ety=^-=i, 

his  valoribus  introductis  reperietur 

X  —  Y  =  Bg  -I-  Cpj  -I-  i  Dg  (3  ijp  -♦-  gj) 

unde  per  q  dividendo  oritur 

^  =  B-t.Cp-H|D(3i»p-»-33) 

-f- 1  Ej)  (i)p  H-  23). 
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§.     37.       Nunc     etiam     formulas     quadratas     primo     exhibitas 
differentiemus ,   ^t  statuendo  ut  ante 

dX  =  X'dx  ei  dY  =  Y'dy,    habebimus 

2^^«!  -rr/      .    2ddy  Y' 

'W  A    ei   -^  —    I   , 

bincque  addendo 

2  ddp  Y'  v' 

^  _  A   -I-   I. 

Cum  vero  sit 

X'  =  B  H-  2  Ca;  -+-  3  Dasa;  -h  4  Eaj*  et 
Y'  =  B-i-2Cy-H3Dyy-i-4  Ey",   erit 
X'  -^  Y'  =  2  B  -¥-  2  Cp  -t-  ID  ipp  -^  qq) 

-*-Ep{pp-*-S  qq), 

* 

ita  ut  sabstituto  hoc  valore  fiat 

|f  =  B -*- Cp  ^  I  D  (i?p  +  ffl)  +  1  Ei^  (»p  ^  3  a?), 
a  qua  acquatione  si  priorem  ^J  subtrahamus ,    remanebit  sequens 


""'        ^  =  iDqq.^Epqq. 


1   Tin^ 

§.  38.     Haec  jam  aequatio  per  qq  divisa  producit  istam 

1        (ddp         dpdq\  l  n  -x-  F>i 

quae  ducta  in  2  dp  manifesto  fit  integr^bilis :    prodit  enim 

^,  =  ^^Dp^Epp, 
ex  qua  radice  extracta  colligitur 

I  =  >/(A  -^Dp-*-  Epp). 
Cum  igitur  posuerimus 

p  =  X  -^  y  et  q  =  X  —  y,    erit  ^  =  "|/  X  -f-  )/  Y 

unde  resultat  baec  aequatio  integralis  algebraica 

1^^^  =  >/  [  A  -*-  D  (a;  -h-  y)  -4-  E  (a;  -*.  y)»  ] 
qiittc  est  ipsa  forma  ab  illustri  de  la  Orange  inventa. 
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§.  39.     Evolyamus    ulterius    hanc    formam,      ac    sumtis    quad- 
ratis  erit 

^'^"f^ty^"^  =  A  H-  D  (a;  -f-  y)  -t-  E  («  -*-  y)». 
Est  vero 

X-i-Y  =  2A-¥-B{x-t-y)-i-G(xx-*-yy) 

H-  D  (35"  -H  2^  -4-  E  («*  -*-  y*) , 

unde  si  auferamns 

[Vix-*-y)^Ilix-*-y)']  {x-yf 
remanebit 

2  A -^  B  {X -t- y) -^- C  {x^  ^  if) -t- Ykcy  {X -¥■  y) 

-*-  2  Exxyy, 

quo  substituto  aequatio  integralis  erit 

2  A -*- B  (a  H- y) -♦- C  («* -»- y*) -H  Dxy  (» -I- y)  H- 2  EiB«y* -»•  2  y  X  Y 


(x-yf 


=  A. 


§.  40.  Haec  aequatio  aliquanto  concinnior  reddi  potest 
subtrahendo  utrinque  C  et  statuendo  A  —  C  =  F:  habebitur  enim 
hoc  facto 

2  A-»-B  (a!-t-y)-»-2  Cxy-t-Dasy  (a5-«-y)-»-2  E«a;yy-»-2  VXY  

nnde  deducimus 

2  yn  =  V  {x  —  yf  —  2  k  —  B  {X  -^-  y)  —  2  Oxy 

—  Hxy  {x  -t-y)—  2  'Eaixyy^ 
sive  ponendo 

2A-«-B(a;-i-y)-i-2  Gxy  -*-  Day  {x  -i-  y)  -+-  2  'Eaxcyy  =  V , 

aequatio  nostra  erit 

2VXY  =  T{x  —  yf  —  Y, 

qnae  sumtis  quadratis  abit  in  hanc 

4  XY  =  r  (a;  —  y)*  —  2  TV  {x  —  yf  -h  VV,    sive 
4  XY  —  VV  =  r'  {X  —  yf  -  2  TV  {x  —  yf. 
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§.41.     Facta  nanc  substitntione  erit 

4  XY  =  4  A'  -H  4  AB  («  H-  y)  -H  4  AC  (aKC  -+■  »y) 

-+-  4  AD  («»  -•-  j/")  H-  4  AE  (aj*  -*-  y*)  -♦-  4  BBxy 

•+-  4  BCxy  (x  -*-  y)  -*-  4  BDxy  (xx  •+■  yy) 

-+-  4  BExy  (a^  -I-  y")  -f-  4  CCxxyy 

-I-  4  CDajaJ^  (a;  -f-  y)  -*-  4  CExxyy  (xx  -*-  yy) 

-+-  4  DDa^j/*  -»-  4  DEa^y»  (x  -t-  y) 

-t-  4  EEa!*y*. 

At  vero  porro  colligitur  fore 

VV  =  4  AA  -*-  4  AB  (a;  -+-  y)  -*-  8  ACxy 

-*-  4  ADa^  (a;  -»-  y)  -*-  8  AE^cj^  -♦-  BB  (a;  -i-  yf 

-H  4  BCa:!^  (aj  -*-  j^)  -»-  2  BDay  (x  -*-  y)' 

-♦-  4  BE  (a;  -*-  y)  xxyy  -+-  4  CCxxyy 

-*-  4  CD  (a;  -*-  y)  xa^  -*-  8  CEa;»/ 

-*-  DDaa;^  (x  -t-  y)'  -t-  A  DEa;»/  (a;  -t-  y) 

-+■  4  EEa;*/. 


§.  42.  Quod  si  jam  posteriorem  formulam  a  priore 
subtrahamus  et  singulos  terminos  ordine  analogos  disponamus,  re- 
periemus 

4  XY    -  VV  =  4  AC  (a;  —  yf  -*- 4  M)  (x -i- y)  (x  —  yf 

-*-  4  AE  (a;  -*-  yf  (x  -  yf  —  B*(x  —  yf 
-H  2  BDa^  (x  —  yf-t-4:  BExy  (x  -+-  y)(»—  yf 
-+-  4  GExxyy  (x  —  yf  —  DDxxyy  (x  —  yf , 

quae      expressio     factorem     habet     communem     (x  —  yf,       per     quem 
ergo     si    dividamus     perveniemus     ad     hanc     aequationem     concinniorem 
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4  AC  -H  4  AD  («  H-  y)  H-  4  AE  (a;  -*-  yf  —  BB 

-♦-  2  BDxy  •*■  4  BEa^  (x -t- y)  -*■  (4  CE  —  DD)  xxyy 

=  IT  (CB  —  y)'  —  4  FA  —  2  FB  (a;  -H  y)  —  4  TCay 
—  2  TDxy  {x  -i-y)  —  4  rEaxcyy. 

§.  43.  Transferamus  nunc  omnes  terminos  ad  partem 
sinistram,  et  loco  {x  -t-  yf  scribamus  (xx  -t-  yy)  -t-  2  xy,  tum 
vere  {xx  -*-  yy)  —  2  a^y  loco  {x  —  y)*,  quo  facto  talis  oritar 
aequatio  meae  canonicae  respondens 

i4AC-*-4AD{x-i-y)-t-4AE{<i^-t-y*)-*-2BDxy-*-4BExy{x-¥-y)-*-iCEa!xyy 
—BB-t-2rB{x-t-y)—rr{x*-t-y*)-t-SAExy-t-2rDxy{x-t-y)—DDxxyy 
-*-  4  TA  -*-  2  rVxy  -t-  4  FExxyy 

-t-  4  rCa^y 

§.  44.  Hinc  ergo  pro  aequatione  canonica  litterae  graecae 
a,  p,  Y>  ^i  ^i  ^,  PCf  latinas  A,  B,  C,  D,  E,  una  cum  con- 
stante  F  sequenti  modo  determinantur 

a  =  4  AC  -H  4  TA  —  BB 
p  =  2  AD  -•-  TB 

Y  =  4  AE  —  rr 

i  =  BD  -I-  4  AE  -i-  rr  -I-  2  rc 

e  =  2  BE  -»-  rD 

?  =  4  CE  -I-  4  TE  —  DD , 

ita  ut  aequatio  canonica,    qua  olim  sum  usus,    sit 

a-t-2^{x-tr-y)-t--x{xx-t-yy)-*-2ixy 
-*-  2  exy  {x -ir- y)  -t-  t^xxyy  =  0. 

§.  45.  Haec  autem  aequatio  integralis  ad  rationalita- 
tem     perducta     latius     patct      quam      aequatio      proposita      differentialis 


dx 


-    ^  =  0: 


y  X      y  Y 


t 
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simul  enim  complectitar  integrale  hnjus 

bx  dy     ^ 

X         V  Y 

Scilicet  haec  aequatio  complectitur  dnos  factores,  quomm  altemter 
alterutri  satisfacit.  Ex  genesi  autem  patet  hanc  aequationem  esse 
productum  ex  his  factoribus 

^(a;_2^)2_  V -H  2  |/XY,    et 
/\  (a;  _  y)*  _  V  —  2  |/  XY. 

§.    46.      Supra    jam     observavimas ,      ejusdem     aeqnationis    dif- 
ferentialis  integrale  hoc  quoque  modo  exhiberi  posse 

M  Vy-*-ni/x 

jj^— ^^3 =  C  (vide  §.  8.  et  praec.) 

existente 

M  =  4  A  -I-  B  (3  ic  -i-  y)  -i-  2  Ca;  (rc  -I-  !/) 

-H  Dxx  (a;  -f-  3  2^)  -H  4  Y^s^y , 
N  =  4  A  -i-  B  (3  t/  -H  a;)  -H  2  C?/  (a;  H-  i/) 

H-Di/2/(«/-H  3ir)-H  4  EV, 

ubi  notasse  juvabit  esse 

M>HN  =  8A-i-4B(a;-H2/)-+-2C(ir-Ht/)' 

H-  D  (o?  -H  2/)^  -H  4  Errt/  {xx  -^  yy), 
M  —  N  =  2  B  (^  —  2/)  -*-  2  C  (o;  -H  ?/)  (a;  —  «/) 

-H  D  (a;  —  ?/)  (o;^  -H  4  fljy  -H  t/*) 
-H  4  Ea;?/  (x  -h  2/)  (a:  —  yY 


Interim  tamen  haud  facile  intelligitur ,  quomodo  haec  forma  cum 
ante  inventa  consentiat,  dum  tamen  de  consensu  certi  esse  pos- 
sumus. 

§.    47.      Ex     iis,      quae     hactenus     sunt     allata,     satis     liquet, 
eandem      aequationem      integralem      innumeris      modis      exhiberi      posse, 


AD  TOM.  L     SECT.  U.     CAP.  VI.  487 

proQt  coQstans  arbitaria  alio  atqne  alio  modo  repraesentatQr ;  Qnde 
plQrimQm  intererit  certam  legem  stabilire,  secQndnm  qnam  qnovis 
casQ  constantem  illam  arbitrariam  exprimere  velimns.  Hnnc  in 
finem  ista  regnla  observetQr:  Qt  perpetQo  integralia  ita  capiantnr, 
Qt  posito  y  =  0  fiat  x  =  kj  hincqQe  secQndnm  legem  composi- 
tionis  X  =  K,   existente 

K  =  AH-BifcH-C«*-i-Dft^-HEft*. 

Hac  enim  lege  observata  omnia  integralia,  QtcQnqne  diversa  videan- 
tnr,  ad  perfectQm  consensnm  perdnci  potenint.  Hoc  igitnr  modo  qQae 
hactenns  invenimns  seqnentibQS  theorematibQS  complectamQr. 

Theoremal. 
§.  48.     Si  hacc  aeqQatio  differentialis 

<^g ^  _    Q 

a  -»-  6«  -*-  cxx         a  -*-  6y  -♦-  cyy  * 

ita  intregetnr,  nt  posito  y  =  0  fiat  x  =  k^  integrale  ita  se  ha- 
bebit 

2a-i-b(g"t-y)-»-2  cxy  2  a-t-bA; 

Theorema     2. 
ij.  49.     Si  haec  aeqnatio  differentialis 

dx dy  _  Q 

a-i-hx-^cxx         a-t-hy-^cyy 

ita  intregetnr,  nt  posito  y  =  0  fiat  x  =  k^  integrale  snpra  triplici 
modo  est  inventnm;    erit  enim 

y     6  -»-  c  (ag  H"  y)  h-^ck 

exy  —  a.  o      ' 

jj     ajx-t-y^-^hxy  _  , 

cxy  —  a  ' 

h-t-c  (x-*-y)     h-^-ck 


^^^-    a(aj-*-y)-4-6a:y  ~ 


oA; 
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Theorema    3. 

I 

§.  50.     Si  haec  aeqnatio  differentialis 

dx  dy  ^ 


y  ( A  H- ac  H- Car)         V  (A -^  By -+- Cyy) 

ita  iDtegretnr ,    ut  posito  y  =  0  fiat  x  =  k,    integrale  erit 

—  B{x-^y)  —  2Cxy-^  2  |/(A  -h  Ba?  h- Ca;x)  X  (A  h- By -*•  Cj^)  = 

—  Bfc  H-  2  |/A  (A  -i-  B&  -H  C&fc),   sive 
B  (&  —  a;  —  y)  —  2  Ca;y  =  2  j/A  (A  h-  B*  -h  Cftfc) 
—  2  i/(A  H-  Rr  H-  Caa)  (A  -h  By  h-  Cjq^). 

Corollariam. 

§.     51.      Hinc    ergo    patet,      si    aequatio     differentialis     pro- 

posita  fiierit  ista 

dx ^ Q 

y  ( A -f- Ba? -4- Cjk»)         y  (  A -4- By -4- Cyy)  ' 

eaque  integretur  ita,    ut  posito  y  =  0  fiat  x  =  k^    integrale  fore 

B  (ft  —  o;  —  y)  —  2  Ca;^^  =  2  i/(A  H-  Ba;  H-  Cxx)  X  (A  h-  By  h-  Cyy) 

—  2-)/A(AH-Bft-f-CJWk). 

Theorema     4. 
§.52.     Si  posito  brevitatis  gratia 

X  =  A  H-  Ba;  H-  Crra;  H-  Da:®  -*-  Ex^ 
Y  =  A  H-  By  H-  Ct/y  H-  D«/^  H-  Ey' 

K  =  A  H-  Bifc  H-  C«*  H-  Difc"  H-  E&* 

haec    proponetur    aequatio   differentialis   -^ -^  =  0,     quae   ita   in- 

tegrari    debeat,     ut    posito    y  =  0    fiat    a;  =  fc,      ejus    integrale     ita 
erit  expressum 

2A-i-B(a;-i-y)-f-2  Cay -t- Da^y  (a; h- y) -»- 2  Ea^-4-2yXY 

W^  = 

2A-f-Bib-4-2yAK 
kk 
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Sin  autem  aequatio  proposita  fuerit 

_dx _dy_  .V 

Vx^  Vy  ~^' 
ejus  integrale  erit 

2AH-B(a;-i-y)-»-2Ca:y-4-  Dxy  (x-t-y)-^  2  Exxyy  —  2  V  X  Y 

2  A-f-Bifc-2yAK 
JUfc 

Corollarium     1. 

§.53.    *  Quod    si    hic    ponamus    D  =  0     et    E  =  0,      casus 
oritur  theorematis  tertii,    pro  aequatione 

dx dy .V 

ViA-i-Bx-^Cxx)         y(AH-ByH-Cyy)  ~      ' 

cujus  ergo  integrale  erit  • 

2  A-*-B(a;-i-y)-»-2C«f/-4-2y(A-i-Ba:-i-Ca»)  (A-i-By-HC^) 

2  A-HB]fc-4-2yA(A-*-BJfc-HCifcfc) 

JWfc  » 

quae     forma     si     cum     superiori    comparetur,      formulae    irrationales    eli- 
minari  poterunt.     Quoniam  enim  ez  priore  est 

2  -j/XY  =  2  ■)/  [A  (A  H-  Bft  H-  Gkk)]  —  B{h  —  x  —  y)-^2  Gxy, 
erit  hoc  integrale  postremum 

2  A-i-B(2a;-*-2y  — ;iO-^4C«y-^2y  [A(A-*-BJfc-HCifcfc)]  

(oj-y)*  ~ 

2  A-4-BJfc-*-2yA(A-*-BA;-f-Cfcifc) 

iSfc  ^ 

unde  statim  deduci  potest  aequatio  canonica 

a  -*-  2  p  (a;  H-  y)  H-  Tf  («flJ  -»-  »!/)  H-  2  %  =  0. 

Corollarium     2. 

§.  54.     Ponamus  nunc  esse  A  =  0  et  B  =  0,   ut  sit 

X  =  ico;  (C  -V-  Da;  -f-  Exx)  et 
Y  =  y//  (C  H-  Dy  H-  Eyy)  et 
K  =  JWk(C  H-  D*  H-EJUk), 
Vol.  IV.  62 
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aequatio  differcntialis  integranda  fiet 

^ ^ _    Q 

xViC-^-Dx-^Exx)         yV{C-i-Dy^Eyy)  ' 

cujus  ergo  integrale  erit 

xy  [2  C-i-D(«-*-y)-+-2Ea:y]-i-2ay T/(C-+-Da;-i-Ea»)(C-*-Dy-i-Eyy) 

atque  hic  constantem  A  per  k  .definire  non  licebit:  positio  enim 
y  =  0  incongruum  jam  involvit.  Interim  tamen  et  haec  integratio 
maxime  est  memoratu  digna. 

Gorollarium     3. 

§.    55.      Quod    si    autem     in     hac     postrema     integratione     loco 
a;  et  ^  scribamus  I  et  ^,    primo  aequatio  differentialis  erit 

^ ^^  _    Q. 

y(Cj^-4-Dy-i-E)         y  (Om; -I- D« -H  E)  ' 

tum  vero  integrale  sequentem  induet  formam 

2  C«y -I- D  (a; -♦- f/) -♦- 2  E -♦- 2  V  (C«c -*- Do; -*- E)  (Cyy -i- Dy -♦- E) 


DJfc-H2E-H2yE(CJfeA;-HDifc-*-E) 


=  A 


Si    igitur    hic  loco    literarum    E,   D,   C,    scribamus    A,    B,    C,    prodi- 
bit  aequatio  differentialis  supra  tractata 

dx  dy  Q 


y  (A -♦- Bx -f- Caa)         V  (A -♦- By -h  Cyy) 

cujus  ergo  integrale  erit 

2  A-hB  (a;-i-y)-f-2  Ca;y -i- 2  V ( A -+- Ba; -f- Ca^)  (A-HBy-nCyy) 
Bfc-H 2  A -H 2 y  A  (A -♦-  ^k-^Ckk) 

quae  egregie  convenit  cum  ea  in  coroll.  1.  data. 

Corollarium     4. 

§.  56.  Contemplemur  nunc  etiam  casum,  quo  formu- 
la  A  -♦-  Ba;  "H  C.t;rr  H-  DrD^  -H  Eic*  fit  quadratum,  quod  sit 
(a  -k-  bx  -\-  cxxf ,    ita  ut  jam  habcamus 
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A  =  oa ,    B  =  2  oJ ,    C  =  bh  -^  aCj    D  =  2  6c ,    E  =  cc, 
tum  vero 

|/  X  =  a  -•-  6aj  -f-  cxx ,     |/  Y  =  a  -•-  6y  -•-  cj(j/ , 
|/  K  =  a  -f-  6fc  H-  cAA , 

atque  aequatio  differentialis  pro  priore  casu  erit 

dx dy  ^ 

a -•- fta: -f- cxa?         a-i-by-»-cyy  ' 

cujus  ergo  integrale  erit 

2aa-i-2a5(a;H-y)-i-2(66-H  2  ac)  (vy  -^  2  hcxy  (x  -•-  y) 
-H  2  ccasrj/^^  -•-  2  (a  -•-  6a;  •+-  caxr)  (a  -•-  iy  -t-  cyy) 
=  Mx-yy 

quae  reducitur  ad 

na  -*-  ab  {x  '*'  y)  -*-  (bb  -*-2ac)  xy  -*-  bcxy  (x  -<-  y^-^ccxxyy  ao-f-abfe 

Quod  si  jam  utrinque  addamus  \  66 ,    prodibit 

[g  -t-  I  6  (g;  H-  y)  H-  cxyf  _  {a-^\hkf 
{x  —  yY  ¥        ' 

unde  extracta  radice  obtinetur  forma  integralis  in  theoremate  primo 
assignata. 

§.  57.     Sin  autem  hoc  modo  alterum  casum  aequationis 

^flg dy  ^ 

a  -4-  i>a;  -f-  cxx         a  -t-  fey  -i-  cyy  ' 

evolvere  velimus,    pervenimus  ad  hanc  aequationero 

2  aa -9- 2  ab  {x -%- y) -^  2  (bb -^  2  ac)  xy -i- 2  bcxy  (ar  -»-  y)  -4-  2  ccxxyy 
2  (g  H-  bx  -4-  cxx)  (a-i-by-t-  cyy)  a 

quae  evoluta  praebet  A  =  —  2  ac,  haecque  aequatio  manifesto 
est  absurda,  et  nihil  circa  integrale  quaesitum  declarat,  cujus  ra- 
tionem  maximi  momenti  erit  perscrutari. 
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Insigne    Paradoxon. 
§.  58.     Cum  hujus  aequationis  differentialis 

dx  dy     ^ 

y  X  Vy  ""      ' 

integrale  in  genere  inventum  sit 

2A-*-B(a:-4-y)-4-2Cicy-f-  Day  (a;  -*-  y)  -4-  2  Exx^  —  2  V  XY 


(^-yf 


=  A, 


casu  autem,   quo  statuitur 

y/  X  =  a  -^  bx 

-|/  Y  =  a  H-  6?/ 


cxx  et 


aequatio  absurda  inde  oriatur, 
ficultatis  ac  praecipue  modus, 
tigandi. 


quaeritur    enodatio    hujus     insignis     dif- 
hinc    verum     integralis     valorem     inves- 


Enodatio     Paradoxi. 

§.  59.  Quemadmodum  scilicet  in  analysi  ejusmodi  for- 
mulae  occurrere  solent,  quae  certis  casibus  indeterminatae  atqne 
adeo  nihil  plane  significare  videntur:  ita  hic  simile  quid  usu  venit, 
sed  longe  alio  modo,  cura  neque  ad  fractionem,  cujus  uumerator 
et  denominator  simul  evanescunt,  ncque  ad  differentiam  inter  duo 
infinita  perveniatur,  quod  exemplum  eo  raagis  est  uotatu  dignum, 
quod  non  memini,  similem  casum  mihi  iinquara  se  obtulisse.  Istud 
singulare  phaenomenon  se  nirairura  exerit,  quando  arabae  formulae 
X  et  Y  evadunt  quadrata,  ad  quod  ergo  resolvendum  ad  simile 
artificium  recurri  oportet ,  quo  formulae  X  et  Y  non  ipsis  quadra- 
tis  aequales  sed  ab  iis  infinite  paruni  discrepare  assumuntur. 


§.  60.     Statuamus  igitur 


X  =  {a 
Y  ={a 


bx  -*-  cxxf 


a  et 
«5 


^f . 


:>*■-' 
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ita    ut    pro    litteris    majusculis   A,   B,   G,   D,  E,    fiat    A  =  aa  +  a, 

B  =  2  oi,     C  =  2  ac  H-  66,     D  =  2  6c,  E  =  cc,       ubi     a    de- 

notat    quantitatem     infiuire     parvam,      deinceps  nihilo    aequalem     ponen- 
dam.     Hinc  ergo  si  brevitatis  gratia  ponamus 

a  H-  6a;  -+-  cxx  =  R  et  a-i-6y-i-c^  =  S,    erit 

§.  61.  Hunc  igitor  consideremus  formam  integralis  priino 
inventam ,    qoae  erat 

^lZ^^  =  l/  [A  H-  D  (a;  H-  y)  H-  E  (ic  H-  y)'] , 

pro  qua  igitur  habebimus 

l/X-)/Y  =  R-S---f^). 

Quia  vero  hic  erit 

R  —  S  =  6(ir  —  y)  -h-  c  {xx  —  yy)\    fiet 
|^  =  6H-c(a;H-y). 

At  posito  brevitatis  gratia 

X  -H  y  =  p  erit     ~    =  6  -i-  q? , 
unde  aequatio  nostra  erit 

b-^op-  ^4w-^  =  /  (A  -H  2  6cp  +  ccpp). 

§.  62.  Sumantur  nunc  utrinque  quadrata,  et  aequatio 
nostra  sequentem  induet  formam  66  —  j^  (^  "*"  ^Pf  —  ^-  ^^' 
tiores  scilicet  potestates  ipsius  a  hic  ubique  praetermittuntur.  Hic 
ergo  ratio  nostri  paradoxi  manifesto  in  oculos  incidit,  quia  posito 
a  =  0  oritur  66  =  A;  unde,  ut  A  maneat  constans  arbitraria 
evidens  est,  differentiam  inter  66  et  A  etiam  infinite  parvam  statui 
debere;       quamobrem     ponamus    A  =  66  —  aP,      ac    obtinebitur    ista 

aequatio  penitus  determinata     ^*^     =  F,    sive 


u 
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[6  H-  c  (rc  -f-  y)f  =  F  (a  h-  &r  -•-  axxc)  (a  -•-  fey  -h  cyy) , 

quae  forma  non  mnltum  discrepat  a  formula  supra  inventa. 

§.     63.      Haec    quidem    forma     magis     est     complicata     quam 
solutiones     §.  §.  24.     et    seqq.     inventae:     Sequenti    autem    artifido     ad 

RS 

formam    simplicissimam     redigi     poterit.       Cum     haec     fractio      ^^    v» 

debeat  esse  quantitas  constans,  sit  ea  =  F,  ut  esse  debeat 
F  ((jp  -I-  6)*  =  RS,  et  quemadmodum  hic  posuimus  a?  h-  y  =  p^ 
ponamus  porro  xy  =  u^    fietque 

RS  =  aa  H-  dbp  -^  ac  (jpp  —  2w)-i-66w-f-  bcpu  h-  ccuu  , 

atque  aequatio  jam  secundum  potestates  ipsius  p  disposita  erit 

F(cp-i 


6)' 

=  ac^ 

-H  dbp  -•- 

aa 

H-ftCjptt-l- 

hbu 

. 

2  acu 

H- 

ccuu^ 

ubi  primo  utrinque  dividamus,  quatenus  fieri  potest,  per  cp  -4-  6, 
ac  reperietur 

Dividamus  nunc  porro  per  cp  -h  6 ,    quatenus  fieri  potest ,    ac  fiet 

p  a_ h_      (g  — cu)         (a'-'Cu)^ 

c  c       {cp-*-h)  (cp-^by^ 

§.  64.     Hac  forma  inventa,    si  statuamus 
^  =  V,    erit  F  =  ^  —  A  ,  V  -H  VV. 

cp-*-o  '  c  c 

Cum  igitur  ista  expressio  aequari  debeat  quantitati  constauti,  evi- 
dens  est,  ipsam  quantitatem  V  constantem  esse  deberc,  ita  ut  jam 
nostrum  integrale  reductum  sit  ad  hanc  formam 


a  —  CM 


=  ,  "-'fy,  =  Const. 


cp  -*-  b         c  (ic  -*-  y )  -f-  d 
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Subtrahamus  utrinque  y,    fietque 

0  -H  c  (a;  -♦-  y) 

quae  forma  per  priorem  divisa  producit  hanc 

quae  formae  conveniunt  cum  supra  exhibitis. 

Theorema    5. 

§.     65.       Si    in     genere     haec     ratio     designandi     adhibeatur, 
ut     sit     Z  =  A  -f-  B0  -H  Cz0  -f-  Dxr*  H-  EiT*,      atque     valor     hu- 

jus  formulae   integralis  \zt^j    ita    sumtus    ut    evanescat    posito    ^  =  0, 

designetur  hoc  charactere  11  :  0 ;  tum ,  ut  fiat  11  :  A;  =  11  :  ^  ib  n  :  y , 
necesse  est  ut  inter  quantitates  %,   x,  y^   ista  relatio  subsistat 

2A-f-B(a;;^y)-i-2  C3a:y -♦- Da?y  (a; -4- y) -♦- 2  Eaayy :?: 2  V X Y 

2A-f-BJb:p2yAK 
Sb  ' 

cujus  ratio  ex  superioribus  est  manifesta.  Cum  enim  k  denotet 
quantitatem  constantem,    erit 

d.n:a;±d.n:y  =  0,    sive  :j^  ± -^  =  0, 
cujus  integrale  modo  ante  vidimus  ita  exprimi 

2  A-i-B(a;-Hy)-*-2  Ca:y -♦- Da;y  (a? -i- y) -^  2  Eau;yy  zii 2  V X Y 

w=i? — '"^ =  ^' 

Quare  cum  esse  debeat  U  :  x  ±  Yi  :  y  =  U  :  k^  manifestum  est 
posito  ^  =  0,  fieri  debere  11  :  o;  =  11  :  iS;  ideoque  x  =  h  unde 
constans  indefinita  A  eodem  prorsus  modo  definitur,    uti  est  exhibita.^ 

Corollarium     1. 

§.     66.       Hinc     si     formula     11  :  e     exprimat     arcum     cujus- 
piam     lincae     curvae     abscissae     sive     applicatae     Z     respondentem ,       in 
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hac  carva  omnes  arcus  eodem  modo  inter  se  comparare  licebit. 
quo  arcus  circulares  inter  se  comparantur;  quandoquidem ,  proposi- 
tis  duobus  arcubus  Tl  :  x  et  11  :  ^,  tertius  arcus  11  :  k  semper  ex- 
hiberi  poterit  vel  summae  vel  differentiae  eorum  arcuum  aequalis. 

Corollarium     2. 

§.  67.  Ita  si  in  hac  forma  Tl  :  k  =  Tl  :  x  -^  Tl  :  y  sta- 
tnatur  y  =  x^  prodibit  Tlk  =  2  TI  :  x;  sicque  arcus  reperitur 
duplo  alterius  aequalis.  At  vero  si  in  nostra  forma  faciamus 
y  =  Xj  tam  numerator  quam  denominator  in  nihilum  abeunt.  Ut 
autem  ejus  verum  valorem  eruamus,  utamur  aequatione  primum 
(§.  38.)  inventa 

^^I^^  =  >/  [A  H-  D  (tr  H-  2/)  H.  E  (X  ^  y)» ] , 

et  jam  in  membro  sinistro  spectetur  y  ut  constans;  ipsi  x  vero 
valorem  tribuamus  infinite  parum  discrepantem ,  sive,  quod  eodem 
redit,  loco  numeratoris  et  denominatoris  eorum  differentialia  substi- 
tuantnr,     sumta     sola    x    variabili,      hocque    modo     pro     casu    y  =  x 

membrum  sinistrum  evadit  — 7-,    ubi  est 

X'  =  B  H-  2  Ca?  H-  3  Drca;  H-  4  Ea:". 
Nunc  ergo  sumtis  quadratis  habebitur 

^'  =  A  H-  2  Da;  H-  4  Exx, 

2  A-*-BA;  — 2VaK 

existente  A  ut  ante  = j^ . 

Gorollarium     3. 

§.  68.  Verum  sine  his  ambagibus  duplicatio  arcus  ex 
altera  forma  Tl  :  k  =  Tl  :  x  —  Tly  deduci  potest,  ponendo  y  =  k^ 
siquidem  hinc  fit  11  :  a;  =  2  11  :  fe,  pro  quo  ergo  casu  relatio  in- 
ter  x  %t  k  hac  aequatione  exprimetur 
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2  A-i-B(Jfc-f-.c)^2Cfcc-4-Dfcc(ik-i-a:)-+-2  EJfcita^ -f- 2  V KX 

2  A-i-BJfc-i-2l/AK 
~  kk 

Facile  autem  patet ,  quomodo  bic  ad  triplicationem ,  quadruplicationem 
et  quamlibet  multiplicationem  arcuum  progredi  debeat,  quod  argu- 
mentum  olim  fusius  sum  tractatus. 

Theorema     6. 

§.  69.  Si  in  formis  supra  inventis-  ponatur  tam  B  =  0 
quam  D  =  0,    ut  sit 

X  ==  A  -+-  Gra;  -f-  Erz?* 
Y  =  A  -4-  Cyt/  -f-  Ey*  et 
K  =  A  -4-  CJkfe  H-  EJk*; 

tum  si  ista  aequatio  -p~  dz  -^  =  0  ita  integretur,  ut  posito  y  =  0 
fiat  X  =  k,    tum  aequatio  integralis  erit 

A-^Cxy-^Exxyy^zVXY  _  AqpVAK 

Corollarium     1. 

§.  70.  Hic  notari  meretur,  istum  casum  adhuc  alio  modo 
ex  forma  generali  deduci  posse ,  si  scilicet  suroatnr  A  =  0  et  E  =  0 , 
tum  enim  prodit  ista  aequatio  diiferentialis 

^ -H  ^ _     Q 

V  (Bar  -4-  Cxx  -*-  Da^)         V  (By -h  Cj/y -^  Dy »)  ' 

cujus  ergo  integrale  erit 

B  (x-f-  y)  -♦-  2  Cxij-t-jyxy  (x  -h  y)  q:  2  V  (Rc  -i-  Cxx  -f-  Da^)  (By-^  Cyy  -♦-  Dy^) 

Bi  B 

ubi     valor     constantis     admodum     simplex    evasit.      Nunc    in    his    formu- 
lis    loco    X    et    y     scribamus     xx    et    yy^       at     vero     loco     litterarum 
B  et  D  scribamus  A  et  E,    fietque  aequatio  differentialis 
Vol.  IV.  63 
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dx  _^  dy  ^ 


ViA-^-Cxx-i-Ea^)         y(A-+-Cyy+-Ey*) 

cnjus  ergo  integrale  etiam  hoc  modo  exprimetnr 

A  (rM;-f-yy)-i-2  Cxmyy -■*- Exxffy  (xx-^yy^zii  2  ajyVXY  A 

{XX  —  yy)^  kk 

Corollarium     2. 

§.     71.       Ecce     ergo     bac     ratione     pervenimus    ad     alium     in- 
tegralis     formam     non     minus     notabilem    priore,     atque    adeo     nunc     ex 

earum     combinatione     formula    radicalis    y/ XY    eliminari    poterit,     quan- 

doquidem  ex  posteriore  fit 

,;:  2  >/  XY  =  ^^^^  -  ^*^-^^  -  2  Gxj, 
—  Eooyixx-k-yy), 

qui     vaior     in     priore     substitutus     conducit     ad     hanc     aequationem     ra- 
tionalem 

2  A  -H  2  Gxy  -f-  2  ¥jxayy 

_  2A(«-y)2  _  2(«-y)2yAK 
—  JBfe  -*"  Sfc  » 

quae     porro     reducta     et     per     {x  —  yf     divisa     revocatur     ad     hanc 
formam 

2  A=;:2yAK  _  A(a;H-y)«  A 

B  ~       kkxy  ^^y         xy » 

sive  ad  hanc 

-^  '  (XX  -^  yy  —  kk)  —  Exxyy  ±  g^ —  =  0 , 

quae    egregie    convenit    cum    aequatione    canonica,     qua    olim    sum    usus: 
scilicet 

0  =  a-f-Y(iBa;-H^)-f-2&z;y-f-  tflcxyy , 

si  quidem  est 

A  2  y  AK 

«  =  -A,Tf  =  -.-^,    28  =  ±-^,    C  =  -E. 


AD  TOM.  I.     SECT.  H.     CAP.  VI.  499 

Corollarinm     3. 

§.  72.  Methodo  posteriore,  qua  hic  usi  sumus  ad  hanc 
aequationem  integrandam ,  aequatio  multo  generalior  tractari  poterit, 
ubi  in  formulis  radicalibus  potestates  usque  ad  sextam  dimensionem 
assurgunt.     Namque  si  tantum  statuamus  A  =  0 ,    ut  sit  aequatio 

dx ^  dy Q 

y  «  (B  H- C« -^  Dxa? -I- Ea?»)         V  y  (B -i- Cy -♦- Dyy -*- Ey» j  ~      ' 

cujus  integrale  est 

B  (g?  -4-  y)  -*-  2  Cxy  -h  Dxy  (a;  -♦-  y)  -»•  2  Eaapyy 

=1=  2  V  ay  (B -f- Car -♦- Da^x -4- Ea;»)  (B -i- Cy -♦- Dyy -^- Ey»)  B 

__  =  _. 

Quod     si    jam     hic    loco    x    et    y    scribamus    xx    et    yy^    aequatio    dif- 
ferentialis  fiet 

dx _|_  dy ^v 

V  (B -*- Cxa; -H  Daj* -f  Ea:«)  V  (B -♦- Cyy -h  Dy* -«- Ey«)  ' 

ejus  ergo  integrale  erit 

B  (arag  -f-  yy)  -4-  2  Ca^agyy  -«-  Dxxyy  (aia;  -*-  yy)  -<-  2  Eg^y* 

(xx  —  yy)^ 

i^  2  «y  V  (B -H  Ca»r -♦- Dar* -H  Ea:«)  (B -i- Cyy -♦- Dy* -«- Ey«)  B 

(xx  —  yyf  fcf  ' 

Nunc      autem     ostendamus,       quomodo     ope     methodi     illustris     de     la 
Qrange  idem  integrale  impetrari  queat. 


A  n  a  1  V  s  i  s 
pro    integratione    aeqaationis    differentialis 

dx       ,       dy     f. 

Vx  —  Vy~    ' 

existente 

X  =  B  -1-  Caxc  -I-  Da:*  -»-  Ea:*  et 
Y  =  B  -+-  C»y  H-  Dy*  H-  %•. 

63* 
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§.  73.     Posito  igitur 


dx 


—  dt  erit    ~    =  zj:  d/, 


y  X  >/ Y 

hincque  sumtis  quadratis 

de«  —  ^  *^*'  at«  —  ^  ' 
hinc  formentur  hae  aequationes 

^  =  ^Xet^  =  yyY. 

Jam  introducantur  duae  novae  variabiles  p  et  q^    ut  sit 

■ 

icx  ^  yy  =  2  p  et  icx  —  ^  =  2g, 

ex     quo     fit     xdx  -i-  ydy  ==  dpj       et     xdx  —  ydy  =  dq^       hinc- 
que  xxdix^  —  yydy^  =  dpdq ;    quamobrem  habebimus 

^-  =  a»;X  — j/yY, 

quae  aequatio  dividatur  per  xx  —  yy  =  2  g ,    prodibitque 

dpdq    xxX  —  yyY 

2  gdt^  XX  — yy    ' 

quae  forma,    valoribus  pro  X  et  Y  substitutis,    dabit 

S  =  B  "H  2  Ci)  -I-  D  (3  f>/^  -I-  ^g)  -H  4  E  (1)»  -Hi^gg). 


2  gdf-- 


Oor»        ^,        ay» 


§.     74.       Nunc     porro     aequationes     -^     et     ~      diflferentiatae 
dabunt 


2ddx 


=  r  et  ^-4o^  =  r. 


Ex  priore  fit  -^^  =  ^^X',    cui  addatur    ^-f-  =  2  X ,    ut  prodeat 

2  (xddx  -¥■  dx^)  2d.xdx  y'  o  Y 

5t2  ~       dt^      —  XJL    -H  J  A. 

Simili    modo    erit     "  '^y^  =  yY'  h-  2  Y,      quae    duae    aequationes     in- 
vicem  additae  dabunt 

^  =  ^^  =  :rX'  -H  yX'  -h  2  (X  -h  Y). 

Substitutis     autem     valoribus    et    facta     substitutione     respectu     litterarum 
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jp  et  g,    reperitur 

2X~^2Y  =  4B-t-4Cp-t-4D(pp-t-qq)-t-4Epipp-t-Bqq). 

Deinde  ob 

a;X'  =  2  CaxB  H-  4  Da!*  -I-  6  Ea^  et 

yY'  =  2Cyy  -t-  4  Dy*  -♦-  6  Ej/»  erit 

xX'  -t-  yY'  ==  4  Cp  -*-  8  J)  (pp  -*-  qq)  -t-  12  Ep  (pp  -t-  3  qq) , 

ex  quibus  conjanctis  fit 

^-^  =  4B^SCp-*-12D(pp-*-qq) 
-t-  16  Ep  (pp -*-  3  qq). 

§.     75.       Ab     hac    formula    subtrahatur     supra     inventa     ^p 
quater  sumta,    ac  remanebit 

-|^-^  =  8Dg«-H32Ei^. 
Nunc  utrinque  multiplicetur  per  ~,    et  prodibit 

^i  .  (?^  _  2^)  =  8  D<^  -  32  EM>, 
cujus  integrale  sponte  se  offert  ita  expressum 

ideoquc  extracta  radice 

^  =  2  i/  (A  -♦-  2  Di>  H-  4  Epp). 

§.  76.     Cum  nunc  sit 
^  =  a;  i/Xq^y-j/Y  et  2  q  =  xx  —  yy, 
facta  substitutione  orietur  haec  aequatio 


xVXz^yVY 


=  /  [A  -H  D  (o^  H-  »y)  -f-  E  (oa  -f-  yy)»] , 


XX  — yy 

quae  sumtis  quadratis  reducetur  ad  istam  formam 

xxX-^yyYzii^xyVXY 


(xx-^yyf 


=  A  -+■  D  (iRB  -f-  ^)  -«-  E  (aw  H-  yyf. 


•     m        .' 
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Est  vero 

aaX  H-  yy  Y  =  B  (aa  H-  yy)  -*-  C  (a!*  -♦-  y*) 

H-D(a^-+-/)-i-E(x»H-j^), 

hincque  pervenietur  ad  hanc  aequationem 

B  (0» -+.  yy) -+- C  (a:* -+.  S^) -+.  Daxcyy  (aac -H  yy) -H  2  EkcV  =«=  2ay  V  X  Y 


=  A. 


(xx  —  yyf 

§.     77.       Sumamus    nunc    ut    supra    constantem    A    ita,       ut 
posito 

t/  =  0  fiat  a;  =  fe  et  X  =  K  =  B  -i-  CJfclfc  -t-  DJfe*  -h  Eft^, 

et  aequatio  integralis  induet  hanc  fonnam 

B  (a;a; .+- yy) -H  C  (ar* -4- y*) -+- Dxa:yy  (a:a; .+- yy) -♦- 2  ExV^P^ayVXY  B-4-CU; 

(xx  —  yyf  ~  "nSE       » 

quae  aliquanto  simplicior  evadit,  si  utrinque  subtrabamus  C:  erit 
enim 

B  (a?a: -4- yy) -4-2  CoKcyy-f-Daasyy  (a:a; -4- yy) -4-2  Ea:*y*q:  2  ayVXY  B 

{xx^yyf  "S» 

quae  egregie  convenit  cum  integrali  supra  §.  72.  exhibito. 

§.    78.      Hic    casus     notatu    dignus     se    offert,     dum    B  =  0, 
tum  autem  aequatio  differentialis  ita  se  habebit 

^ -I-    ^ _     Q 

a:  y  (C -H  Dara; -H  Ea:*)  y  V  (C -+- Dyy -4- Ey*)  ' 

cujus  ergo  integrale  per  constantem  A  expressum  erit 

C  (a:* -♦- y*) -+- Da:a;yy  (a^a; -+- yy) -+- 2  Ea^V  =4=  2  ary  V  X Y  

(xx  —  yyf 

Hoc  autem  casu  integratio  non  ita  determinari  potest,  ut  posito 
y  =  0  fiat  X  =  k^  quia  integrale  posterioris  membri  hoc  casu 
manifesto  abit  in  infinitum ;  quamobrem  alio  modo  integrationem 
determinari  conveniet,  veluti  ut  posito  y  —  h  fiat  x  =  a^  tum  au- 
tem  erit  ista  constans 

C(a*-4-6*)-i-Da*5*(aa-+-b&)-+-2Eo*6*=F2a&yAB  .  ^     ^ 

A  —    ^ '. 1 1 ,    existente 

^—  (aa  —  bhf  '     cAwtcui^ 

A  =  C  -*-  Doa  -f-  Ea*  et  B  =  C  -4-  D&&  -f-  E&*. 
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C  0  D  c  1  u  s  i  0. 

§.  79.  Qui  processum  analyseos  hic  usitatae  comparare 
voluerit  cum  methodo,  qua  illustris  de  la  Grange  usus  est  in  Mis- 
ceUm.  Taur:  Tom.  IV.  facile  perspiciet,  eam  multo  facilius  ad 
scopum  desideratum  perducere  atque  multo  commodius  ad  quosvis 
casus    applicari    posse.      Introduxerat    autem    Vir    111.    in    calculum     for- 

mulam     -^,     cujus  loco    hic    simplici    elemento   dt  sumus   usi,     ac    dein- 

ceps  quantitatem  T  tanquam  functionem  litterarum  ^  et  ^  spectavit, 
quae  positio  satis  difQciles  calculos  postulavit,  dum  nostra  methodo 
longe  concinnius  easdem  integrationes  investigarc  licuit.  Quanquam 
antem  nuUum  est  dubium,  quin  ista  analyseos  species  insigne  in- 
crementum  poUiceatur,  tamen  nondum  patet,  quemadmodum  ad  alias 
integrationes  ea  accomodari  queat,  praeter  hos  ipsos  casus,  quos 
hic    tractavimus    et    quos    olim    ex    aequatione    canonica    derivaveram. 
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2.)  Methodus  succinctior  comparationes  quantitatuin 
transcendentium  in  forma  \^.,   ^^   !f'   ,^,  „., 

contentarum  inveniendi.     M.  S.  Academiae  ex- 
hib.  die  3  Nov.  Ytll. 


In  Gapite  YI.  Sect.  II.  Institutionum  mearum  Galculi  Inte- 
gralis  Tom.  I.  insignes  tradidi  comparationes  inter  quantitates  ma- 
xime  transcendentes ,  *  ad  quam  deductus  eram  methodo  penitus  in- 
directftk  Postquam  igitur  non  ita  pridem  illustris  de  la  Grange 
methodum  maxime  ingeniosam  excogitasset  easdem  comparationes 
inveniendi,  totum  hoc  argumentum  multo  succinctius  et  elegantius 
tractari  poterit,  quam  mihi  quidem  tum  temporis  licebat,  unde  se- 
quentia  Supplementa  Geometris  liaud  displicebunt. 


Hypothesis     1. 

§.     80.       Denotet      hic      perpetuo      character      11  :  b     valorem 
formulae      integralis      f  -7 ,       ita     sumtae     ut      eva- 

nescat      posito      ^  =  0.        Ponatur      autem      brevitatis      gratia      a  -1- 
Fig.  18.    P^  -^  Y^^  -I-  8^*  -*-££?*  =  Z ,       ita      ut     sit     Tl  :  z  =  \  -^  •       Tum 

vero  concipiatur  super  axe  0  z  exstructa  ejusmodi  curva  O  Z , 
cujus     singuli     arcus     0  Z     abscissis     oz  =  z     respondentes     expriman- 

tur     per     formulam     W  \  z  =  \  -^ ;      atque    haec     curva     ista     insigni 

proprietate  erit  praedita,  ut  sumto  in  ea  pro  lubitu  arcu  quocun- 
que  F  G ,  a  quovis  alio  puncto  X  semper  arcus  X  Y  illi  arcui 
F  G  aequalis  geometrice  abscindi  possit ,  cujus  demonstrationem  so- 
lutio  sequentis  problematis  sAppeditabit. 
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Problema     1. 

Si  in  curva  modo  descripta  praponatur  arcus  quicunque 
F  G ,  innumerahiles  alios  arcus  X  Y  in  eadem  curva  geomdrice 
assignare ,    ^i  sinffuli  eidem  arcui  F  G  sint  aequales. 


S  0  I  u  t  i  0. 

§•  81.  Ductis  ex  punctis  F  et  6  ad  axem  oz  applicatis 
F  f  et  6  flf ,  vocentur  abscissae  o  f  =  f  et  o  g  =  g^  eruntque 
arcus  OF  =  U  :  f  et  0  G  =  U  :  g^  unde  longitudo  arcus  pro- 
positi  F  6  erit  =  U  :  g  —  U  :  f  Simili  modo  pro  quovis  arcu 
quaesito  X  Y  vocentur  dbscissae  o  x  =  x  et  oy  =  y^  eruntque 
arcus  OIL  =  U  :  X  et  OY  =  n:y,  ideoque  arcus  X  Y  = 
11:^  —  U  :  x^  qui  cum  aequalis  esse  debeat  arcui  F  6 ,  habe- 
bitur  ista  aequatio  U  :  y  —  U  :  x  =  U  :  g  —  H:/*,  cui  satisfieri 
oportet. 

§.  82.     Quoniam    puncta    F    et  G    considerantur    ut    fixa,     dum 

puncta    X    et    Y    per    totam    curvam  variari     possunt,      di£ferentiatio 

nobis  praebebit  hanc  aequationem   d  .  U  :  y  —  ^.11:^  =  0.     Quare 
cum  sit  per  hypothesin 

existente 

X  =  a  H-  PiC  -*-  'ixx  -f-  8a^  -f-  ea;*  et 

Y  =  a  -*-  gy  -*-  Ifyy  -I-  «»•  H-  ^y\ 
solutio    problematis    perducta    est    ad     hanc    aequationem     differentialem 


dy  dx 


y  Y     yx 


=  0. 


§.     83.       Hic    jam     methodum     ill.     de    la     Grange     in     sub- 
sidium    vocantes    statuamus    -J^  =  dtj     eritque  -^  =  dt.     Hic    scili- 

Vol.  IV.  64 


506  SUPPLEMENTUM     VIIL 

cet  Dovam  elementum  dt  in  calculnm  introducimas ,  qnod  in  se-* 
quentibus  differentiationibus  ut  constans  tractetnr;  tum  igitur  ha- 
bebimus 

Quod  si  ergo  porro  statuamtis  y  -%-  x  =  p  et  y  —  x  =  q^  habebi- 
mus  hinc 

|=l/Y-+-i/Xet^=>/y-l/X, 
quarum  formularum  productum  praebet 

'W  ~  ^       -*"• 
Valoribus  ergo  loco  Y  et  X  substitutis  erit 

H_  6  (y*  _  a*). 

Qoare  cum  sit 

y  =  ^T^  et  a;  =  ^^  erit 

y  —  x  =  q,  ^  —  ^  =n,  /  —  a^^iS^Spp-t-fl?)  et 

y^  —  a*  =  \m(VP-*-9S), 

quibus  substitutis  factaque  divisione  per  q  habebitur 

^l  =  P  -»-  TP  -*-  H  (3  i^  -+-  23)  H-  I  ep  CRP  -•-  32) , 

cujus  aequationis  plurimus  erit  usus  in  sequenti  calculo 

§.     84.        Jam      sumtis      quadratis      primae      aequationes      da- 
bunt 

^  _  Y   pt  ^  _  Y 

quae  denuo  differentientur ,  quem  in  finem  ponamus  brevitatis 
gratia 

dX  =  "Kldx  et  dY  =  rdy, 
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atque  hinc  nanciscemnr 

^    —  A   eL  -^  —  I  , 
qnibns  additis  erit 

2  ddp  •«?■'         V' 

'W  —  ^  ~*~  ^- 

Com  igitur  sit 

Y'  =  p  H-  2  Yy  -H  3  %  -I-  4  ej/",    erit 

''^??  =  2  p  -+-  2  Y  (o;  H-  y)  -H  3  «  (*«  H-  j^  H-  4  e  (a;»  H-  j^. 

Introduceodo  igitur  litteras  p  et  g^  ot  ante,    fiet 
« -H  y  =  1? ,  a? -I- y*  =  1  («p  H- ga) , 

sicque  ista  aequatio  haoc  induet  formam 

^^  =  2  P -^- 2  YP -+- i  8  djp  H- 33)  H- «1)  (BP  H-  3  35). 

§.     85.        Ab      hac      jam      postrema      aequatione      sobtrahatur 
praecedens  bis  sumta,    ac  remanebit 

dt*  qdt*    —  oqq  -i-  ^  tpqq. 

Hinc  per  qq  dividendo  habebimus 

1        /2ddp         2dpdq\  «  n 

cnjus     utrumque     membrum     manifesto    integrationem    admittit,       si     du- 
catur  in  elementum  dp.     Hoc  enim  facto  aequatio  integralis  erit 

§.  86.     Initio   autem    vidimus    esse  ^  =    |/  X  -*-   >/  Y ,     hinc- 
que  statim  pervenimus  ad  aequationem  integralem  algabraicam  hanc 
(Vx-yY)» 


„         =  G -t- ip  -t- tpp. 
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Quare  cam  sit  p  =  x  -^  y  et  q  =  y  —  Xy  haec  aequatio  evolata 
fiet 

^_^^        =  C  -f-  a  (o:  +  y)  -H  e  (o;  H-  y)% 

ubi    constantem    per    integrationem  ingressam    secuudam    indolem  prob- 

lematis    ita    definire    oportet,      ut  dum    punctnm    X    incidit    in  punc- 

tum  F,  punctum  Y  in  ipsum  punctum  6  cadat,  sive  ut  £icto 
X  =  f  Ht  y  =  g. 

§.  87.     Cum  jam  sit 
X-HY=2a-i-P(a:^y)-f-Y(^-*-»^) 

si  terminos  8  (tc  -f-  i/)  -h  e  (tc  +  yf  in  alteram  partem  transfe- 
rimus,    perveniemus  ad  hanc  aequationem  ^ 

2a-»-p(g-4-y)-*-T(a*->-y«)->-^gy(a;-^y)-»-2Kgayy-f-2VXY 

Subtrahamus  autem  insuper  utrinque  y»  ^^  ^^^^  ^  —  Y  scriba- 
mus  A  j  hocque  modo  nostra  aequatio  reducetur  ad  hanc  formam 
satis  concinnam 

2a-i-p(a;-f-y)-*-2  yxy  -*-  dxy  (« -4-  y)  -♦-  2  txxyy  -i-  2  V  X  Y 

§.     88.       Quia    nunc    A    ita     determinari     debet,       ut    sumto 
X  =  f  &Bt  y  =  Qj    si  secundum  analogiam  statuamus 

a  H-  p/^H-  yff-^hf  -f-  ef»  =  F  et 
a  -*-  P^  -+-  Tfl?  -^  ^*  -+-  6»*  =  G, 

erit  ista  constans  A  ita  expressa 

_  2a-f-p(/H-g)-^2Y/g-4-S/g(/-^g)-^2i//gg-4-2VFG 

Hac  igitur  aequatione  inventa,  si  ipsi  x  pro  lubitu  tribuatur  va- 
lor  quicunque,  inde  elici  poterit  valor  ipsius  y^  ita  ut  alter  ter- 
minus     X    arcus     quaesiti    X  Y     pro     arbitrio     assumi    possit.       Verum 
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facile  patet,  istam  determinationem  in  calculos  perquam  molestos 
praecipitare ,  quandoquidem  aequatio  inventa  quadratis  sumendis  ab 
irrationalitate  y/  XY  liberari  deberet.  Sequenti  autem  modo  ista 
inyestigatio  subleyari  poterit. 

§.  89.     Quoniam  ista  formula 
2  a  -•-  p  (a;  -+■  y)  -f-  2  Tfajy  -♦-  «a:^  (a;  H-  y)  -I-  2  sxxyy 

essentialiter  in  calculum  ingreditur^  ejus  loco  brevitatis  gratia  scri- 
bamus  hunc  characterem  [»,  y],  cujus  ergo  valor  erit  cognitus, 
etiam  si  loco  x  et  y  aliae  litterae  accipiantur.  Hoc  igitur  modo 
aequatio  inventa  ita  referri  poterit 

[g,y]-^2yXY  _  |/,g]-f-2yFG 
(y-a:)»  —  (g-/)t         » 

quae  ergo  aequatio  exprimit  relationem  inter  bina  ordinata  x  et  y, 
ut  problemati  satisfiat,    hoc  est,    ut  fiat 

n:y  —  Tl:x  =  n:g  —  n:f. 
Quare  cum  hic  etiam  sequatur 

n  :  y  —  n  :  g  =  n  :  X  —  n  :  f, 
aequatio  hinc  ista  exsurget 

[g,y]-^2VGY  _  [/,a:]-4-2yFX 

§.     90.       Ex     hac     jam      aequatione     cum     priore      conjuncta 

facile    eliminari    poterit    formula    radicalis    y/  Y,      sicque    aequatio    ha- 

bebitur  tantum  litteram  y  tanquam  incognitam  involvens,  unde  ejus 
yalor  haud  difficulter  definiri  potest.  Calculum  autem  hunc  insti- 
tuenti  patebit,  tantum  ad  aequationem  quadraticam  perveniri,  ita 
ut  bini  valores  pro  puncto  Y  reperiantur,  quemadmodum  rei  na- 
tura  postulat^  dum  sumto  puncto  X  alterum  punctum  Y  tam  dex- 
trorsum  qnam  sinistrorsum  cadere  poterit.  Hinc  autem  calculo 
fusius     non     immoramur,      quandoquidem    hic     potissimum     est     propo- 
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sitam,       totam     hujus     problematis     solationem     per     methodom     direc- 
tam  a  priori  repetere. 

Hypothesis     2. 

§.     91.       CoDstitata     saper     axe     oz     carva  OZ     in     priori 

hypothesi    descripta,      concipiatar    super    eodem     axe  alia     cunra     in- 

super     descripta    03^      ita    comparata,      ut    abscissae  ob  =  e    respon- 
deat  arcus  03  =  ^  :  z^    ita  ut  sit 

~^  Vz  ^ 

integrali     hoc     pariter     ita     sumto     ut    evanescat    posito    ^er  ==  0,     ezi- 
stente  ut  ante 

Z  =  a  -f-  p^f  -*-  Yff^f  -f-  8/  H-  sjB^. 

Pro  numeratore  autem  ponamus  brevitatis  gratia 

5t  -4-  aS^  -H  (fo^r  -4-  3)^  -1-  etc.  =  3 , 

ita  ut  sit  4> :  ;8f  =  f  ^  • 

§.  92.  Ista  jam  curva  hac  ratione  descripta  hac  insigni 
proprietate  erit  praedita,  ut,  si  in  priore  curva  rescissi  fuerint 
arcus  F  6  et  X  Y  inter  se  aequales ,  productis  iisdem  applica- 
tis  in  nova  curva ,  arcuum  hoc  modo  rescissorum  g  ®  et  3C  g) 
diflferentia  vel  algebraice  vel  saltem  per  logarithmos  et  arcus  cir- 
culares  assignari  possit,  cujus  rei  veritatem  solutio  sequentis  prob- 
lematis  demonstrabit. 

Problema     2. 

Si  in  curva  secundum  primam  hypothesin  descripta  ab- 
scissi  fuerini  duo  arcus  aequales  FG  et  XY,  iisque  in  curva  modo 
descripta  respondeant  arcus  g®  et  3fg),  quibus  scilicet  eaedem  ab- 
scissae  in  axe  conveniant,  differentiam  inter  hos  binos  arcus  m- 
vestigare. 
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S  0  1  u  t  i  0. 

§.  93.  Quia  igitur  hic  quaeritur  differentia  inter  arcus 
8®  et  3fS,  ponatur  ea  =  V,  quae  ergo  spectari  poterit  tan- 
quam  certa  functio  ipsarum  x  et  y^  si  quidem  puncta  $  et  @ 
tanquam  fixa  consideramus.     Cnm  igitur  sit  arcus 

g®  =  ^  :  g  —  ^  :  f  et  arcus 
3E3)  =  *  :  y  —  *  :  ic , 

habebimus 

^  :  y  —  ^  :  X  =  ^  :  g  —  4>:/*-f-V, 

unde  differentiando  habebimus 

SWy jW« ^ 

Vy      Vx~^^  ' 

quia  litteras  f  et  g  pro  constantibus  habemns. 

§.  94.     Ponamns  nunc  ut  supra  £actum  est 

dx    ^y      _  \. 

et  haec  aequatio  induet  istam  formam 

(3)  —  3P)  d«  =  dY. 

Verum    in     solutione     primi     problematis    deducti     fuimus    ad    hanc    ae- 
quationem  finalem 

^2  =  CH-8p-HeRP, 


qqdt^ 

unde  fit 


%  =  q  >/(C  -I-  8p  -I-  ei^p)  =  2  /(A  ^-7-1-8^-*-  tpp), 
atque  hinc  colligimus 


dt  = 


dp 


gV(A-f-Y-*-3p-«-e|)p)' 

ubi   est  p  =  35  -t-  y    et    q  =  y  —  x.     Hoc    ergo    valore    inducto    ae- 
quatio  differentialis  resolvenda  est 
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ubi  est 

similiqae  modo 

g)  =  9l-f.g^^6j^^3V-*-  etc. , 
quoasqne  libuerit  coutinuando. 

§.  95.  Quod  si  jam  hos  valores  substituamus ,  habe- 
bimus 

®  —  X  =  g3(y  —  ii;)^S(/  —  a?)^3)(y'  —  aj?) 

-+-  ®  (y*  —  a^)  -+-  etc. 

unde  si  loco  o?  et  ^  introducamus  quantitates  j>  et  ^?  ob  a;  =  ^^^ 
etc  y  =  ^—^ ,    orientur  sequentes  valores 

y  —  x  =  q,  ^t  —  ^  ^n,  y*  — a^  =  ia(3l?p-t-grs), 

j/*  —  aj*  =  |i?a(i?p-4-ga),/  —  a/^=  ^2(5/  -h  l^tm "+-  ff*). 

§.  96.  Quantitas  ergo  V  per  sequentes  formulas  in- 
tegrales  secui^dum  numerum  litterarum  93,  S,  3),  etc.  deter- 
minatur 

V  =  «   {-. ^ H-(5f-7 ^ 

•^    K  (A  -+-  Y  -•"  *1>  -•"  si>l>)  y  (A  -•-  Y  -•-  dp  -I-  ejjp) 

^  ij)  f      (3  i>p  -t-  gg)  ^      _|^  1  (g  f      Pdy-^-gg)^ 

^  XCt  f  (5j)*-4-10pf)gg-^g*)dp  ^  ^^^ 

Quarum  formularum  duae  priores  jam  absolute  exhiberi  possunt, 
sive  algebraice,  quod  evenit  si  &  =  0,  sive  per  logarithmos,  si 
valor  ipsius  e  fuerit  positivus,  sive  per  arcus  circulares,  si  valor 
ipsius  e  fuerint  negativus.  Reliquae  vero  formulae  exigunt  relatio- 
nem  inter  i^  et  g,  quam  deinceps  investigabimus.  Hic  tantum  no- 
tetur,    potestates  solas  pares  ipsius  g  in  has  formulas  ingredi. 
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§.     97.      Hic    aotem    littera    A    eundem    valorem     constantem 
designat,    qoem  sopra  jam  defimvimos,    qoi  erat 

^  = (r=7? 

Praeterea  vero  cum  esse  debeat 

evidens  est,  casu  quo  x  =  f  et  y  =  g  fieri  debere  V  =  0;  quam- 
obrem  formulae  illae  integrales  pro  V  inventae  ita  capi  debebnnt, 
ut  posito  p  =L  f  ^  g  et  g  =  p  —  f  valor  ipsius  V  evanescat. 

Analysis 

pro    investiganda    relatione    inter   p    et    g. 

§.     98.       Quia     jam      invenimns      aequationem      finitam      inter 

a;    et    y,      ex    ea    quoque     ponendo    y  =  ^^^   et    x  =  ^^^     relatio 

inter  litteras  p  et  q  derivari  posset;  verum  hoc  calculos  nimis 
taediosos  postularet,  quamobrem  aliam  viam  ineamus  istam  re- 
lationem      ex      formulis      differentialibus      deducendi.        Cum      enim      sit 

%  =  S^ '    ^^  proportionem 

dx:dy=VX:yY  enty^^y^-^; 
snpra  autem  invenimus  esse 

=y(A-i-Tf-+-«P-^  «RP)i 

ubi  A  eandem  denotat  constantem,    quam  modo  ante  definivimus. 

§.  99.     Nunc    igitur     fractio    pro     ^    inventa    supra    et     infra 
multiplicetur  per  |/  Y  -i-  ^/  X ,    et  cum  sit 

(/  Y  -H  /  Xy  =  J3  (A  -.-  -r  -H>  -H  tpp), 
habebimos  banc  aeqoationem 

T^ ' 
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CQJQS     denominatwem     jam     supra     §.      83.     evolvimas,       ubi     inveni- 
mus  esse 

quo  Talore  substituto  erit 

dp  g(A -t- Y -^  *P-^6PP) 


dq         ?  -^  yp  -^  \i  i^  PP  -^  qq)  -^  Itp  {pp  ^  qgD  ' 
quae  redueitur  ad  hanc  formam 

i  -^y  -^  ip  -^  tpp 

§.  100.     Transfer^mus    terminos    qui    continent    qq    a   dextra    in 
sinistram  partem  ut  obtineamus  hanc  aequationem 

2qdq—      gg^  (I  ^  -^  ^P)      ^  (2  p  H-  2  Tfy  -H  i  <Rp  -H  ci>»)  d>p 
A-Hif-»~^-»~«RP  A-t-if-+-*P-*-«RP 

Membrum  hujus  aequationis  sinistrum  integrabile  reddi  potest,  si 
per  certam  functionem  ipsius  p^  quae  sit  =  Ily  multiplicetur ,  quando 
fuerit 

dn  _  dpili-i-tp) 

n  A  -H  Y  -♦"  ^  -♦-  tpp ' 

quae  aequatio  integrata  dat 

m  =  ~  I  i  (A  H-  Y  -^-  »1>  -+-  tpp). 
Sicque  erit  multiplicator  iste 

n  =  -7 '- ; 

y  (A  -»-  7  -+-  *p  -+-  tpp) 
tnm  autem  intgrale  quaesitun^erit 

qq  _  c  (2  ? -*- 2 -^p -+- l  ipp -*- tp*)  dp 


\/ {£i -+- y  -+-  ip  -+-  e.pp)       J  {A -^  y  -*-  ip  -+■  tpp) 
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§.  101.    Hoc    postremam    integrale    manifesto    continet    formam 
—} — ,    qnippe  cojus  differentiale  est 

(2  Ap  -H  2  ifj>  H-  I  8pp  H-  g>^  ^ 

(A  H-  Y  -+-  *!p  -*-  «RP)* 
qoare  integrale  ita  potest  repraesentari 

92  V9 


/(A  H-  if  -t-  ^  -H  *i)p)        ]/(A  -H  if  -*-  «P  -♦-  6RP) 

(2  p  —  2  Ap)  flip 


(A  -*-  Y  -*-  «P  -+•  q^)* 


ffl-4-1ip 


quod      postremum      integrale      statuatur      =  -7 — ,        hujus 

enim  differentiale  est 

[(A  -H  y)  it  —  I  8f»  H-  d  ^n  —  sm)i?]  c^ 

3  » 

(A  H-  Y  -^  «P  -^  «Rp)« 
ideoque  fieri  debet 

(A  -H  y)  n  —  I  «m  =  2  p  et 
|Jn  —  fiw  =  —  2A, 

unde  deducuntur  valores 

_  4P^-4-8AA-»-8At  pt   -li  —       8pc-»-4Aa 
^~     4Ac-#-4y«-M     ^^  ^  ""  4AC-4-4YC  — d«» 

quarum    fractionum    loco    in    calculo    retineamus    litteras    m    et   n,     con- 
sequenter  adjecta  constante  aequatio  integralis  ita  se  habebit 

gg  =  jPP  -H  njp  -+-  m  -f-  C  |/(A  -i-  y  -»-  *P  -♦-  ^VP\ 

§.  102.  Ista  autem  constans  ita  definiri  debet^  ut  po- 
sito  jp  =  /*-«-9fiat9=^  —  f^  ex  quo  quantitas  illa  constans  ita 
determinabitur 


C=  — 


4/g-«-n(/-4-g)-»-m 


y[A-HYH-dC/-Hg)^c(/-Hg)«]       . 
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Hoc  ergo  Yalore  mvento,  facile  assignari  poterunt  valores  non 
solnni  ipsios  qq  sed  etiam  ejos  potestatum  parium  q^,  ^,  j",  etc. , 
quibus  indigemus.  Atque  hinc  intelligitur  pro  inveniendo  valore 
ipsius    V    alias    formulas    integrales    non    occurrere    nisi    quae    involvant 

quantitatem     radicalem     \/  {A  -^  '>(  -^  ip  -^  Epp)^      quarum     ergo     in- 

tegratio,  nisi  algebraice  institui  queat,  semper  per  logarithmos  et 
arcus  circulares  expediri  poterit.  Evidens  autem  est,  casu  quo 
c  =  0  omnia  integralia  algebraica  exprimi  posse. 

§.  103.     Quod  si  ergo  pro  priori  curva  OZ  fuerit 
pro  altera  vero  curva 

tum    sumtis    in    priori    curva    arcubus    aequalibus  F  0    et    XY  j      iis 

in     altara     curva     respondebunt     arcus     %®    et  XS),      quorum     dif- 

ferentia     semper     geometrice     assignari    poterit.  Interdum    etiam    fieri 

pi^te^tf  ut  diilerentia  V  in  nihilum  abeat,  id  quod  quidem  semper 
ovenit ,    sumto  x  =  f. 

• 

§.  104.  Praeterea  vero  etiam  datur  alius  casus  mazi- 
lue  momorabilis,  quod  differentia  illa  V  algebraice  exprimi  poterit, 
qui  ^Yilicet  semper  locum  habebit,  quando  tam  in  denominatore 
quaui  in  numeratore  tantum  potestates  pares  ipsius  e  occurrunt, 
hoi*  ost  ai  ftiorit  pro  curva  priore 

df 

|ux>  alt^ra  vero  curra 

.   ^  .  «u  (t -1- ttft -^  gj^  •<- SH -^^  g<c.) 

lU»  t>w\w  ca*ibus ,  sx  in  priore  curva  arcus  aequales  F  G  et 
X  Y      ab^cindantttr ,      tum     arcuum     in     altera     curva     respondentium 
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3®  et  Xg)  differentia  semper  algebraice  seu  geometrice  ex- 
hiberi  poterity  ad  quotcunque  terminos  etiam  numerator  9t  + 
d^e  +  (Sjs^  +  etc.  continuetur,  atque  hic  est  casus,  quem  olim 
tam  in  calculo  integrali  quam  alibi  fusius  pertractavi. 

§.  105.  Ad  hoc  ostendendum,  quia  habemus  tam  8  =  0 
quam  ^  =  0 ,    primo  erit 

«=l?P-»-w-i-Ci/(A  -t-T-^-epp), 

ita  ut  hic  tantum  potestates  pares  ipsius  p  occurrant,  tum  autem 
pro  litteris  germanicis  6,  (S,  ®,  etc.  formulae-  integrandae  sequenti 
modo  se  habebunt: 

Pro  Uttera  6 f    .     ^ , 

quae  per  se  est  absolute  integrabilis. 

Pro  Uttera  (S f  JpM:!J[^ 

quae  loco  qq  substituto  valore  induet  hanc  formam 

r^{2pp^fn)dp   ^Cipdp, 
^  y(A^Y-»-«JRP)  ^^^' 

ubi  integratio  est  manifesta,  quod  etiam  usu  venit  pro  sequen- 
tibus    formuUs    Utteris     ®,    $,    afTectis.      Evidens    enim    est,     si    po- 

natur  ^/  (A  -i-  t  -i-  egp)  =  s  fieri 

pp  =  ^^^^f  ^    et  pdp  =  ^ ,    ideoque 

p^ da 

qua  substitutione  omnes  formulae  integrandae  fiunt  rationales  et 
integrae. 

§.  106.  Cum  autem  iste  posterior  casus  jam  satis  pro- 
Uxe  sit  tractatus,  ac  pluribus  exempUs  a  rectificatione  ElUpsis  et 
Hyperbolae  desumtis  Ulustratus,  casus  prior  quo  tantum  erat  e  =  0 
eo  majore  attentione  est  dignus,  quod  quantum  equidem  scio,  a 
nemine    adhuc    est    observatus,     cujus    ergo    evolutio  novae    huic    me- 


1 
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thodo  unice  accepta  est  referenda.  Qaemadinoduin  autem  haec 
deducta  snnt  ex  relatione  inter  p  et  g,  ita  etiam  relatio  elegantis- 
sima  erui  potest  inter  has  quantitates  p  =^  x  -^  y  et  u  =  xy^ 
quam  bic  subjungamus. 

A  n  a  1  y  8  i  8 

pro    investiganda    relatione    inter   p    et    u. 

§.    107.      Hic    pariter    primo    in    relationem    inter    dp    et    du 
inquiramus,    et  cum  sit 

J  =  45±i^,    ob 

du         ydx  -•-  xdy ' 

dx.dy  =  }/X:  }/Y  eni 

dp  _  yx-i-y Y 

du  ~  y  yX-*-a;yY' 

et  snmtis  quadratis 

dp*  X-i-Y-4-2yXY 


y 

k. 


dw*         yyK-^xxY-^-^xyYXY 

Supra  autem  vidimus  esse 

( )/  X  -I-  y'  Y)   =  J2  (A  -*-  y  -I-  8jP  -*-  epp) ,  existente  q  =  y  —  x. 
Pro  denominatore  autem  utamur  relatione  §.  87.  inventa 

2  OL -*- ^  (x -^  y) -^  2  yxy -*- dxy  (x -i- y) -^  2  txxyy  ■■%' 2  y^  XY 

unde  fit 

2  |/  XY  =  Agg  —  2  a  —  pp  —  2  YM  —  8jpu  —  2  euw , 
quo  valore  substituto  aequatio  nostra  erit 

djf>^  gg  (A  -t-  Y  -*"  ^i>  "♦"  ^pp) 

du^  yyX  -+-  xxY  •+-  ^qqu  —  2  au  —  ^pu  —  2  yuu  —  ^^^wa  —  2  eu'  ' 

§.  108.      Hic    autem    substitutis    loco    X    et    Y    valoribus  ,     ha 
bebimus  primo 

yyX  -4-  xxY  =  a  {xx  -^  yy)  -k-  ^xy  (a;  -*-  t/)  -*-  2  ^xxyy 
-H  Ixxyy  {x  -^  y)  -¥-  zxxyy  {xx  -*-  yy) , 


^ 
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quae  oh  x  -+-  y  =  p^    ix>y=:uetxx-^ffy=pp  —  2u,    erit 

yyX  -H  xxY  =  a  {pp  —  2  ti)  -♦-  ^pu  -«-  2  ^wu  -h  ipuu 

suu  {pp  —  2  u) , 

Qnde  totus  denoiniDator  reperietur  fore 

a(pp  —  4  u)  -H  tuu  (pp  —  4  u)  -+-  Aqqu , 

qaare  cum  mt  pp  —  4  u  =  ^ ,    nostra  fractio  erit 

cjp*  A  -♦-  Y  -»-  dp  -♦-  cpp 

du*  Au -I- a -f- cf»fi     ' 

unde  sequitur  haec  aequatio  separata 

dp  du 

V  (A -♦- Y  ■+■  *1> -♦- *PP)  V(«-»-Au-f-cuu)' 

unde  deducitur  hoc. 

Theorema    memorabile. 

§.  109.  Si  inter  binas  variabiles  o;  et  ^  habeatur  haec 
aequatio  differentialis 

^ d^ 

y  {a -*- fb:  ■+■  yxx -i- dafi -^  ai^)         V  (« ■+■  py -^- Yyy -♦- ^y*  ■+■  «y*) ' 

tum  posito  X  -k-  y  =  p  et  xy  =  u^  inter  has  Yariabiles  i?  et  u 
semper  locum  habebit  haec  aequatio  differentialis 

dp du 

y(A-f-Y-*-^-*-W)         y(a-*-Att-*-cuu)' 

ubi  A  quidem  est  constans  arbitraria  in  aequationem  posteriorem 
ingressa,  contra  vero  etiam  prior  aequatio  continet  constantem 
arbitrariam  ^  in  altera  non  occurrentem. 

§.  110.  Aequationis  autem  posterioris  integratio  in  promptu 
est.  Si  enim  utrinque  multiplicemus  per  |/  e ,  integrale  per  lo- 
garithmos  ita  exprimitur 

i  [p  >/  e  H-  ^-^^  ^y/(AH-Tf-H«p-i-  epp)]  = 
i  [u  >/  6  -I-  -^^  -4-  >/  (a  -4-  Au  "4-  tuu)\  -H  IV, 
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ideoqne  iDtegrale  ita  algebraice  ezprimetnr 

ep  -»-  I  «  -+-  y/  t  {A -¥- y  -t- ip  -t- tpp)  = 
r  [stt  -»-  I  A  H-  |/  e  (a  -t-  Au  -I-  tm)]. 

Ubi     constans     ista  F    facile  definitar  ez    conditione,       qnod    posito 

X  =^f    fieri    debet    y  =  g,  hoc    est  ut    posito    p  =  f  -t-  g    fiat 

u  =  fg,      qoippe  ez     qoa  conditione  constans     prior    A    jam     est 
definita. 

§.  111.    Qno    hinc   jam    facilius    sive   p    per    «    siye    «  per  j> 
definire  possit,    notator  esse 

1 


et 


tp-h-ii-t-  i/  [c  (A  -H  Y  -H. «p  H-  epp)] 

6j>H-|>—    |/[6(A-HYH-ap-t-  tpp)] 

iW-*(A-*-Y) 

1 

tu  -t-  l^  -t-  y'  [e  (a  -♦-  A»  -H  em)] 

6«  H-  1  A  —  y'  [e  (a  -*-  A«  -H  €««)] 

lAA-  o« 

Hinc  igitur  per  inversionem  sequens  aequatio  resultabit 

ep  -H  I  a  —  /  e  (A  -*-  T  -«-  ^  -«-  6gP)  _ 

1  «a  _  e  (A  H-  Y)  ~ 

1      ew-H^A  —  y^e^a-i-A^-*-  6««) 
T  JAA  -  oe  ' 

ep  -f-  i  8  —  /  6  (A  -«-  Y  -•-  *P  -*-  6RP)  = 

'  r  (tAA  -le)^^  X  [e«  -  1  A  -  l/  M«  H-  A«  -H  e««)  ]  ,• 

ex    quibus    duabus    aequationibus    sine    alio    negotio    sive    p    per    u    sive 
u  per  p  exprimi  poterit. 


sive 
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§.     112.       Hoc     igitur     modo     loco     variabilis    p    pro     inve- 
nienda    quautitate     V     facile     iutroduci     posset    variabilis    u,       si     qui- 

dem       loco       formulae      -7 ^ substituatur      formula      ipsi 

aequalis      -7 .       Verum      hoc      modo      casus      illi,       quibus 

^  y  (a -•- Att -•- tMtt)  '         ^ 

quantitas  V  fieri  potest  algebraica,  non  tam  facile  patescent;  in- 
terim  tamen  etiam  hoc  modo  certi  erimus ,  tam  casibus  quibus  e  =  0 , 
quam  quo  ^  =  0,  8  =  0  etc.  in  serie  9(,  ^B,  6,  etc.  tantum 
potestates  pares  occurrunt,  omnes  integrationes  algebraice  succedere 
debere.  Coronidis  loco  adhuc  aliam  relationem  inter  quantitates 
p  et  u  investigemus  y  cujus  contemplatio  insigne  incrementum  in  in- 
tegratione  aequationum  polliceri  videtur. 


Alia    Analysis 

pro    investigatione    relationis    inter   p    et    u. 

dp           Vx-f-VY 
8.     113.       Cum     sit     ut     ante     vidimus     —  =  — ; 7-, 

multiplicemus  supra  et  infra  per  |/  X  -1-  |/  Y ,     ut  numerator  evadat 

(>/  X  -H  |/  Yy  =  3J  (A  -H  Y  -^  «P  -H  tpp); 
tum  autem  denominator  prodibit 

yX-i-jrY-H(a?-i-y)  y^XY, 

ubi  denominatoris  pars  rationalis  dat 

ap  -H  2  Prcy  -I-  Tf a?y  (a;  -+-  y)  -H  ixy  {xx  -k-  yy)  -^  txy  (a?  -^  y^) , 
quae  expressio ,    oba;-i-y  =  p,    y  —  «  =  5,    eta;y  =  u,    abit  in 

ap  -I-  2  Ptt  -♦-  YPW  -^  iu  (pp  —  2  a)  -H  tpu  {pp  —  3  u). 
Deinde  ante  vidimus  esse 

2  |/ XY  =  Aas— 2a  —  gp— 2Ytt  —  «pu  —  2tuu, 
Vol.  IV.  66 
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quod  dnctoiD  Id  ^p  et  superiori  additum  praebet 

I  Apg?  —  i  p  (pp  —  4  u)  -t-  liu  (pp  —  A  u)  -¥-  tpu  (pp  —  4  u), 
quae  denomiuator  oh  pp  —  4^  u  =  gq  induet  hanc  formam 

1  Apgq  _  i  p<H  -+- 1  ^q  ■+■  f^mr- 

m 

hinc  aeqoatio  erit 

dp  _      A  H-  Y  -H  8p  -I-  gpp 

unde  deducitur 

cb  (§  Ai?  —  I  P  -«-  I  «w  -f-  epw)  =  die  (A  H-  Y  "^  *P  "^  epp), 

quae     ergo     certe     est     integrabilis;      id    quod    adeo    inde    patet,      quod 
altera  variabilis  u  nusquam  ultra  primam  dimensionem  exsurgit. 

§.   114.     A^rum    adhuc    alio     modo     relatio     inter   p    et    u    in- 
vestigari  potest;    scilicet  aequatio  primo  inventa 

dp  _      Vx^y  Y 

du  y  VX-+-a:VY' 

si  supra  et  infra  multiplicetur  per  y  Y  —  V  ^  ^^^^^ 
dp  Y— X 

du  — yX-+-a:Y-*-(2/  — ar)y  XY* 

Nunc  igitur  pro  numeratore  habebimus 

PS  -^  YM  -*-  *2  iPP  —  u^-^epq  (pp  —  2  //). 
Pro  denominatore  vero  pars  rationalis  erit 

—  03-4-  yqu  -H  8pqu  -1-  &qu  {pp  —  h)  , 
pars  vero  irrationalis 


l^q  —  (m  —  i  ?pq  —  Y2w  —  |  ^qu  —  squu , 
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ande  totus  denominator  conficitar 

unde  sequitnr  haec  aequatio  differentialis 

^  _  p  -4-  Yp  -I-  >  (jpp  —  h)  "*-  ej?  (j>p  —  2  ti) 

^  ~  2  ^  ( J^IP  —  4  tt)  —  2  a  —  I  ^p  -fr-  I  Spzi  +  eu  (pp  —  2  ti) ' 

quae  in  ordinem  reducta  ita  se  habebit 

djp  [A  (i?p  —  4u)  —  4a  —  P!p-^  *ptt  -I-  2  ew  (pp  —  2  w)]  = 
2  dtt  [p  -H  Yp  -H  8  (|)p  —  w)  -4-  ep  (l)p  —  2  w)] , 

quae  jam  ita  est  comparata,  ut  nuUa  via  ejus  integrationem 
instituenda  perspici  queat,  etiamsi  ejus  integrale  revera  exbibere 
queamus. 

§.   115.      Alio     insuper    modo     relationem     inter    p    et    ti     de- 
finire  licet,    si  aequationis 

dtt  ~  y  VX-i-ay  Y 

posterius  membrum  supra  et  infra  multiplicemus  per  y  y^  X  — 
ic  y  Y  ut  prodeat 

^  _  yX-a;Y-i-(y~a;)yXY 
du  yyX  — jRcY 

Nunc  enim  denominator  evadet 

opj  -*-  Pjtt  —  8gwu  —  epguti. 
Pro  numeratore  autem  pars  rationalis  praebet 

«3  —  'Yfl**  —  ^V9f^  —  ^  (j?P  —  ^)  > 
et  pars  irrationalis 

Ibl  —  n  —  \^  —  ^9L^  —  \  «P?w  —  ««wu, 
totus  igitur  numerator  erit  ^ 

S  Aj"  —  I  Pp3  —  2  Tf2M  —  I  «pjfi  —  egiipp, 

66* 


\ 


524  SUPPLEMENTUM    VIU. 

I 

ideoque 

dp  ^  lMpp  —  4u)  —  l9p  —  2yu  —  lipu  —  ^ppu 
du  op  -*-  Ptt  —  iuu  —  tpuu  ' 

sive 

2  dp  (oip  -i-  ftu  —  iuu  —  tpm)  = 

du  [A  {pp  —  4w)  —  fip  —  4yw  —  3  ipu  —  2  eppu]. 

Hic  autem  penitus  non  patet,  quomodo  multiplicator  hanc  aeqna- 
tionem  integrabilem  reddens  investigari  debeat,  unde  nullum  est 
dubium,  quin  ista  contemplatio  haud  parum  ad  limites  analyseos 
prolatandos  conferre  possit. 


SUPPLEMENTUM    IX. 

AD  8EGT.  I.     TOM.  H. 

D  E 

RESOLUTIONE     AEQUATIONDM    DIFFERENTIALIUM 
SECUNDI    GRADUS,     DUAS    TANTUM     VARIABILES 

INVOLVENTIUM. 


1).  Methodus  singularis  resolvendi  aequationes  diffe- 
rentiales  secundi  gradus.  M,  8.  Academiae  ecohib. 
die  19  Jm.  1779. 

§.1.      Si    |)    et    3    fuerint    fanctiones    qnaecanque    ipsius    a;, 
atque  proposita  fuerit  haec  aequatio  inter  binas  variabiles  x  et  e 


2pdz^»dp^^j^, 


evidens    est    ejns    integrale     facile    inveniri    posse,     si    ea     multiplicetur 
per  M^    ut  habeator 


2p0dM^M0dp  =  '-fl 


MdX  C  M^ 


Prioris     enim    membri     integrale     cst    p00y       posterius     vero    membrum 

posito    J  —  =  v>     abit     in    vdv^     cnjus    integrale     est    |  w  -*-  |  C, 

ita      ut      hinc      nanciscamur      istam      aequationem      integralcm     peM  = 
I  w  -♦-  I  C ,    unde  fit  w  =  2  pBz  —  C ,    hincque 

gdx 


^  =  Jt=>^(2i»^^-C), 
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quae  differentiata  dat 

zdx  2  pedM  -t-  Bzdp 

"q  y(2p£fjBf  — C)' 

facto  ergo  divisione  per  z,    erit 

dx  2pdz-^Mdp 

q  l/(2pjBf^  — C)' 

quemadmodum     autem     hinc     valor     ipsius    z    per     x^     ejusque     functio- 
nes  p  et  q   exprimi    queat,     non    liquet.     Ut    autem    istum    scopum    ob- 

tineamus ,     posito     ut     fecimus    J  —  =  v    ut     sit     t;t;  =  2  pe/s  —  C , 

retineamus  quantitatem  v  in  calculo,    et  cum  sit 


zdx 


=  dv,    erit  «  =$, 


q  dx 

quo  valore  substituto  habebimus 
unde  colligitur 

.  da;  V  ( w  -I-  C) 

av  = j , 

quae  sponte  separationem  admittit,    cum  sit 

dv  dx  »-t 

ideoque 


y(tw-i-C)  qV2p' 

dv  C       dx 


fdv         r 


y(w-*-C)  J   q  V^P^ 

cujus     valor,      quoniam    p    et    q     sunt     functiones     ipsius    a;,      tanquam 
cognitus  spectari  potest. 

§.  2.     Statuamus  ergo  hoc  integrale 
ut  babeamus 

J  y(w-*-c)         ' 

quare  cum  constet  esse 

f  ~7 — ^ —  =  Z  [t;  -H  i/  (iw  -4-  C)j ,    erit 

t;  -H  |/  (ot  -4-  C)  =  X , 


AD  SECT.  I.     TOM.  H.  527 

unde  colligitur  v  =     ^^    ,    ideoque  per  quantitatem  X  definitur. 

§.  3.  Cum  igitur  supra  invenerimus  2  pesf  =  tw  -i-  C, 
erit 

^P^^—      4XX      -*-  ^  —       4XX      > 

consequenter  erit 

sicque  quantitas  z  ita  per  X  exprimitur,    ut  sit 

_       X»H-C 

"~   2Xl/2p' 

ubi  meminisse  oportet  esse 

§.  4*.'  Manifestum  autem  est,  aequationem  nostram  pro- 
positam,  si  a  signo  integrali  liberetur,  abire  in  aequationem  dif- 
ferentialem  secundi  gradus,  '  cujus  ergo  integrale  completum  modo 
elicuimus.     Facta  enim  multiplicatione  per  j  fiet  ^ 

2  pqde  -♦-  qisdp  =  A»  J  ^ , 

et     diiferentiatio     sumto     elemento     dx    constante     praebebit      sequentem 
aequationem  differentialem  secundi  gradus 

2  pqdde  -H  2  pdqdz  -♦-  zdqdp\  jsdx* 

-t-  3  qdpdis  -*-  q^ddp  I  ~     2    ' 

cujus    ergo     aequationis     non     parum     abstrusae     novimus    esse    integrale 
completum 

dx 


Z  = 


X2^C  _._._.    -  _  J 


existente  X  =  e  ^  q  V^p, 


2xy2p' 
ita  ut  ista  quantitas  X  etiam  constantem  arbitrariam  involvat. 
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§.  5.  Cum  autem  haec  aequatio  non  panim  sit  com- 
plicata;  sequenti  modo  concinnius  repraesentari  potest;  cum 
enim  sit 

erit  differentiationem  tantum  indicando 

\     qd,pge  jsda^ 

quae      manifesto      integrabilis    evadit,       si    multiplicetur      per     ^JEJ^^ 

quodsi     enim      brevitatis     gratia     statuatur     IjI^  =  sdx.       membrum 
sinistrum  fit 

2  sdx  .  dsdx  =  2  sdsd^ 

ejusque     ergo    integrale     ssda?  :    at    vero    ex     parte    dextra    habebimus 
2  da^d.pisis^    cujus  igitur  integrale  est 

2  pzzdx^  -H  Gdoi? , 

ita  ut  integratio  nobis  praebeat  ss  =  2  pzB  +  C. 

§.  6.  Quo  nunc  hanc  aequationem  penitius  evolvamus, 
statuamus  ut  ante  pzz  =  v^  ita  ut  sit  —  =  sdx^  eritque  nos- 
trum  integrale  inventum 

quae  oh  zz  =  ^  abit  in  hanc 
unde  eruitur  propemodum  ut  ante 

dv  dx 

yt?(2©-i-C)  ~  qt  y p^ 

quae  a  forma  ante  inventa  non  discrepat. 

§.  7.  Simili  modo  etiam  aliae  aequationes  diiferentia- 
les       magis       complicatae       resolvi      poterunt,       veluti      si      proponatur 
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ista  aequatio 

dx  C  Mdx 


3  pda  -¥-  zdp  =  j\ 


nbi    iteram   p    et    q    denotant    functiones    quascunque    ipsius    x.      Cum 
enim  sit 


erit  per  zz  multiplicando 

zgdx  r  MBdx 


av  =  ^f 


9 


zgdx 

2  V  =  w  -H  C. 


quae    posito    J  ^  =  v    abit    in    d  ^pi  =  vdt; ,      ideoque    integrando 


§.  8.     Quoniam  autem  posuimus  f  —  =  v ,    erit 


unde  fit 

Sumtis  ergo  quadratis  erit 

i^  =  (w-|.C)«,    ideoque 

cujus  radix  cubica  praebet 


|/(w-f-C)*       «>/4i?p 

Hinc    igitur    quantitas    t;    per    o;    definitur,     ita    ut    jam    v    spectare 
queamus  tanquam  veram  functionem  ipsius  x^    qua  inventa  erit 

^  =  -a^,    hincque  «  =  / -3^ . 
Vd.  IV.  67 
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§.  9.     Eadem    ista    aeqnatio    adhoc    alio    modo    resolvi    poterit, 
quandoquidem  per  q  moltiplicata  ita  repraeseniatur 

^'       BB      ~  "IT' 

quae      manifesto      integrabilis      redditur,        maltiplicando      per         ^g     ^ 
prodit  enim 

{^J  =  2  p/ d^ -*^  Cda^. 


§.  10.     Jam  ponator  pt^  =  v,    ita  ot  sit 


P  P      ^       P   ^ 

qno  valore  substituto  habebimuB 


V  y  V 

unde  concluditur 

— —              ,___-.        sivc 

t;  (2  t;  -f-  C)  \/  V        pqq  y/  p ' 

dv                              dv 

dx 

^  v{2v  -^G)y  v       t^  y  {2v  -^G)       q  y  pp 

haec  aequatio  simplicior  evadit ,    ponendo  v  =  u^^    scilicet 

3  du         dx 

Vi2i^^C)~q\/pp' 

Hinc    intelligitur ,       innumerabilia    exempla    per    has    formulas    expediri 
posse. 
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§.  11.  Qoin  etiam  hQJnsmodi  aeqnationes  multo  genera- 
liores  tractari  potemnt;  namque  aeqoatio  generalior  ita  potest 
repraesentari 

d.pe"^      dx  CtTdx 


«" 


=?/ 


qnae  evolnta  dat 


^i, -*.  0"— •  ^  =  *?  f 


Facta     antem     maltiplicatione     per    «",      prodit    aeqoatio     sponte     in- 
tegrabilis 

si  qaidem  prodit 


.^  =  (j^y.o. 


§•     12.      Ad     hanc     aeqnationem     nlterias      eyolTendam      sta- 
tnamns 


J 


—  =  »;    entqne  «  =  ^» 


nnde  primo  2  |w    =  tw  h-  C ,    et  hinc  porro 

(2  # .«•  =  (2  pf  .  g  ==  (w  -f-  C)^, 

qnae  cnm  sponte  sit  separabilis,    dabit 

dv ^ 

(w  *  O^       g  (2  |>f 

nnde     ergo     qnantitas    v    per    a;    determinabitnr ,      qna     inventa     ipsa 
qnantitas  qoaenta  0  ita  exprimetar,   nt  sit  ir  =    .    ■» 

67* 
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§.  13.  niastremus  haec  unico  ezemplo  a  primo  casu 
petito ,  sumendo  scilicet  jp  =  1  -h  o^c  et  $  =  |/  2 ;  ita  ut  aeqoatio 
proposita  sit 

2  dir(l  -t-  jroj)-*-  2zxdx  =  ^J^dc, 

quae  in  hanc  aequationem  secundi  gradus  evolvitur 

4  ddz  {1  -^  zx)  -^  12  xdxde  -h  3  zdix^  =  0 , 
cujus  ergo  inte^ale  quaeritur. 

§.  14.  Faciamus  ergo  applicationem  solutionis  supra  §.  3. 
inventae ,    ubi  cum  hic  sit  p  =  1  h-  o»  et  j  =  |/  2  J    erit 

ande  fit 

_y[x-*-y(i-*-xx)] 

^-        yi       ' 

hoc  igitur  valore  substituto  habebimus 

aC  -I-  ar  •+-  "j/  (1  -I-  ocx) 


Z  = 


2^2  a  {l  -^  XX)  [x  -^y  {l  -i-  xx)]^ 

quae  hoc  modo  simplicius  exprimitur 

[aC -H  ar -♦- y  (1  H- iRr)]  y  [— x -♦- y  (1 -♦- a»:)] 


Z  = 


2  y2  a{l-*-xx) 

Ubi  ergo  duae  quantitates  constantes  arbitrariae  sunt  involutae) 
atque  adeo  hoc  integrale  completum  algebraice  determinetur.  Po- 
sito  ergo  C  =  0,    integrale  particulare  erit  ex  prima  forma  petitum 

y  [x -♦- y  (1 -H  «ar)] 


z  = 


2y2a(l-+-xa:) 


§.  15.  Aliud  integrale  particulare  hinc  exhiberi  potest, 
constantes  ita  sumendo  ut  sit  aC  infinitum ,  at  vero  C  y"  a  fini- 
tum  =  b ,    tum  enim  erit 


aC 

^  = 


2  y2  a(l-i-xa:)  [x -^  Y  {l -^  xx)]         2  Y  2  {l -^  xx)  [x -^  Y  {l -^  xx)]  ^ 


AD  SEGT.  I.    TOM.  n.  533 


quae  foi-ma  redigitnr  ad  hanc 

a  Vt—as-f-V  (!-•-«*)] 


z  = 


Va-^ow) 


2.)  Methodus  nova  investigaiidi  omnes  casus,   quibus 
hanc  aequationem  differentio-differentialem 

ddy  (1  —  axx)  —  bxdxdy  —  cyda^  —  0 

resolvere    licet      J/.    8,    Acadmiae    exhib.   die 
13  Ja/n/ua/rii,  1780. 

§•  16.  Hic  quidem  in  usum  yoeari  posset  methodus  a 
me  et  ab  aliis  jam  passim  exposita ,  qua  valor  ipsius  y  per  seriem 
infinitam  ezprimitur.  Tunc  enim  omnibus  casibus,  quibus  haec  se- 
ries  alicubi  abrumpitur,  habebitur  integrale  particulare  aequationis 
propositae;  unde  quidem  haud  difficulter  integrale  completum  erui 
poterit.  Yerum  etsi  hoc  modo  infiniti  casus  integrabiles  reperiuntur, 
tamen  non  omnes  innotescunt,  sed  dantur  praeterea  infiniti  alii  casus, 
qui  resolutionem  admittunt.  Quamobrem  hic  methodum  prorsus  sin- 
gularem  proponam,  cujus  ope  omnes  plane  casus  integrabiles  elici 
poterunt.  Haec  autem  methodus  ita  est  comparatay  ut  .cognito 
casu  quocunque  resolutionem  admittente,  ez  eo  innumerabiles  alii 
deduci  queant. 

§.     17.      Statim    autem     se     offerunt  duo     casus     simplicissi- 

mi,    quibus    resolutio    succedit,    quorum    alter  est,     si    c  =  0,    alter 

vero    si    &  =  a,      quos    ergo    binos     casus  principales     ante     omnia 
evolvi  oportet. 
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Casus    prior    principalis 
qno    c  =  0, 

§.  18.    Hoc  igitor  casu  aequatio  nostra  erit 
ddy  (1  —  aa^)  =  bxdxdifj 
quae  posito  dy  =  pdx,    abit  in  hanc 
^  (1  —  aax)  =  bpxdxj    sive 

dp  ___     hxdx 
p         1  — obb' 


ciyus  integrale  est 


lp  =  ^;^lil-axx)^lG, 


2a 

sicque  erit 

p  =  C(l-aa:a:r^  =  g, 

unde  obtinetur 

»_ 

y  =z  C  j  dx{l  —  axx)    *•: 

ubi  notasse  juvabit  istnm  valorem  fieri  algebraicum  quoties  fue- 
rit  —  2^  numerus  integer  positivus ,  sive  6  =  —  2  ia  denotan- 
te  i  numerum  infegrum  quemcunque.  Tum  vero  valor  integralis 
etiam   algebraicus   evadit,    quando   fiierit   —  ^^,    sive  —  |,    sive 

sive  —  l ,    etc.  ideoque  in  genere  ~  =  2  t  -♦-  1 ,    ubi  esse  nequit  i  =  0. 

Casus    principalis    alter 
quo    b  =  a. 

§.     19.      Hoc    ergo    casu     aeqnatio    nostra    per    2  dy    mul 
tiplicata  erit 

2  dyddy  (1  —  axx)  —  2  aa^dxdi^  —  2  cydyd^  =  0 , 


5 
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qnae  sponte  est  integrabilis ,    ejns  enim  intograle  erit 

dy^  (1  —  axx)  —  cyyds?  =  Cdc*. 
Ex  hac  igitnr  aequatione  erit 

dy  }/  (1  —  axx)  =  ^  |/  (C  h-  cyy), 
separatione  ergo  facta  erit 

y(i-«a)~  y(CH.cjv)* 

In  hac  ergo  forma  itemm  continentar  casns  algebraici,  ad  qnos 
emendos  faciamus  a  =  —  aa,  c  =  yy  ^^  ^  =  ^^9  nt  ha- 
beamns 

dx dy 

y(lH.a(ia«r)  ~  y(PpHHYW)' 

cnjns  integrale  est 

\i[fLc-^y(\-^fuutx)]  =  U[yy^V{9^^rm^ 

nnde  ad  nnmeros  ascendendo  erit 

rty^  V  (pp  -f-  rm)  =  A  [aa?  -f-  /  (1  -f-  oaaa)]  -. 
Posito  ergo  Y  pro  hac  ezpressione  posteriore  erit 

Y  —  ty=  /(PP-^mfJ»), 

et  snmtis  qnadratis  y  =  ^^1^^^ .     Cnm  igitnr  sit 

V  =  A  [aa;-fr- /(1 -+-aaaa;)]-,    erit 

JL 


27y=?A[aa;-i-l/(l-H  aaa»)]  • 

—  ^  [oflj  -♦-  y'  (1  -«-  aaaa)] 


T 


nbi  est  pp  =  C ,    exponens  vero    -1  =  1/3-,    sicqne ,    qnoties  y^  ^f 


a 

fuerit  numerus  rationalis,    integrale  semper  erit  algebraicum. 
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§.  20.  His  duobus  casibus  principalibus  expeditis  dn- 
plicem  tradam  viam  aequationem  propositam  in  infinitas  alias  ejus- 
dem  generis  transformandi ,    ita  ut  semper  aequatio  hujus  formae 

m  (l—aax)  —  RrArdY  —  CYaaJ*  =  0 

^rodeat,  quae  cum  resolutionem  admittat  casibus  vel  G  =  0  vel 
6  =  a,  iisdem  casibus  etiam  ipsa  aequatio  proposita  erit  resolubilis. 
Duplices  igitur  hasce  transformationes  jam  sum  ezpositurus. 


Transformationes    prioris    ordinis. 
§.  21.     Statuo  y  =  ^,    unde  ob 

aequatio  nostra  induet  hanc  forinam 

^v  (1  —  aasx)  —  hxdxddv  —  cdo^dv  =  0, 

cujus  singuli  termini  integrationem  admittunt:    erit  enim 

J  dd^dv  =  vdo^  ^ 

j  xdxddv  =  xdxdv  —  vdoi? , 

J  ^v  (1  —  axx)  =  ddv  (1  —  aocx) 

-H  2  axdxdv  —  2  avdix?. 

His  partibus  colligendis,    aequatio  nostra  erit 

ddv  (1  —  a(cx)  —  (&  —  2  a)  ocdxdv  —  (c  —  6  h-  2  a)  vdoi^  =  0 , 

qnae  cum  propositae  prorsus  sit  similis,  integrabilis  erit  his  duobus 
casibus  c  —  &-i-2  a  =  0  et&=3a,  sive  quoties  fuerit  c  =  b  —  2  a 
vel    &  =  3  a ,     atque    integratione    pro    utroque    casu    instituta ,     ita    ut 

V  exprimatur  per  x^    tum  pro    ipsa    aequatione    proposita    erit    y  =  -^; 

unde  patet,  si  integralia  pro  v  inventa  fuerint  algebraica,  fore  quo- 
que  valorem  ipsius  y  algebraicum. 


li 
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§.    22.      Qood    si    ulterias    simili    modo    stataamns    v  =  -^y 

quoniam  per  operationem  praecedentem  litterae  b  et  c  transibunt  in 
b  —  2  a  et  c  —  b  -^  2  a^    nunc  ista  aequatio  proveniet 

ddv  (1  —  axx)  —  (b  —  4  a)  xdocdv' 

—  (c  —  2  6  -f-  6  a)  t;'^  =  0, 

quae    ergo    integrabilis    erit,      si    fuerit    vel    b  =  6  a    vel    c  =  2  b 

—  6  a.       Atque     inventis     valoribus     pro     v     fiet     y  =  ^,       scili- 

cet  differentialia  secunda  ipsius  v'  dabunt  y:  sicque,  si  pro  t/ 
valor  algebraicus  prodierit,  etiam  y  adipiscetur  valorem  alge- 
braicum. 


§.  23.  Quod  si  eandem  substitutionem  denuo  repetamus 
ponendo  t/  =  -^^  pro  litteris  initialibus  b  et  c  jam  habebimus 
b  —  6aetc  —  36-i-12a,    et  aequatio  resultans  erit 

ddv''  {l—axx)  —  (b  —  6a)  xdxdv^' 

—  (c  —  3  6 -+-  12  a)  t/' Ac"  =  0, 


quae     ergo     resolutionem     admittet,       quoties    fuerit     vel    b  =  7  a    vel 
c  =  S  b  —  12a,     quibus   ergo    casibus    etiam    ipsa    aequatio    proposita 

resolutionem  admittat  necesse  est,    cum  sit  y  =  -g^* 


§.  24.  Quod  si  ergo  easdem  has  operationes  continuo 
repetamus,  perpetuo  ad  aequationes  ejusdem  formae  perveniemus; 
ubi  notasse  sufficiet  ambos  valores,  quos  pro  litteris  6  et  c  in  qua- 
libet  operatione  obtinuerimus ,  quos  una  cum  valoribus  ipsius  y  in 
sequenti  tabula  ob  oculos  ponamus 

Vol.  IV.  68 
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h 

c 

y 

Operatio  I. 
II. 

m. 

IV. 

b       2a 
6  — 4a 
6  —  6« 
b       Sa 

c  —  6  -+-  2  a 
c  —  2  6  -+-  6  a 
c—  36-H  12  a 
c  —  4  6  -H  20  a 

dv 
dx 
ddt/ 
dx^ 

t 

• 

t 

b—2ia 

c  —  i6  -*-  t  (t  -1-  1)  a 

dx* 

§  25^  Hinc  igitur  in  genere  patet,  aeqoationem  pro- 
positam  semper  resolationem  admittere,  quoties  fuerit  vel  b  = 
2  ta  H-  a,  vel  c  =  t6  —  t  (t  h-  1)  a,  ubi  pro  t  omnes  nume- 
ros  integros  positivos  accipere  licet,  ita  ut  hinc  duos  ordines  inna- 
merabilium  casuum  integrabilium  nanciscamur,  quorum  posteriores 
tantum  per  methodum  serierum  initio  indicatam  reperiuntur,  priores 
vero  huic  methodo  prorsus  sint  inaccessi. 


Transformationes    posterioris    ordinis. 

§.  26.  Quemadmodum  hic  per  differentialia  sumus  pro- 
gressi,  nunc  per  integralia  regrediamur,  ac  primo  quidem  ponamus 
y  =  i  zdx ,    et  aequatio  proposita  evadet 

d^  (1  —  axoi)  —  hxzd^x^  —  cdx  J  zdx  =  0 , 

quae  differentiata  ad  formam  propositam  reducitur 

dbz  (1  —  ax^  —  (6-1-  2  a)  xbxdz  —  (c  -i-  6)  zdo?  =  0 , 

quao     ergo     secundum     casus    principales     integrationem     admittet,       ca- 
sibus    c  -4-6  =  0    et    5-i-2a  =  a,     sive   c  =  —  6   et   6  =  —  a. 
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^  Integralibas     igitur     inyentis     erit  y  =  j  edx\  unde     patet     etiamsi 

haec    integralia    faerint    algebraica,  tamen    valores  ipsias    y   fieri    trans- 
cendentes. 


§.  27.  Simili  modo  statuamas  porro  e  =  ^  s'  dxj  et 
quia  per  praecedentem  operationem  loco  &  et  c  adepti  sumus 
&  +  2  a  et  c  +  6,    nunc  perveniemus  ad  hanc  aequationem 

ddfs  (1  —  aaxc)  —  (&-*-  4  a)  xdxdz  —  (c-i-26H-2a)0'da?  =  O, 

quae  ergo  integrationem  admittet ,  si  fuerit  vel  CH-2&-f-2a  =  0, 
vel  6  -I-  4  a  =  a ,  sive  c  =  —  26  —  2a  et  6  =  —  3a.  Integrali- 
bus  autem  hinc  inventis  pro  y  habebimus  y  =  j  dx  j  sf  dx^  quae 
ita  ad  signum  integrale  simplex  reducitar,    ut  sit 

y  =  X  ^  z  dx  —  ^  z  xdx. 

§.  28.  Simili  "modo  statuamus  porro  z  =  ^  e"  dx^  at- 
que  nunc  deducemur  ad  hanc  aequationem 

dd/  (1  —  axx)  —  (6  -fr-  6  a)  xdxd^'  —  (c  -i-  3  6  -h  6  a)  /  dic'  =  0, 


quae  igitur  integrabilis  erit,  si  fuerit  vel  c-i-36-f-6a  =  0, 
vel  6  -+-  6  a  =  a ,  hoc  est  si  c  =  —  3  6  —  6  a  et  6  =  —  5  a ;  at- 
que  ex  his  integralibus  fiet  y  =  j  dx  j  dx  j  e"  dx,  qui  valor 
ex  praecedente  reduci  potest,  si  is  per  dx  multiplicatus  denuo  in- 
tegretur  et  loco  z'  scribatur  /',    obtinetur  enim 

If  =  Ixx  j  z"  dx  —  X  j  xz'  dx  -^  l  j  xxis"  dx. 


§.  29.  Quod  si  jam  has  operationes  ulterias  continuemus, 
totum  negotium  huc  redibit,  ut  formulae,  quae  loco  6  et  c  sunt 
proditurae,  rite  formentur,  simulque  valores  ipsius  y  assignentur, 
quemadmodum  sequens  tabula  indicabit 

68* 
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aeqnatio      iDtegratioaem     admittet,      qnoties     fiie- 
""  hoc   est  c  =  —  iJ  —  i(i  —  1)  a,    vel    B  =  a   hoc 
[  s  —  1)  a :    qnae    formalae    ab    illis    qaas    aapra    pro 
^tioniini    ordiae    inTeoimas ,     taotam    io    hoc    discrepaat , 
ralorem     aegatlTam     accepit ;       oade     a^juagatur 


CoDclasio    geoeralis. 

Si    littera    i    hic    deaotet    omaes    oameros 
Bive     aegativos ,      aeqaatio     proposita      differeDtio-dif- 


-  axx)  —  hxdxdjf  —  c^dn^  =  0  • 

tioDem  siTe  resolatiooem  admittet,    qnoties  fberit 

j  =  tfc  —  •  (i  -»-  1)  a ,    vel 
^=(2i-i-  l)a; 

licet,     onuies    plane    casns    resolnbiles    in    hac    daplici 
ita    nt    aallns    plane    casas    iategratioaem    admittens 
qui    aon    ia     alteratra    baram     dnaram     formalaram 
dum    contra    methodus    per    sehes    procedeas ,      cu- 
leationem    fecimus ,    taatam    casns    integrabiles   priores    oaten- 
inde    infinitns    namems    casnam    pariter    resolubilinm    inde 


Corollarinm     1. 

3.      Transformetor     aequatio     proposita     ia     aeqnationem 
primi      gradns      ponendo      j/  =  «/"**,      ac     perreaiemus 
XEaatioDem 


H  mdx  - 
etiam 


1  — 
integrationem 


=  0, 


admittet      casibns      quibns      vel 
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b 

c 

y 

Operat.    I. 

n. 
m. 

IV. 

6-H  2a 
6-1-  4a 
6  -1-  6  a 
6-t-  8a 

•          •          • 

c-i-6 

c  -*-  2  6  H-  2  0 
c  -H  3  6-1-  6  a 
c  -»-  46-H  12a 

j  dx  j  e'  dx 

jdx]dxje"dx 

jdx]dxjdxjt^"dx 

• 

t 

6  -*-  2fa 

c  -t-  ib  -*-  i{i — l)a 

jdxjdx....jif*-'>dx 

§.  30.  Ex  antecedentibus  satis  manifestnm  est,  qnomodo 
integralia  ista  complicata  ad  simplicia  redaci  qneant,  nnde  tantam 
seqnentem  tabnlam  snbjungemus 

j  dx  j  0  dx  =  X  j  sf^dx  —  J  sf'xdx 

j  dx  j  dx  j  z'  dx  =  l{xx  j  z'  dx  —  2  x  j  b"  xdx -^  j  z'  xxdx) 


jdxjdxjdxjz''dx  =  d 


_,ix'jz'''dx 


"  xdx      \ 

z'"xUx] 


-  3  rca;  J  z"^  xdx 
3  «  J  £?'"  xxdx  —  j 

ix'  J  ^^v  ^^  _  4  a;«  J  ;^iv  xdx 
-H  Gxxjz^^xxdx  —  4  xjz^^^x^dx 
-^jz^x^dx 
etc.  etc^ 


§.  31  •  Quod  si  jam  has  operationes  secundum  numerum 
indefinitum  i  continuemus ,  et  loco  6 ,  c ,  z^  scribamus  B ,  C ,  Z , 
aequatio  resultans  erit 

ddZ  {l  —awx)  —  HxdxdZ  —  GZdx^  =  0 , 
ubi  erit,    uti  jam  mdicaviraus 


B  =  6  -H  2  ia  et  C  =  c  -•-  i&  -h  e  (i  —  1)  a ; 
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quamobrem  haec  aequatio  integrationem  admittet,  quoties  fiie- 
rit  vel  0  =  0  hoc  est  c  =  —  ib  —  i{i  —  1)  a,  vel  B  =  a  hoc 
est  6  =  —  (2  i  —  1)  a:  quae  formulae  ab  illis  quas  supra  pro 
priori  transformationum  ordine  invenimus,  tantum  in  hoc  discrepant, 
quod  hic  littera  i  valorem  negativum  accepit;  unde  adjungatur 
sequens 

Gonclusio    generalis. 

§.  32.  Si  littera  i  hic  denotet  omnes  numeros  integros 
sive  positivos  sive  negativos,  aequatio  proposita  differentio-dif- 
ferentialis 

ddy  (1  —  aocx)  —  hxdxdy  —  cydoi^  =  0  • 
semper  integrationem  sive  resolutionem  admittet,    quoties  fuerit 


l^)c  =  i6  — r(i-+-  l)a,    vel 
2^)6  =  (2i-H  l)a: 

ubi  asseverare  licet,  omnes  plane  casus  resolubiles  in  hac  duplici 
forma  contineri,  ita  ut  nuUus  plane  casus  integrationem  admittens 
exhiberi  queat,  qui  non  in  alterutra  harum  duarum  formularum 
comprehendatur ,  dum  contra  methodus  per  series  procedens,  cu- 
jus  initio  mentionem  fecimus,  tantum  casus  integrabiles  priores  osten- 
dit,  ita  ut  inde  infinitus  numerus  casuum  pariter  resolubilium  inde 
excludatur. 

Oorollarium     1. 

§.  33.  Transformetur  aequatio  proposita  in  aequationem 
dififerentialem  primi  gradus  ponendo  ^  =  e/*^,  ac  pervenimus 
ad  hanc  aequationem 

1  '^QSCX  ' 

quae      ergo      etiam       integrationem       admittet       casibus       quibus       vel 
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6  =  (2  t  -H  1)  a  ?el  c  =  i6  —  t  (♦  -i-  1)  a ,    denotante  i  nnmerom  qnem- 
cnnqne  integrnm  sive  positiynm  sive  negativnm 

Corollarinm     2. 
§.     34.       Qnod    si    porro    ponatnr    u  =  (1  —  aa>xf  t?,      po- 

2a 


sito    brevitatis    gratia    n  =  —  r-,    penrenietnr    ad    hanc    aeqnationem 


ad  genns  BiccaHanum  referendam 

(1  —axxTdv^il—  axxr  wdx  =  j^, 

qnae  per  (1  —  axxf  diyisa  abit  in  hanc 

dv  -^{\  —  axxf  wdx  = rjr+ri , 

(1  —  axx) 

qnae  ergo  iisdem  casibns  int^rationem  admittet. 

Gorollarinm     3. 

§.  35.    Qnod  si  snmamns  a  =  0,    orietnr  ista  aeqnatio 

du  -f-  uudx  =  huxdx  -•-  cdx , 
qnae    ergo    integrabilis   erit ,     si   fuerit   vel    6  =  0   vel    c  =  t& ,     quornm 
qnidem    prior    casns    per    se   est  manifestus ,     qnia  tum  erit  ax  =  ^_^^  • 
Haec  forma  antem  commodius  exprimi  poterit,    ponendo 

u  =  I  6a;  -t-  t; ,    unde  dv  h-  wdx  =  (c  —  |  6)  da;  -t-  J  bhxxdx , 
sive  ponendo  6  =  2  f ,    ut  fiat 

dv  H-  wdx  =  (c  —  f)  dx  -h-  ffxxdx , 

eritqne  haec  aequatio  integrabilis ,  qnoties  fuerit  c  =  2  if,  ita  ut 
seqnens  aequatio  semper  integrationem  admittat 

dv  H-  wdx  =  (2  i  —  1)  fdx  -t-  ffxxdx , 

quicunque  numerus  integer  sive  positivus  sive  negativns  pro  i 
accipiatur;  hoc  est,  si  in  penultimo  termino  f  miiltiplicetnr  per 
nuuiorum     imparem     quemcnnque    sive    positivum     sive     negativum,      qni 
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casus  eo  enmt  abstrosiores ,  quo  major  accipiatur  nameros  i;  at- 
que  adeo  vix  alia  via  patere  videtur  integralia  eruendi  ,  nisi  ut  ad 
aequationem  differentialem  secundi  '  gradus  propositam  regrediamur 
atque  easdem  operationes  instituamus  quas  supra  docuimus.  Interim 
tamen  observavi,  omnes  istos  casus  etiam  immediate  ex  ipsa  aequa- 
tione  per  fractiones  continuas  deriTari  posse.  Si  enim  proposita 
fuerit  haec  aequatio 

dv  H-  iwdx  =  gdx  -i-  ffxxdx , 

valor  ipsius  v  duplici  modo  per  fractionem  continuam  ezprimi  potest. 
Est  enim  priori  modo 

V  =  fx-^  g  —  f 


2fx^g—df 


2fx^g—5f 


2  /rc  -t-  etc. 


Altero  vero  modo  est 


V  =  —  fx  —  (g-^  f) 


^fx-^g-^df 


2fx^g-^6f 


2fx^g^7f 


2  /rc  -+-  etc* 

quarum  prior  abrumpitur,  quoties  fuerit  g  =  (2  i  -^  1)  fy  posterior 
vero,  quoties  fuerit  g  =  —  (2  f  -f-  1)  /*,  qui  sunt  ipsi  casus  inte- 
grabiles  ante  inventi. 
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3.)    De  formulis  integralibus  implicatis,    earumque 
evolutione  et  transformatione.    M.  8.  Academiae 

exhib.   die   20    AprHis   1778. 

§.  36.  Taliam  formularain  implicatarum  forma  generalis 
ita  exhiberi  potest 

j  pdx  j  qdx  J  rdx  J  sdx  etc. 

ubi  quodvis  signum  integrale  omnia  sequentia  in  se  complectitor. 
Ita  ad  valorem  h^jus  expressionis  inveniendum  a  fine  est  incipien- 
dum ,    positoque  integrali  j  sdx  =  &  erit 

j  rdx  j  sdx  =  jSrd», 
c^jus  valor  si  ponatur  =  R,    erit 

j  qdx  j  rdx  j  sdx  =  j  'Rqdx , 

quod     integrale     si     ponatur     =  Q,      valor     ipsius  formulae     propo- 

sitao    orit     =  J  Qpdx^      ubi    per    se    intelligitur ,  in     qualibet     inte- 

gratiouo  more  solito  constantem  arbitrariam  in  calculum  intro- 
duci  posso. 

§.  37.  Hic  scilicet  probe  tenendum  est,  istam  expressio- 
noin  J  pdx  f*  qdx  non  significare  productum  ex  formula  J  pdx 
iii  formulam  J  qdx^  sed  integrale  quod  oritur,  si  tota  formula 
difTorontialis  t^dx  (  qdx  integretur:  at  vero  si  velitaus  pro- 
ductuin  taliuni  duarum  formularum  integralium  designare,  id  inter- 
poKitiono  puncti  fieri  solet  hoc  modo  J  pdx  .  j  qdx^  ubi  scilicet 
puuctuin  doclarat  praccedentia  signa  integralia  non  ultra  hunc  ter- 
iiiinuin  tutondi  dobcro,    ita  haec  forma 

i  l>dx  J  qi>x  .  J  rdx  J  sdx 

pxprimit  pnuluctuin,  quod  oritur  si  formula  j  pdx  j  qdx  multi- 
plln^tur  por  J  rdx  J  sdx. 
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§.  38.  Hic  igitor  signandi  nos  prorsos  cotitrarins  uso. 
est  receptus,  atque  in  formulis  differentialibus  observari  solet,  obi 
talis  expressio  dxdydsf  denotat  productum  trium  differentialium 
dxj  dy  et  d^,  ita  ut  singula  signa  differentiationis  tantum  litteras 
immediate  sequentes  afficiant:  at  si  velimus  verbi  gratia  differentiale 
hujus  expressionis  xdydz  exprimere,  hoc  interpositione  puncti 
fieri  solet  d.xdydzj  ubi  punctum  significat,  praefixum  d  com- 
plecti  totam  expressionem  sequentem. 

§.  39.  Tales  autem  formulae  integrales  implicatae  potis- 
simum  nascuntur  ex  continua  integratione  aequationum  integralium 
lineariom,    quarum  forma  in  genere  est 

i^^  -*-  15"  -^  l^  -*-  a5?  -*-  ^*^-  =  -^' 

obi  litterae  p,  q^  r,  Sj  etc.  sunt  functiones  datae  variabilis  x^ 
cujus  etiam  functio  quaecunque  sit  littera  X,  altera  vero  varia- 
bilis  0  ubique  unam  tantum  tenet  dimensionem,  prouti  haec  forma 
generalis  hic  exhibetur,  ad  ordinem  tertium  differentialium  refertur, 
ideoque  temas  integrationes  postulat,  totidemque  constantes  arbi- 
trarias  inyolvere  est  censenda,  hic  scilicet  ad  methodum  integrandi 
maxime  naturalem  respicio,  quae  per  temas  integrationes  succes- 
sivas  integrale  desideratum  producat. 

§.      40.        Tali      scilicet      tequatione      proposita      ante  omnia 

nosse    oportet    multiplicatorem ,       quo     ea    reddatur    integrabilis ,  quem 

ergo  supponamus  esse  =  ^Pj  atque  integratione  peracta  prodeat 
ista  aequatio 

quae  aequatio  jam  est  ordinis  secundi;  quodsi  jam  ponamus  ho- 
jus  multiplicatorem  idoneum  esse  =  dP' j  &cta  integratione  oriatur 
haec  aequatio  primi  ordinis,    quae  sit 

Vol.  IV.  69 
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itegrali 


induet  hanc  formam 

/'^  =  jaP"JdP7XdP. 
Sicque  quantitas  z  exprimetur  per  formulam  integralem  implicatam. 

§.  41.  Tali  autem  forma  pro  integrali  inventa  praeci- 
puum  negotium  huc  redit,  ut  ea  ita  evolyatur,  ut  formula  con- 
tinens  functionem  indefinitam  X^  quae  hic  tema  signa  integralia 
habet  praefixa,  plus  unico  ante  se  non  habeat,  quamobrem  quem- 
admodum  talis  reductio  commodissime  institui  queat,  hic  ostendere 
constitui,  siquidem  nisi  certa  artificia  adhibeantur,  hujusmodi  operatio 
calculos  maxime  molestos  postularet. 

§.  42.  In  genere  autem  hujusmodi  formulas  implicatas  ita 
repraesentemus 

idp^dgt^dr^ds^dt  etc. 

pro  cujus  evolutione  a  casu  duorum  signorum  integralium  inchoemus, 
et  quia  erit  ^  dp  ^  dq  =  ^  qdp ,  reductio  vulgaris  dat  pq  —  J  pdq. 
Jam  loco  p  et  q  iterum  scribamus  j  dp  et  j  dq^  atque  evolutio 
ita  se  habebit 

j  dpjdq=jdp  .jdq-  j  dqjdp, 
ubi  in  genere  hanc  aequalitatem  notasse  juvabit 

jdpjdq  —  jdp.jdq-^jdqjdp  =  0. 

§.  43.  Consideremus  nuoc  formulam  tria  signa  integralia 
involventem  =  j  dp  j  dq  j  dr,  et  quia  ut  modo  vidimus  est 
j  dq  j  dr  =  qr  —  J  qdr^  nostra  formula  in  has  partes  dis- 
cerpitur  J  qrdp  —  j  ^  j  2^>  Q"*^  posterior  pars  reducitur 
ad     hanc     formam    p  j  qdr  —  J  pqdr ,       sicque     formula     nostra     erit 
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J  qrdp  —  P  j  gdr  -»-  /  pqdr.  Quoniam  nunc  reqmritur,'  ^  ut  elemen- 
tum  df  in  singulis  partibus  unicum  tantum  signum  integrale  habeat 
praefixum;    ponamus  qdp  ^  dv  \ki  sit 

<^  =  /2^=/^J^>    eritque 
/  qrdp  =  j  rdv  =  rv  —  j  vdr^ 

hincque  colligitur 

jpqdr  —  jvdr  =  jdr{pq  —  v)  =  jdr  j  pdq. 

Jam  loco  litterarum  finitarmn  differentialia  rursus-introducentur ,  at- 
que  valor  quaesitas  formulae  j  dp  j  dq  j  dr  sequenti  modo  ex- 
primetur 

jdpjdq.jdr-jdp.jdrSdq-^jdrjdqjdp, 

ubi  in  singulis  membris  elemento  dr  unicum  signum  integrale  est 
praefixum. 

§.  44.     Inter    tema    igitur    elementa    dpf    dq    et    dr    sequentem 
relationem  notari  operae  erit  pretium 

idpidq\dr-i^jdq.idr-*-jdp.idridq-idridqidp  =  0, 

quodsi  autem  similem  reductionem  pro  casibus  plurium  signorum 
integralium  exsequi  vellemus,  in  calculos  molestissimos  ac  taediosis- 
simos  delaberemur;  interim  tamen  totum  hoc  negotium  per  se- 
quentia  theoremata  facillime  et  planissime  expedietur;  et  quoniam 
singula  membra  ope  puncti  in  duos  factores  resolvi  convenit,  ubi 
talis  factor  deest,    ejus  locum  unitate  supplebimus. 


Theorema     1. 

§.     45.      Pro      unico      elemento      dp      haec     relatio      habetur 
j  dp  .  1  —  1  '  j  dp  =  Oj    maxime  obvia. 

69* 
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Theorema     2. 

§.  46.  Inter  bina  elementa  dp  et  dq  semper  locam 
habebit  haec  relatio 

Sdpjdq.l-jdp.jdq-^l.jdqSdp^O. 

Demonstratio. 

Ad  hoc  demonstrandum  sufficiet  ostendisse,  differentiale 
hujns  aequationis  esse  =  0,  qnoniam  vero  singula  membra  bi- 
nis  constant  factoribus,  seorsim  consididrentur  differentialia  ez  fitc- 
toribus  prioribus  et  posterioribus  oriunda,  hic  igitur  ex  factoribus 
prioribus  oritur  differentiale  dp  (j  dq  .  1  —  l  .  j  dq)  =  0  per 
theorema  1.  At  ex  factoribus  posterioribus  oritur  differentiale 
—  dq(jdp.l  —  l.jdp)  =  0. 

Theorema    3. 

§.  47.  Inter  tema  elementa  dp^  dq  et  dr  semper  haec 
relatio  locum  habet 

jdpjdqjdr.l—jdpjdq.jdr^jdp.Sdrjdq—l.jdrjdqjdp^O. 

Demonstratio. 

Hic  iterum  seorsim  perpendantur  differentialia  tam  ex  prio- 
ribus  quam  ex  posterioribus  factoribus  oriunda;  ex  prioribus  au- 
tem  oritur 

dpifdqjdr.l-jdq.jdr-^l.jdrjdq), 

cujus  valor  manifesto  ad  nihilum  redigitur  per  theorema  2.  si  sci- 
licet  litterae  p  et  q  uno  gradu  promoveantur ;  tum  vero  differentiale 
ex  factoribus  posterioribus  ortum  est 

-drijdpjdq.l-jdp.jdq-^l.jdqjdp), 
cujus     valor     pariter     per     theorema     praecedens     evanescit,       quoniam 
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igitnr  ambo  differentialia  sunt  =  0,  etiam  ipsa  fonna  nihilo  vel 
etiam  constanti  aeqnalis  esse  debet,  evidens  autem  est  constantem 
sponte  involyi  in  signis  integralibus. 


Theorema    4. 

§.    48.      Inter    quatema    elementa    dpj    dq,    dr    et    ds    sem* 
per  ista  relatio  locum  babet 

jdpjdqjdrjda.l—jdpjdqfdr.jds 

-^jdpjdq.jdajdr  —  jdp.jdsjdrSdq^^O. 
^l.idsjdrjdqSdp 


Demonstratio. 

Differentiatio      &ctorum     priorum      suppeditat      sequentem     ex- 
pressionem 

dpijdqfdrjds.  l—jdqjdr.jds^jdq.jdsjdr—l.jdsjdrjd^, 


quae    ob    theorema     praecedens     ad    nibilum     reducitur.      Simili    modo 
differentiatio  factorum  posteriorum  praebet  hanc  expressionem 

—  dsijdpjdqjdr.l—jdpjdq.Sdr^jdp.jdrjdq  —  l.jdrjdqjdp), 

quae  ob  theorema  3.  iterum  est  =  0. 


Theorema    5. 

§.     49.      Inter     quina     elementa     dpf     dq^     dr^    ds     et     dt 
semper  haec  relatio  locum  habet 

jdpjdqjdrjdsjdt.l^jdpjdqjdrjds.jdt 

^Jdpjdqjdr.jdljds  —  jdpjdq.jdtjdsjdr}^0. 

-^jdp.jdtjdsjdrjdq-l.jdljdsjdrjdqjdp 
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Demonstratio. 

Hujns  theorematis  demonstratio  prorsns  eodem  modo  se 
habet  ac  theorematum  praecedentinm ;  sicque  clarissime  jam  est 
eyictnm  tales  relationes  perpetno  yeritati  esse  consentaneas ,  qnot- 
cnnqne  etiam  elementis  fnerint  composita. 

§.  50.  Qoo  ^s  horam  theorematnm  clarins  perspicia- 
tnr,  operae  pretinm  erit,  ea  per  ezempUi  determinata  iUostrasfle; 
ponamns  igitnr  esse 

ds  =  x^'^^  dXf    dt  =  x^^^  dxy 

atqne      ei      theoremate      primo      statim      aeqnatio      identica      nascitnr 

?!-?!  =  0.      Ven,,»     the.™,»      ^^^     ..bi.     p«*e.     b«» 
a  « 

aeqnationem 


«— -P  jp«-hp     _      ^«-*-p 


=  0, 


p  («  H-  p)  «^  a  (a  -»-  P) 

unde  per  a;"'^^  dividendo  prodit  haec  aequalitas 

cajos  veritas  satis  facile  in  oculos  incarrit. 

§.     51.       Hae    porro    positiones    in     theoremate     tertio     intro- 
dnctae  prodocent  hanc  aequationem 


•r  («  H-  p  -♦-  -r)  (P  -*-  T)     ^-r  (*  -*-  P) 


aP(P-4--r)        a  (a -H  P)  (a -I- p  H- if ) ' 
unde  per  a;*"*'^**'^  dividendo  prodit  haec  egregia  aequalitas 

1 1        ^_1 1  —  o 

t(P-i-y)(«-*-P->-t)       Pt(«-*-P)       "P(P-^t)        «(«-i-p)(«-Hp-HY)  ' 
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§.     52.      Hae    positiones    itenun    in    theoremate    qaarto    sab- 
stitutae  dant  hanc  aeqnationem 


2!' 


a-«-P-t-Y-H» 


X 


*-^P-«-t-^* 


«(«  -f.  Y)(«  H-  Y  -^  P)(«  -H  Y  -H  P  -^  «)      yMt  -*-  P)(Y  -H  P  -♦-  «) 


fl! 


li-*-p-*-y-t-9 


as 


a -•- p -I- y -H  * 


PT  (P  H-  «)  (T  -H  «)         «P<P  -•-  Y)(?  -H  T  -H  «) 


W 
^ 


«-^P-^Y-^* 


quae  per  x 


a  (a  -*-  P)  (a  ^  p  -H  Y)  (a  +  P  -*-  Y  -H  8) 
-P-^T-*-*  divisa  producit  hanc  aeqoationem 


}=0, 


*(*-HT)(»-«-T-*-P)(»-»-y-i-P-*-«)       »t(t-«-W(t 

1 1 

Tp(p-va)(y-i-*)         ap(p  +  y)(p+y-t-») 

1 

a(a-vp)(a^-p-«-T)(«-t-p-«-T-*-») 


•4-0-«- a) 


=  0. 


§.    53.      Deniqne     eaedem     positiones     in     theoremate     qointo 
snbstitutae  producunt  hanc  aequationem 


0! 


,u -t- P  •*- y -*-»■*■  t 


t  {t  -t-  i)  {t  -*-  i  -+■  t)  {t  -*-  9 


P)(6 


P-f-a) 


^-i-p-t-Y-H»-*-c 

ea(a- 

-*-  Y)  («  -*-  T  -»-  P)  («  -^  Y  -^  P  -+- 

^a-t-p-HY-t-»-t-c 

«) 

«Y(Y 

-f-  P)  (Y  -*-  P  -1-  a)  («  -*-  6) 
j^-t-p-t-Y -*-»-«-. 

Py(P 

-*-«)(Y-i-«)(Y-f-«-*-6) 

«MP 

-HY)(P-^Y-*-«)(P-*-Y-»-8-+- 

.6) 

«(«  -H  p)(a  H- {I  -t-  Y) («-•-  P  -•- Y -»-«)(«-<-  P  -^  Y  -•-«-•- 0 


==0, 
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qaae    per    a; 
tatu  dignam 


p-^t-»-» 


*    divisa    dat    hanc    aeqaationem    mazime    no- 


e(.-H«)  (.  +  *-•- 1)  (c-^»-»-Y-i-»  (t-Hd^T-^p-*- 

1 

«) 

«.(«.*-y)  («-i-T  +  P)  («-HY -*-?-»-«) 

1 

'   r»(Y-»-P)(t*P-«-«)(»-t-«) 

1 

PY(P-^«)(T-»-*)(T-^  »•*-«) 

1 

=  0. 


- 1 

«(a  +  W  (a^p  +  y)  («^p^y^d)  (a  +  p  +  y^d^e) 


§.  54.  Haec  theorematis  eo  magis  sont  memorabilia, 
qaod  eomm  yeritas  non  nisi  per  plnres  ambages  in  nameris  ex- 
plorari  potest,  ideoqae  malto  m^jorem  attentionem  merentnr,  qaam 
aliad  simile  theorema,  ad  qaod  nnper  sam  perdactas,  qaippe 
cajas  demonstratio  hand  difficalter  exhiberi  potest,    qaod  ita  se  habet 


Theorema    namericam. 

Sumtis  pro  lubita  quotcunque  numeris  veluti  quataor  a,   §,   y,   d, 
si  hinc  totidem  alii  sequenti  modo  formentur 


c  =  a-+-  P-*-Y  et  d  =  a 


? 


», 


similiqne  modo  etiam  isti 


D  =  8 
B  =  8 

-*-t 

-*- 

i-i-t 

^  et  A 

=  i 

-H 

Tf -^- 

tam 

semper  erit 

1 

1 

dbeD 

-H 

1 

abCD 

l 
oBCD 

1 

ABCD 

p 


=  0. 
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Demonstratio. 

§.  55.  Binae  fractiones  priores  inventae,  ob  D  —  d  =  — c, 
dant    fractionem    —  ^^ ,      qnae    cum     tertia    coiquncta    producit    ^^ , 

cui  quarta  fractio  juncta  dat  —  sbcd»  ^^^®  t^^  d  =  A]  a  ter- 
mino  ultimo  penitus  destruitur. 

§.  56.  Ope  superiorum  theorematum  omnes  formulae 
integrales  implicatae,  ad  quas  integratio  aequationum  linearum  per- 
ducere  solet,  facile  resolvi  poterunt.  Pervenitur  autem  plerumque 
ad  tales  formas: 

Z=jdqjXdp,    Z  =  jdrjdqjXdp, 
Z=jds]drjdqjXdp,    Z=jdtids jdridqjXdp  etc. 

ubi  litterae  p,  q,  r,  s,  t,  etc.  sont  functiones  datae  ipsios  x, 
at  vero  X  fiinctio  quaecunque  ipsius  x;  atque  hic  tota  resolu- 
tio  ita  institui  debet,  ut  in  singulis  membris  fnnctio  haec  indefinita 
X  unicum  tantum  signum  integrale  habeat  praefi^^um:  hoc  igitur, 
ope  superiorum  theorematum,  &cile  praestari  poterit,  si  modo  ibi 
loco  elementi  dp  scribamus  Xdpy  quo  observato  singulae  reduc- 
tiones  sequenti  modo  se  habebunt. 

I.     Resolutio 

formulae    integralis 

i  dqjXdp. 

§.  57.  Si  loco  dp  scribamus  Xdp  theorema  secundum 
§.  46.  nobis  suppeditat  hanc  aequationem: 

cujus  postremum  membrum  est  ipsa  nostra  forma  redocenda  Z , 
consequenter  resolutio  statim  dat 

Z=jdq.jXdp-jX^Sdq, 
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ideoque  ob  j  dq  =  q  habebimos 

Z  =:qjXdp  —  jXqdp. 

Gorollarium. 
§.  58.     Si  fuerit  j  =p,    erit 
Z=pjXdp  —  j  Xpdp. 

n.     Resolutio 

formulae    implicatae. 

Z=jdrjdqjXdp. 

§.  59.      Pro     hoc     casn     sumamus    theorema     3.     §.     47.     un- 
de  si  loco  dp  scribatur  Xdp,    deducimus  hanc  aequationem 

jXdpidqjdr—jXdpjdq.idr-^)Xdp.jdrjdq-jdrjdqjXdp=0, 

cujus    postremum     membrum     est     ipsa     forma     reducenda    Z,       hincque 
adeoque  coUigitur 

Z  =  jdrjdq.iXdp  —  idr.jXdpidq^jXdpjdqidr, 

quae  ergo  reducta  dat 

Z  =  jqdr  .  jXdp  —  rj  Xqdp  -^  j  Xdp  j  rdq. 

Corollarium. 

§.    60.     Si    ergo     hic     fuerit     q  =  r  =  p^     prodibit    ista     re- 

solutio : 

Z  =  jdpidpjXdp  =  ipp  jXdp—pi  Xpdp  -^  iJXppdp. 

III.     R  e  s  0  1  u  t  i  0 

hujus     formulae     implicatae 

Z  =  j  ds  i  dr  j  dq  i  Xdp. 

§.  61.      Pro     hoc     casu     sumamus     theorema     4.    §.    48.     unde 
si  loco  dp  scribatur  Xdp  deducimus  hanc  aequationem 
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jXdpjdqjdrjds-iXdpjdqfdr.jds^jXdpjdq.jdsjdrX 

-  jXdp  .  i  d8  j  dr  j  dq  -^  j  ds  j  dr  i  dq  jXdp    I  '  "' 

CQJas    postremam     membrum    est    ipsa    nostra     formula     redacenda    Z; 
hincque  adeo  colligimus 

[_  fj  ds  j  dr  j  dq  .  S  Xdp  —  i  ds  j  dr  .  j  Xdp  5  dq 
^-\       ^jds.SXdpjdqjdr  —  jXdpidqjdrjds, 


qaae  ergo  redacta  praebet 


_ijdsjqdr.jXdp—j  rds  .  j  Xqdp  -t- s  j  Xdp  j  rdq 
~\  —]  Xdp  j  dq  j  sdr. 


resolatio 


Gorollariam. 
§.  62.       Si    ponatar    s  —  r  =  q  =  p,      tam    prodibit    ista 

7^Hp'S^  —  iPPJ^Pdp-*-lPJXppdp 
^-\  -kjXp'dp. 

I 

IV.     Resolutio 

huJQs     formulae    implicatae. 

Z  =  j  dt  j  ds  S  dr  i  dqjXdp. 

§.  63.      Pro    hoc     casa    samamas    theorema     5.    §.    49.     ande 
si  loco  dp  scribatar  X^,    prodibit  ista  aeqaatio 

jXdpjdqjdrjdsjdt  —  jXdpidqSdrjds.jdt  ] 

-*-jXdpjdqjdr.jdtjd8  —  jXdpjdq.idtjdsjdr\=0, 
■^jXdp.jdtjdsjdrjdq-jdtjdsSdrjdqjXdp    \ 

cajas    postremom     membram     est     ipsa     nostra     forma     redacenda    Z, 
onde  ergo  prodit 
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jdtjdsjdrjdq.jXdp  —  jdijdsjdr.jXdpjdq 

Z={     -+■  j  dt  j  ds  .  j  Xdp  i  dq  j  dr  —  j  dt .  j  Xdp  5  di  S  dr  j  ds 
■^iXdpidqSdrjdsjdt, 


qaae  ergo  redocta  praebet 

iSdtjdsjqdr.jXdp  —  jdtjrds.j  Xqdp 
-+-jsdt.jXdpjrdq  —  tjXdpidq]8dr 
-*-]  Xdp]  dq  i  dr  j  tds. 

Corollariam. 

§.  64.  Si  hic  sumator  t  =  s  =  r  =  q=p,  tam  prodibit 
ista  resolatio 

y^i^P^j^^  —  lP^i^pdp-t-kPPJ^PPdp 
^-\     -ipjXp'dp-*-^jXp*dp. 

§.  65.  Quo  ^ndoles  harum  resolntionain  clarius  perspida- 
tur,  quoniam  litterae  p^  q^  r,  s^  t,  fonctiones  datas  ipsius  x  de- 
notant,  ideoque  omnes  expressiones  ex  iis  formatae  pariter  ut  cog- 
nitae  spectari  possunt,    statuamus  brevitatis  gratia 

dp  j  dq  =  dp' ;    dp  j  dqj  dr  =  dp' ;    dp  j  dq  j  dr  j  ds  =  dp''' ; 
dpSdqjdrjdsjdt  =  dp''';    etc. 

hocque  modo  postrema  resolutio  ita  referetur 

Z  =  jdtjdsjdrjdq.jXdp-jdtjdsjdr.jXdp' 
-^jdtjds.jXdp'  —  jdt.j  Xdp"  -t-  J  W'. 

Quod  si  hic  porro  statuamus 

jdtjds  =  jsdt  =  t';    jdtjdsjdr  =  t';   j  dt  j  ds  j  dr  j  dq  =  r ; 
tota  resolutio  hoc  modo  conncinne  repraesentabitur 

N  =  r  jXdp  —  f  jXdp'  -t-  fjXdp'  -tjXdp'' 
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quam     repraesentationem     etiam     ad     praecedentes     resolutiones     accom- 
modasse  jayabit. 


§.  66.     Cam  igitar  integratio  formalae  implicatae 

Z=jdtjd8JdrjdqjXdp 

redacatar  ad  integrationem  seqaentiam  formularam  integraliam  sim- 
pliciam:  j  Xdp;  j  Xdp';  j  Xdp;  j  Xdp'';  J  Xd/";  qaaestio 
hinc  oritar  non  panim  cariosa:  qaemadmodam  ez  his  formalis  sim- 
plicibas  vicissim  qaantitates  q,  r^  8  et  t  concladi  qaeant?  qaod 
seqaenti     modo    facile     praestabitur.       Cum    sit     dp'  =  dp  j  dq^       erit 

jdq^=q  =  ^.  Ponatur  nunc  porro  ^  =  q;  ^  =  ^'i  "^' =  «'^ 
etc.  quibus  valoribus  introductis  habebimus 

q'  =  jdqjdr;    q' =  S  dq  j  drj  d8; 

q'''=]dqjdrjd8.jdt;    etc. 

Quoniam  igitur  hi  valores  q,  q\  q\  q\  q"  sunt  dati,  ex  prima 
statim    colligimus    ^  dr  =  j-  =  r.     Ponamus    autem    porro    -^  =  r'; 

-^  =  /';  etc.  eruntque  etiam  hi  valores,  r ,  f',  r",  etc.  dati,  qui- 
bus  substitutis  habebitur  f^  =:  ^  dr  j^  d8;  r'  =  j  dr  j  d8  j  dt; 
ex    quarum    prima    sequitur    j  d8  =  8  =  -^.      Quare    si    porro    fiat 

d  =  -^^      erit    quoque    s'  =  J  ^s  J  d^,      hincque    J  d<  =  f  =  -^. 

Ex  his  clare  intelligitur,  quomodo  hae  formulae  inveniri  queant  pro 
casibus  adhuc  magis  complicatis. 


§.  67.  Superest,  ut  etiam  de  transformatione  talium  for- 
mularum  integralium  implicatarum  pauca  adjiciamus,  quod  totum 
negotium  sequenti  problemate  includi  potest. 


1  ■. 


.1 

-    .« 


■  t  • 


::v;'. 


r  ' 


"•.11, ' 

,  1  -   ■ 


(.. 


!■■.«.■ 


■.'!•■-■■. 
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§•  68.      PrcpoBita    fmmda    mplkata    tmia    aigM 
himlmite  j  dpj^j  dr^   imfesligaire^Mam  smSem  fanmlam 


01%  MgiMifam. 
P'-.\   ''    .  Solutio/ 

:\V  Per    ilieorttna    2.    sapm    altatum    fomiiilft     propoiite    ite    ett 

^^^;^  niolats 

gA  ja»ja^-j^  ji^-jdrjaf  =:«jar-jfar. 

Simili  modo  pro  formiila  qoaesita  erit 

requiritar  igitar  nt  ait 

fl*J^-^J#  =  9*PjaR-dPjQdR, 

qnae  aeqnalitas  adimpleretur ,  sumendo  P=|i,  Q=:2  et  R  =  r; 
yeram  permatandis  membris  statuamus 

qdV  j  d^  =  —  dp  j  qdr  et  d^  j  QdR  =r  —  qdp  j  dr, 

atque  ex  priore  aequatione  deducimus  QdP  =  —  ^,  ideoqoe 
dP  =  —  ^,  tum  vero  dR  =  qdr;  ex  altera  vero  aequatione 
habemus  dV  =  —  qdp  et  QdB  ==  ^r.  Cum  igitur  esset 
dP  =  —  ^,    erit  Q  =  --,    hincque  porro  dR  =  jdr,    unde  ob  Q  =  ~-, 

erit  ^Q  =  ^~»  Consequenter  formula  integralis  quaesita  pro- 
posita  j  dp  j  dq  j  dr  aequalis  erit 

aDde  patet  perpetuo  loco  formulae  j  dp  j  dq  j  dr,  scribi  posse 
istom:    jqdpj^jqdr. 


1l,. 
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V 

CorollariuiD     1. 

» 

§.  69.  Qnando  igitur  plura  signa  integralia  sibi  invi- 
cem  fuerint  involuta,  veluti  si  habeamus  j  dp  j  dq  j  dr  j  ds^ 
ista  transformatio  in  quibusvis  temis  signis  se  mutuo  sequentibus 
institui  poterit,  unde  in  hac  formula  proposita  duplex  transformatio 
adbiberi  poterit;    prior  scilicet  in  temis  signis  prioribus  praebebit 


jidpj'^jqdr5ds, 


at  yero  in  ternis  posterioribus  haec  transformatio  adhibita  dabit 


Gorollarinm     2. 

§.     70.       Hinc      porro      ope      ejusdem      transformationis      aliae 
insnper  fieri  possunt,     veluti  ex  postrema  forma 

ut    in     ternis    prioribus     signis     res     expediri     queat,      loco    rdq    scri- 
bamus  dv^    ut  habeamus 

'        idpidv\%jrdB, 

quae  transformatur  in  hanc 

quae  omnes  formulae  ipsi  propositae  sunt  prorsus  aequales. 

§.71.     Ut    rem    exemplo    illustremns ,     sumamus    esse  p  =  x^; 
2  =  aj^ ;    r  =  x^  y    ita  ut  formula  proposita  sit 

•^  •'  J  (if  H- p)  (if -I-  p -♦- a) 

Jam  pro  traiiBformatione  erit  primo 


r    .       I 


■•J 


■    V 

i 
«■  ■ 
I 
-     / 


'i  r 


»s 


rv. 


.  I 


■.»     f 


i--  :^" 
^^  .  - . 

;r.  . 

•■■i-  ■» 

''■■•. 
:       ^ 

f    ■      ■'     ■ 

•    *        \ 

r  . 
;   <- 
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( gdr  =^  — — ,    ideoqae  ob  —  =  -^-,   erit 
qnod  ductam  in  qdp  et  integratum  produeit 


Patet  igitnr  hanc  traiisformationem  latiaaime  paiere)  at^ue  ad  omnei 
formnlas  implicatas  acoomodari  poeae  eo  plnribna  diversiB  modis 
qno  plora  signa  integralia  inyicem 


§.    72«      Haud    abe    re    fore    jndico    resolutiones    aopra    tra- 
ad     snmmationem     serierum     potestatom     recq[irocaram     q^pUcare, 

quod    fiet    8i   loco    X    sumamus    fractionem    5^5,    tum    vero    pro    mn- 

gulis     elementis     djp,    dq^    dr^    ds^     scribamus    -^,      unde     corollaria 
subnexa  in  usum  vocari  poterunt,    ubi  scilicet  erit  p  =  Ix. 


§.  73.    Cum  sit  per  seriem  infinitam 


X  =  a? 


XX 


erit 


\xx 


*«• 


X' 


1  A.* 

iX 


X 


\<^ 


etc. 


i^ 


etc. 


JX^  =  J—  =  a;-^|i«^-r-5 

qnam    seriem    constat    ezprimere    logarithmum    fractionis    j-n^»      quan 
doquidem  est 


J¥ '(•— )  =  'dr. 


Hx 


§.     74.      Multiplicetor    haec     series    porro    per     ^     et    inte- 
gretur ,    prodibitque 
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at  yero  hujas  formalae  integralis  resolutio  supra  §.  57.  data 
praebet 

r  d«  f  Xdx  j     C     dx     f    daix 

]    X  }     X  J  1—«         J  1 — x^ 

quae  quidem  integralia  ita  aocipi  supponuntur,  ut  posito  x  =:  0 
evanescant ;  hic  autem  imprimis  notetur ,  casu  quo  sumitur  x  =  l  ^ 
oh  l  1  =  0,     higus  seriei 

1  ^  1  -*-  1  ^  JL  •#-  ±  ^  pfr 


summam 

n% 


fore    —  f  YZTiy      ^^J^^    valorem    olim    primus    inveni    esse 


§.     75.       Ducamus     superiorem     seriem     denuo    in    -~    et    in- 


tegrando  obtiuebimus: 

Formula  aut^m  haec  implicata  per  §.  59.  ita  resolvitur 

Casu  igitur  quo  x  =  1,    summa  seriei  reciprocae  cuborum 
1.1^1.1.1..^ 

•rit=SjT^- 

§.     76.      Simili    modo    superiorem    seriem    per    -^    multiplice- 
mus  et  integremus,    tum  prodibit 

At  vero  haec  formula  implicata  per  §.  61.  reducitur  ad  hanc  formam 

„  JWfr^.-JWfi^-Hlfef?» 

« J    1— «• 
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Pro     casa     ergo    qao    2=1     hujus     seriei     reciprocae     biqnadratorum                1 
Bnmma  erit  —  ^  y~§  »    *^"J"^  valorem  oiim  ostendi  esse  ~  ■                                   fl 

§.     77.       Multiplicatione     denuo    per     ^     instituta     et    integra-      ^^JB 
tione  peracta  babebimns:                                                                                ^^^^| 

-.-  i  /  --  etc.                                   ^^M 

qaae  formula  implicata  per  §.  63.  reducitur  ad  hanc  formam                                         M 

L         ia-)'fS-Hfc)'fi^.*iwf?^               ^m 

Hinc     ergo     casu     a;  =   1     hujns    seriei     reciprocae     potestatum     quinta-               J 
^Hram  summa  erit  ^  j*  —^  ■                                                                             ^^^S 

I^P              §.     78.       Colligamns    omnes     istas     series     pro     casu    x  =  1 ,     ^^^| 

earamqne    snmmae    aeqnenti    modo    per    formnlam    integralem    simplicem 
exprimeDtor : 


E  -H  T3  -♦-  etc.  = 


fi^.  =  -. 

]  1  —  x  6  ' 

1  e  dx^ 
i J   i—x ' 

S  J    1  — «  90' 

,  rftc(te)* 

H  j    i_fl-  ) 

i»  J    l~x    ~  9*6' 
j_  f  tofte)' 
7»  J    i_a,  I 

ma  J    i_x  —  9460' 
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§.  79.    In.genere  igitur  hujus  seriei 

1        J_       _L       _L       J-       -L        f 
^  ■*"  2-  "*"  3"  "^  4"  "*"  5"  ■*"  6"  "*" 

iu  infinitum  continuatae  summa  ita  exprimetnr 

_^  1  CdxQxf" 


(dx[ 


~  1.2.3 (n—  1)J      1  —X    ' 

ubi    signum     superius    h-    valet,     quaudo    exponeos    n    est    impar,  io- 

ferius    vero,     qnando    est    par.       Istas    summationes,    jam    pridem  qui- 

dem   repertas,     ideo   hic   afiferre   visum   est,     quod   non    ita    pridem  Ce- 

leberr.     Lorgna    easdem    has    summationes    per    formulas    continuo  ma- 

gis    implicatas    expressas    exhibuit,     cum    sine    dubio    istae    formulae  in- 
tegrales  simplices  longe  praeferendae  videantur. 
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D  E 

RESOLUTIONE     AEQUATIONDM    DIFFERENTIALIUM 

TERTII    ALIORUMQUE     GRADUUM,     QUAE     DUAS 

TANTUM     VARIABILES     INVOLVUNT. 


1.)   De  aequationibus  differentialibus  cujuscunque  gra- 
dus,  quae  denuo  differentiatae  integrari  possunt. 

M.  S.  Academiae  exhib.  die  8  Octobris  1781. 


§.  1.  Sint  X  et  y  binae  variabiles,  inter  quas  earum- 
que  differentialia  cujuscunque  gradus  aequationes  propositae  sabsi- 
staot.     Ad  formam  differentialium  toUendam  ponatur  more  solito 

dy  =  pdx ,    dp  =  qdx ,    dq  =  rdx ,    dr  =  sdx ,    etc. 

ita  ut,    sumto  elemento  dx  constante,    sit 

dy  ddy  a«y  d*y        . 

Sint  porro  P  et  5P  functiones  quaecunque  ipsius  p;  Q  et  D  fiinc- 
tiones  quaecunque  ipsius  g;  R  et  91  ipsius  r;  S  et  <S  ipsius  s 
etc.  qnae  functiones  non  solum  esse  possunt  rationales,  sed  etiam 
irrationales ,    atque  adeo  transcendentes. 
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§.  2.  His  positis  duo  aequationem  genera  per  differen- 
tiationem  integrare  docebo,    qaamm  primam  istas  continet  aequationes 

y  —  |M?  =  P,  p  —  ^=:Q,   2  — ra;  =  R,   r  —  sa?  =  S,  etc. 

quarum  prima  involvere  potest  functiones  quascunque  ipsius  dy  ^ 
tam  rationales  quam  irrationales ,  quin  etiam  fiinctiones  transcen- 
dentes;  secunda  tales  functiones  ipsius  ddy  involvere  potest;  ter- 
tia  ipsius  d*  y ;  quarta  ipsius  d^  y\  et  ita  porro ,  cujusmodi  aequa- 
tionum  integratio  certe  nemini  adhuc  in  mentem  venire  potuit. 

§.  3.  Alterum  genus  aequationum,  quarum  integratiouem 
per  differentiationem  expedire  docebo,  sequentes  complectitar  ae- 
quationes 

y^5te  =  P,  p-i-Cte  =  Q,  g-i-8te  =  R,  rH-@a?  =  S,  etc. 

quae  duas*  functiones  quascunque  inyolvunt.  Evidens  autem  est  has 
aequationes  praecedentes  in  se  comprehendere ,    quando  scilicet  est 

5P  =  — p,    0  =  — 2,    »  =  — r,    @  =  — 5,    etc. 

Ceterum  patet,  has  aequationes  adeo  complicatas  esse  posse,  ut 
nemo  certe  earum  integrationem  suscipere  voluerit. 


De    aequationibus    prioris    generis. 

Problema     1. 

§.     4.        ProposUa      aeguatione       differentiali      primi       gradus 
y  —  px  =  ^,    ejus  ifitegrale  completum  invenire. 


S  0  1  u  t  i  0. 

Cum      sit     dy  =  pdx^       si      aequatio      proposita      differentie- 
tur ,      prodibit     haec      —  xdp  =  dP ,      unde ,       posito      dP  =  If'  dp 
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colligitor  X  =  —  P^  Quod  si  jam  p  tanquam  novam  variabilem 
spectemus,  per  eam  tam  x  quam  y  exprimere  poterimus.  Cum 
enim  sit  y  =  pa5  h-  P,  erit  y  =  P  — \pP',  unde,  eliminando  |>, 
quoties  quidem  calculus  id  permittet,  conflari  poterit  aequatio  inter 
X  et  y^  quae  autem  tantum  ut  integrale  particulare  spectari  de- 
bet,  quia  nullam  involvit  constantem  arbitrariiikm.  At  vero,  quo- 
niam'  aequationem  per  differentiationem  erutam  —  xdp  =  ^dp 
per  dp  devidere  licuit,  iste  factor  nihilo  aequatus  integrale 
completum  suppeditare  est  censendus.  Posito  enim  dp  =  0,  erit 
p  =  const.  =  a ,  ideoque  y  =  j  pdx  =  aa;  -♦-  p.  .  Haec  quidem 
aequatio  dnas  constantes  arbitrarias  involvere  videtur;  at  vero  altera 
per  ipsam  aequationem  propositam  determinatur ,  cum  facta  substitu- 
tione  fiat 

cuc  H-  p  —  aa;  =  P ,    ideoque  p  =  P  =  f  :  a. 


Problema     2. 

§.     5.        ProposUa      aequatione      differentiali      secundi      gradus 
p  —  gx  =  (^y    ejus  integrale  completum  assignare. 


S  0  1  u  t  i  0 

Si     haec     aequatio     differentietur     et    loco     dp    scribatur  qdx^ 

prodibit      ista     —  xdg  =  dQy      sive,       posito      d^Q  =  Q'd?,  erit 

—  xdq  =  Q'  dq-       Hinc     factor     communis     dq     nihilo     aequatus  prae- 
bet  q  =  const.  =  2  a,    unde  fit 

p  =  j  qdx  =  2  aa;  H-  p ,    hincque 
y  =  j  pdx  =  OLXX  -4-  prc  -+-  Y  ? 

quarum     trium     constantium     a,     ^,     y^       ^^    P®^     aequationem     pro- 
positam      determinatur.        Facta       autem      divisione       per      dq      habebi- 
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mu8  X  =  —  Q',    unde  colligitur 

2,  =  Q-i.2a;  =  Q_gQ', 

hincque  ob  ^  =  —  dQ'  =  —  Q"^?»    «nt 

y  =  jpdx  =  i  (i"dqiQ!q-q)  -*-b. 

Exemplnm. 
§.  6.     Sit  Q  =  ag** ,    erit 

Q'  =  wag"'~'  atque 
Q"  =  »»(w— l)og"*-». 

Hoc  ergo  casu  erit 

a;  =s  ~  Q' =  —  wog"*-'  et 

y  =  m(m  —  ly  aa  j  g^~*  dq  -*-  h ,    sive 


Est    vero    g**    *  =  —  ^,     ita    ut    valor    ipsius    y    facile    per    x    ex- 

primi    poterit,      quo    facto    habebitur    integrale     completum     hujns    ae- 
quationis  differentio-differentialis 

dy      xddy  _  cjddyT 
dx        dte"  ~  l^  ' 

Problema    3.^ 

§.       7.        PtaposUa      aequatime       differentiali      tertii      gradiM 
q  —  rx  =  Ry    ejus  integrale  completum  investigare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Haec       aequatio       differentiata ,        ob      dq    =     rdx^        dat 
—  xdr  =  dR  =  B!  drj      cujus    aequationis    factor    dr    nihilo     ae- 
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qaatoB  hanc  suppeditabit  aequationeni 

nbi    qaatDor    constantiam    a,    ^,    y,    ^,     una    ex    ipsa    aequatione     pro- 
posita  deterfflioata  Labebitur.     Gum  enim  binc  sit 

p=3ai'-t-2px-t-7,  5  =  6fltE-H2p,  r=6a, 
erit  Bubstituendo  2  p  =  R ,  ita  nt  tres  tantum  constautes  arbi- 
trarlae  in  calculo  retinquantur ,  uti  uatura  hujusmodi  aequationum 
poBtulat.  Facta  autem  divleione  per  dr  satisfaciet  aequatio  x  =  —  R', 
unde  colligitur  g  =  R  —  rR'.     Hinc ,    ab 

dx  =  —  dR'  =  —  B."dr, 
reperietur 

p  =  jqdx  =  jR"  ^  (rR'  —  R) , 
ac     denique     y  =  \  pdx ,      ubi     ob     duplicem     integrationem     duae     con- 
stantea  arbitrariae  inferuntur. 


£  z  e  m  p  1  a  m. 
§.  8.    Sit  R  =  or^,    erit 
R'  =  mar^~*  et  B,"  =  m  (m  —  l)  ar^  ~', 
ande  colligitar 

atqae  ob 

dx  =  ~dB.'  =  —  llt."  dr=:—m(m—l)  ^'"''dr, 
nanciscimar 

oode  oh  r^~*  =  —  ^  fecile  obtinetar  aeqnatio  finita  inter  af  et 
y,  haecqae  erit  integrale  completam  hujos  aeqnationis  differentialis 
tertii  gradas 

ddy       x^y  _  a  (^y)" 
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Problema     4. 

§.     9.        ProposUa      aequatUme       differentiali       quarti       gradus 
r  —  $x  =  &y    €Qus  integrale  completum  indagare. 

S  0  I  u  t  i  0. 

Ob  dr  =  sdx  fiet,  aequationem  propositam  dififerentiando 
—  xds  =  dS  =  &^  dSj  cujus  aeqaationis  factor  ds  praebet  ae- 
quationem  finitam 

y  =  aa;*  -f-  pa?"  -4-  Y^  "•■  ^^  "*"  ^  > 

^  « 

abi  una  constantium  per  ipsam  aequationem  propositam  determinatnr. 
Porro  satisfacit  aequatio  x  =  —  S',  unde  colligitur  r  =  S  —  «S', 
hincque ,    ob 

dx  =  —  dS  =  —  S"d5 
reperitur 

q  =  j  rdx ,    jp  =  J  qdx  et  y  =  j  pdxy    sive 

y  =  j  dx  j  dx  j  r^j 

ubi  ob  triplicem  integrationem  tres  adjiciendae  sunt  constantes 
arbitrariae.  Simili  modo  ad  aequationes  altiorum  graduum  pro- 
gredi  licet. 

De    aequationibus    secundi    generis. 

Problema     5. 

§.     10.        Proposita      aequatione      differetUiali      primi      gradus 
hujusmodi  y  h-  ^x  =  P ,    ejus  integrale  completum  investigare. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Si    ista    aequatio    y  h-  ^ix  =  'P    differentietur ,     et    loco    dy 
scribatur  pdxj    prodit  haec 

pdx-i-^dx-^xd^^dP, 
Vol.  IV.  72 
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sive  posito  dP  =  P'  fl!p ,    erit 

(p  -f-  5P)  ^  -f-  fl?d$  =  P^^b, 
qaae  per  p  +  $  ^ivisa  dat 

Quod    si    jam    ponamos   J  -^  =  ;?,    aeqoatio    illa    iutegrabilis    red- 
detnr  maltiplicaDdo  per  e~'  (p  ■+■  ^)).    Prodit  eniin 


{p-*-^)e-' dx-*-ip-t-^)xe-' d.l(p-^m 
—  xe-'  (p -t- ^)  di3  —  e- '  Vdp, 

cujas  integrale  manifesto  est 

«e-'(i)-*-$)=:/e-'P'cfe), 
onde  colligitur 

nnde  statim  fit 


ubi  6*  est  etiam  functio  ipsius  jp,  ita  ut  ambae  variabiles  x  ei  y 
per  unam  eandemque  variabilem  p  exprimantur,  quae  expressio- 
nes  jam  constaiitem  arbitrariam  per  se  involvunt,  ita  ut  ejus 
adjectione  non  amplius  opus  sit. 

E  X  e  m  p  1  u  m. 

§.11.     Sit    P  =  op"»    et    5P  =  6p",      ita    nt    aequatio     in- 
tegranda  sit  j/  -*-  6p**  =  op"*.    Hic  igitnr  erit 
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iinde  coUi^tiir  acto  integrando 
ex  quo  fit 

(1       -f-ftp^^^^y-*  P 

quamobrem  habebimus 

1 


in    qna    ezpressione    nnllae    qnantitates    transcendentes    insont,     ita    nt  ' 
a;    et   ^    facile    definiantar,     hocqne    modo    obtinetnr    integrale    comple- 
tum  istins  aeqnationis  differentialis  primi  gradus 

Problema     6. 

§.  12.  ProposUa  hac  aequatione  differentiaii  eecundi  gra- 
dm ,    p  H-  Cto  =  Q ,    ^ws  inlegrale  completum  imenire. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Attendenti  mox  patebit,  hanc  aequationem  ex  praecedente 
oriri^  si  loco  y^  P,  $,  scribantur  litterae  jp,  Q,  £1,  quandoqui- 
dem  litterae  y^  jp,  g,  r,  etc.  uniformi  lege  progrediuntur ;  quam- 
obrem      facta      hac      immutatione      ex      praecedente      solutione      statim 

habebimus 

% 

X  =  g  J  6" '  ^ ,    existente  «  —  \  r:^ ; 


sicqne  z  hic  erit  fnoctio  solins  quantitatis  2,    ex  qoa  fit 

72* 
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Deinde  nnnc  etiam  p  per  solam  yariabilem  q  definietar:  erit  enim 
per  §.  10. 

,  =  Q-^J.->«(J. 

GniD  igitar  sit  y  =  j  pdx ,  etiam  quantitas  y  per  solam  fiinctio- 
nem  ipsius  q  exprimetur,  hocque  modo  problema  perfecte  solatum 
est  censendum. 

Problema     7. 

§.     13.        PraposUa      deguatione       differentidli       tertii       gradus 
hac  q  -^  fRx  =  Ry    ejw  integrdle  completum  assignare. 

S  0  1  n  t  i  0. 

Haec    solutio     simili     modo    ez  problemate  primo     hujus  se- 

cundi     generis    (§.    10.)     derivari     potest,  dum    loco  y,    P,    5P,  scri- 

batur  9,  R,  9t,  id  quod  si  primo  in  aequatione  pro  x  fuerit  fac- 
tum,    suppeditabit  hanc  expressionem 


X  = 


e' 


m 


\  e    ^  dR ,    existente  ^  =  J  jz^  > 


sicque  x  erit  functio  solius  variabilis  r;    tum  vero  erit 

Formula  porro  ibi  pro  y  inventa  et  huc  translata  dabit  pro  q 
hanc  expressionem 

quae  etiam  tantum  variabilem  r  ejusque  functiones  involvit.  Quia 
igitur  jt>  =  J  qdx  et  t/  =  J  pdxj  erit  y  —  ^  dx  ^  qdx^  sicque 
etiam  y  per  solam  variabilem  r  exprimetur. 
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Problema    8. 

§.     14,       ProposUa      aequatione      differeniidle      guarti      gradus 
r  •+■  @fl?  =  S ,    ejus  vntegrale  investigare. 


S  0  1  n  t  i  0. 
Hic  erit 


X  = 


6* 


j  e    '  dSj    existente  ^  =  f  ;^ 


Porro  erit 

g=/rdir,   i>  =  /dirjratc,    et 
y  =  j  pdx  =  j  dx  j  dx  j  rdxy 

nbi  omnia  per  solam  variabilem  s  determinantar. 


§.  15.  Qoin  etiam  istas  aeqnationes  differentiales ,  qna- 
mm  integralia  hic  exhibuimus,  certo  modo  inter  se  conjnngere 
licet,  ut  integratio  eadem  methodo,  qua  hic  usi  sumus^  institui 
queat.  Hoc  modo  nanciscemur  innumera  nova  genera  hujusmodi 
aequationum  differentialinm ,  quae  etiam  differentiando  ad  integratio- 
nem  perduci  poterunt,  quod  argumentum  in  sequentibus  problemati- 
bus  pertractemus. 


Problema    9. 

§.     16.       Posito     p  -¥-  fq  =  t,      sint     T    et     Z  functicnes 

guaecungue    ipsius    t^      sive    dlgebraicae    sive    transcendentes  ^  ac    pro- 

posita     fuerit     haec     aequatio     differentialis     secundi     gradus  y  -^  fp 
^  =  T ,    ejus  integrale  completum  investigare. 
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S  0  1  n  t  i  0. 

Ponator  y  ^  fy  =  g^    erit 

d0  =  dx(p  -^-fq}^    ergo  dxf  =  tdx. 

Qnare     cnm     nunc     aeqnatio    proposita    sit    0  h-  £^  =  T,      differen- 
tiando  prodit 

d0  H-  Zdx  H-  (cdZ  =  d^j    sive 
it-^X)dx^xdZ  =  d^, 

nnde  colligitnr  haec  aeqnatio 

xdS.  dT 


dx 


ai 


ad  qnam  integrandam  ponatur  J  ^^^  =  u ,    eritqne 

tnm    yero    aeqnatio    nostra    integrabilis    reddetur,      si    eam     mnltiplice- 
mns  per  c"~**  (i  -t-  3):    integrale  enim  erit 

ex  quo  deducitur 


sicque    x    aequetur     certae     functioni    ipsius    f,      quam    hoc     modo     per 
integrationem  invenire  llcet,    ejusque  diflferentiale  erit 


dx  = 


dT-^xd^ 


Hinc  igitur  prodit  b  =  T  —  Xx,    Cum  nunc  sit 

y  ^  fp  z=z  z^    erit  ydx  -1-  fdy  =  zdx , 
unde  coUigitur 

\  ydx         zdx 

X 

quae  aequatio  multiplicata  per  ef  dat  integrale 

*  X 

I   r    -7 


yef  =  jj  ef  zdx^ 


Km 


AD  SECT.  n.     TOM.  H.  575 

nbi    com    tam  0  quam  x   sint    fnnctiones    ipsins    t^    erit    etiam  y  fnnc- 
lio  ipsins  t  tantnm,    cnm  sit 

X 

y  =  —T-jefzdx. 


Problema     10. 

§.  17.  Posito  p  -^  fq  -^  gr  =  ty  si  fuerint  T  et  X 
functiones  qttaecunqm  ipsitis  t^  sive  algebraicae  sive  transcenden- 
tes^  ac  proposita  fuerit  haec  aequatio  differentialis  tertii  gradus: 
y-*-^-i-^2-+-$^  =  T,    ^us  integrale  completum  invenire. 


S  0  1  n  t  i  0. 

Ponatnr  y  -^  fp  ^  gq  =  »,    eritqne  differentiando 

dz  =  dx{p  -^  fqHr-  gr)  =i  tdx, 

sicqne  nostra  aeqnatio  integranda  erit  0  h-  ^  =  T,  pro  qna  erit 
nt  ante 

»  =  ^-^j6"**dT,    etz  =  T  —  !tx, 

posito    scilicet    J  ^^^  =  u.      Ambae    igitnr    illae     ezpressiones     func- 

tiones  emnt  solius  yariabilis  t^  nnde  etiam  dx  per  eandem  yariabi- 
lem  exprimetur.  Tantum  igitur  superest  nt  etiam  altera  variabilis 
principalis    y    indagetur.       Cum    antem     sit    y  -^  fp  -^  gq  =  ^,     loco 

litteramm   jp    et    g    scribantur    valores    initio    assumti    %    ^^    ^i     ^rit- 

que,    si  tota  aequatio  per  ^  mnltiplicetnr ,    haec  aeqnatio  integranda 

ydix?  -4-  fdxdy  -*-  gddy  =  zbo?  ^ 
in    qna    cum    tam    x    quam    z    sint    functiones    solins    t^      etiam    y 


576  SUPPLEMENTUM    X. 

tanqaam     fonctionem     ipsias     t     tractare     licebit.      Jam  olim     aatem 

a    me    aliisque    ostensam     est,       qaomodo    talis    aequatio  tractari     de- 

beat,      qaam    ergo    evolutionem    hic    repetere    superflaam  foret.      Suf- 

ficiat    enim    notasse,      valorem    ipsius    y    per    terminos  hujus    formae 

J  6^  zdx  assignari ,  eum  igitur  per  solam  variabilem  t  exprimere 
licebit,    sicque  etiam  y  per  functionem  ipsius  t  definietur. 

P  r  0  b  1  e  m  a     11. 

§.  18.  Posito  jp-*-/2-+-(7r-*-fe  =  <,  si  fuerifd  T  et  % 
functiones  gmeamgue  ipsiiis  t,  sive  nUgebraicae  sive  transcendef^ 
tes^    ac  proposita  fuerU  talis  aequatio  differentialis  gmrti  gradus 

y  -^fP  -^  ^2  -+"  hr  ^  Zx  =  T, 
in  ejus  nitegrak  completum  inguirere. 

S  0  1  u  t  i  0. 
Sit  y-^fp-^gg-^hr^z^    eritque  differentiando 

^z  =  dx  (p  -^  fq  -+-  gr  -^  hs)  =  tdx , 

atque  aequatio  integranda  fiet  ^  -t-  ^  =  T,  pro  qua  iterum, 
sumto  f  j-^  =  u ,    erit 

x  =  - ^Jc""''^,    atque  ^  =  T  — a:^;, 

ita  ut  tam  x  quam  z  per  solam  variabilem  t  exprimantur.  His 
inventis,  si  in  aequatione  initio  assumta  loco  p^  j,  r,  s,  eorum 
valores  substituantur ,    prodibit  haec  aequatio  tertii  gradus 

ydo^  H-  fd^dy  -h  gdxddy  -h  h^y  =  zd^^ 


cujus  integrale  completum  per  ea  quae  circa  hujusmodi  aequa- 
tiones  sunt  prolata,  tanquam  cognitum  spectare  licet,  ita  ut 
etiam     hoc     casu     ambae     variabiles    x    ei    y    per    novam     variabilem    t 
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exprimantar.  Facile  autem  patet  hoc  modo  ad  aequationes  dif- 
ferentiales  adhuc  altiorum  graduum  progredi  licere.  Hac  igitur  ra- 
tione  calculo  integrali  haud  contemnendum  incrementum  allatum  est 
censendum.  Cum  igitur  hic  praecipuum  negotium  versetur  in  inte- 
gratione  completa  hujusmodi  aequationis 

nbi  z  est  functio  quaecunque  ipsius  o;,  ejus  resolutionem  jam  pas- 
sim  exhibitam  huc  accommodemus  et  breviter  ostendamns.  Forme- 
tur  haec  aequatio 

1  -I-  /u  -H  flrw'  -+-  hjP  -H  iu^  -4-  etc.  =  0 , 

cujus  radices  u  designentur  litteris  a,  p,  Y)  ^»  ^tc.  quibus  inven- 
tis  erit  uti  jam  olim  ostendi 

^~  /*-*-2^a-*-3Aa'-*-4ia*-*-etc.      /"h- 2 ^p -f- 3 Ap* -h 4 ip" -h etc. 

Hae      scilicet     formulae     ex     singulis  radicibus  a,     ^,     y,     S,     etc. 

formatae    et    junctim     sumtae     dabunt  valorem  ipsius    y    atque    adeo 

integrale  completum,  quia  singulae  formulae  integrales  constantem 
arbitrariam  involvunt. 


2)    Specimen  aequationum   differentialium   indefiniti 
gradus  earumque  integrationis.      M.  8.  Acade- 

miae  exhib.  die  13  Becembris^  1781. 

§.     19.       Quando      aequationes      differentiales      secundum      gra- 

dus    differentialium     distinguuntur ,     ipsa    rei    natura    gradus    intermedios 

excludere    videtnr:     cum    enim    totidem     integrationibus    opus    sit,      ha- 

rum     numerus     certe     non     integer     esse    non    potest.       Incidi    tamen 
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nuper  in  aequationem  differentialem  indefiniti  grados,  cnjus  exponens 
etiam  numeros  fractus  esse  potest,  atque  adeo  mihi  licuit  ejus  in- 
tegrale  assignare;  quod  cum  omni  attentione  dignum  yideatur,  to- 
tam  analysin,    qua  sum  usus,    hic  dilucide  exponam. 


§.  20.  Cum  miras  proprietates  unciarum  potestatum  bi- 
nomii,  quas  hoc  charactere  indicare  soleo  (^V  cujus  valor  est  hoc 
productum 

i'2  3    g      » 

considerassem ,       in     mentem    mihi    venit     valorem     hujusmodi     formulae 

(^j    ad    formulam    integralem    revocare,      unde    etiam    casus,     quibus 

p    Qi    q    non     sunt    numeri    integri,     assignari    queant.     Directe    quidem 
talem    reductionem    non    succedere    observavi,     unde    ejus    valorem     re- 

ciprocum  T--r  sum  contemplatus ,    cujus  valor  est 


p       p  —  1       p  —  2  p  —  q-^l 

Hunc  in  finem  statuo 

1.2.3 qXx^ 


PiP—  1)(P  — 2)....(p  — 2-*-  1) 


=  s 


ita  ut  posito  x  =  1  desideratus  valor  ipsius  1  :  ( — V  obtineatur. 


§     21.       Sit     nunc     brevitatis      gratia      1.2.3...2=N, 

iit    habeatur    s  =  r tt,      iu     cujus    denominatore    tenen- 

p...{p  —  q-^  1)' 

dum     est    factores     continuo     unitate     decrescere.       Quod     si    jam     ista 

formula  diflferentietur ,    prodibit 
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ds  V(x^ 


—  1 


dx       (p  —  1) (p  —  2  -H  1)* 


sicqne    primus    factor    denominatoris    est    snblatus,      ac    differentiatione 
denuo  institnta  prodibit 


dds  Nx^ 


—  I 


dx'        (p—2)....(p-q^l) 

Hoc  igitnr  modo  continno  differentiando ,  omnes  factores  denomina- 
toris  toUentnr,    ac  pervenietur  tandem  ad  hanc  aequationem 

§.    122.      Pervenimus     igitnr,      loco    N    valorem     snnm     snb- 
stitnendo,    ad  hanc  aequationem  differentialem 

1 qdx^  ' 

quam  ergo  tot  vicibus  integrari  oporteret,  qnot  q  continet  nnitates, 
atque  singulae  integrationes  ita  sunt  institnendae  ut,  posito  x  =  0 
integralia  evanescant,  et  postquam  omnes  integrationes  fuerint  ab- 
solutae,     loco    x    scribi     debebit    unitas,     hocque    modo    valor    ipsius  8 

resultans    dabit    valorem    formulae    1  :  (y K     Quo    autem    istas    integra- 

tiones  generalius  expediamns,  loco  x^^^  scribamns  X,  nt  habea- 
mus  hanc  aeqnationem  resolvendam 

"■'        =x. 


1.2 qdx^ 


§.     23.      Hanc     aeqDationem     primo     mnltiplicemns     per     dx, 
ejnsqne  integrale  dabit 

1,2.3. ...qdx'-'^^^^' 

73  * 
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Istam  aequationem  dncamus  in  1.  dx^    eritque  integrando 

-— =  [  dxi  Xdx  =  X  { Xdx  —  f  Xxdx. 

2.3  . . .  .q.ox^     ^"       •'       •'  -^  •' 

Per  notas  enim  reductiones  ejusmodi  integralia  repetita  ad  sim- 
plicia  reduci  possunt.  Haec  aequatio  jam  per  2  dx  multiplicata 
eodemque  modo  integrata  praebebit 

—— .  <>_a  =  a?  i  Xdx  — 2  X  {  Xxdx  -h  f  Xa^dx. 

3.^ .  .  .  .q.ox^    ^  ^  ^  ^ 

Nunc  per  3  dx  multiplicando  et  integrando  proveniet 

,    ,    ^    '\^^,  =  (x?  {Xdx  —  3c^{  Xxdx  -*-  Z^x  f  X^dx  —iXa^dx. 

Eodem  modo  reperietur 

5.6  .  . .  .q.ox^  ■'  •'  ■' 

—  4  a;  J  ^dx  -+■  J  'Kx^dx, 

sicqne  in  genere  nostros  characteres  in  usum  vocando  erit 

^f"""      .,_„  =  a;— •  r  ^dx  -  C^)  a;"-»  J  }^^ 

n  {n -^  \) q.ox^  -  \    i    /  ^ 

§.    24.      Statuamus     nunc     n  =  3,       et     cum     sit    ^s  =  s, 
prietur  haec  aequatio  finita 


8 


2:^-7  Xdx  —  (^)  rr^"'  /  Xxdx 

^  ^iizl^  x"^-^  j  X^dx  —  etc. 


cujus  singula  membra  ita  integrari  debent,  ut  posito  x  =  0  eva- 
nescant ,  quod  quidem  semper  eveniet ,  si  modo  sit  q  —  1  >  0 , 
quamobrem  ipsae  formulae  integrales  j  XdXj  j  Xxdx^  etc. 
tantum     sive     adjectione     constantis     integrari     debent.       Etsi     enim     hoc 
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modo   X  forte   in   denominatorem   ingrediatur,    per   potestatem    ipsins    x^ 
qna  mnltiplicari  debent,    iterum  tolletur. 

§•  25.  His  circa  singnla  integralia  observatis  extra  signa 
snmmatoria  jam  ponere  licebit  x  =  Ij  quippe  qui  est  casus  quaes- 
tionis  propositae;    sicque  reperietur 

cujds    seriei    valor    manifesto    est    (1  —  xf''^    ita    ut    habeamus    hanc 
expressionem  determinatam 

-^  =  jXAc(l  —xf^\ 


(f) 


cujus  ergo  valor  etiam  casibus  quibus  q  non  est  numerus  i^te- 
ger  per  quadraturas  exhiberi  potest,  sicque  aequationis  differen- 
tialis  indefiniti  gradus  d^  s  =  NX^o;^  integrale  feliciter  elicni- 
mus,  et  quia  X  =  x^"^,  omnes  unciae  hoc  modo  ad  formas 
integrales  redigentur 


(f)= 


q^x^""^  dx(\  —X) 


q  —  \J 


et    quia    exponentes    ipsius    x    et    ipsius     1  —  x    permutari    possunt, 
erit  etiam 

\q)        qjx^-^dxil—xf^' 

hancque     formulam     ex     principio     diversissimo     non     ita    pridem    sum 
adeptus. 

Theorema    1. 

§.  26.     Yalor    hujus    characteris    ijj    reduci    potest    ad    for- 
mulam  integralem,    cnm  sit 
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©- 


siqnidem  hoc  integrale  ab2;  =  0adtr=l  extendatur. 

Corollariam     1. 
§.  27.     Sumto  ergo  jp  =  0  erit 

1 


a)= 


Ostendi  aatem  olim  esse 

f  X*-'  dx{l—  «)-«  =  -r^. 


unde  ergo  fiet 


/  o^\  _  ^m. 


CoroIIarinm     2. 

§.     28.       Deinde     per     notam      integralium      reductionem      re- 
peritur 

f  a;^~  ^  dx  (1  —  xf-"'  =  -A-  X  (^), 

cujus    ergo    valor,     quoties    p    est    numerus    integer,     absolute    assignari 
potest,    quamobrem  in  genere  erit 

\  9  /  ^g       \  p    / 

Corollarium     3. 
§.  29.     Cum  igitur  vicissim  sit 

^U/ 

si  hic  loco  q  —  1  scribamus  /*,    et  g  loco  p  —  g ,    habebimus 
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S  c  h  0  1  i  0  n. 

§.  30.  Quoniam  igitar  hanc  formalam  integralem  nacti 
sumas  ex  aeqoatione  integrali  indefiniti  gradas,  eandem  .investijgatio- 
nem  latins  extendamus  in  sequente  problemate. 

P  r  0  b  1  e  m  a     12. 
§.  31.     Proposita  serie  sive  finita  sive  infinita 
a        ^  B  G  J>     _^^ 


(f)  m  (^)  m 


^us  valarem  per  formulani  integraiem  exprimere. 

S  0  1  u  t  i  0. 

Tribuamus     singulis     terminis     potestates     ipsius    x ,      ac    sta- 
tuamus 

A^       Bx^-*"       CxP-^^ 

quae  series  ergo ,  posito  x  =^  1 ,  praebebit  ipsam  seriem  proposi- 
tam.  Ubi  observandum,  in  omnibus  terminis  litteram  q  eundem 
retinere    valorem,      alteram    vero    p    continuo     unitate    augeri,      unde 

productom      indefinitum      1.  2.  3 2  =  N      in      omnibus      ter- 

minis     eundem     retinebit    valorem.       Quare    cum     supra    ex    aequatione 

8  =  7— r  deduxerimus  hanc  aequationem  differentialem  indefiniti  gradus 

(f) 

ex  singulis  terminis  nostrae  seriei  idem  resultabit  differentiale ,  si 
modo  exponentem  p  unitate  augeamus,    unde  ergo  reperiemus 

~  =  NAa;P-^  -+-  mx^"^'^'  -+-  etc. 
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§.  32.     Ponamas  onnc  * 

A  -I-  Ba;  -I-  Ca^  -»-  DaJ*  -4-  etc.  =  V , 
eritque 

qoamobrem  si  stataamus  x^~^  V  =  X,  habebimns  ipsam  aeqnatio- 
nem  jam  ante  tractatam 

1.2 qdz''~      ' 

cajas  integratio  q  vicibus  repetita  nos  perdoxit  ad  hanc  ezpres- 
sionem  s  =  q  j  Xdx  (1  —  zf~\  unde  ergo  pro  X  et  V  valo- 
res  sabstituendo  nanciscemur  summam  qnaesitam  S,    scilicet 

S  =  qja^~^  dx  (k -+- Bz -^  Ca^ -t- Da? -*-  etc.)  (1  —  »)'"', 

si  modo  hoc  integrale  ab  x  =  0  ad  x  =  l  extendatur,  vel  ut 
ante  innnimus,  si  modo  in  integratione  nnlla  constans  adjiciatnr, 
deinde  vero  sumatur  x  =  1. 

E  X  e  m  p  1  u  m. 

§.  33.     Sit  V  =  (1  —  a;)",    ita  ut  sit 

A=l,    B  =  -(^),    C  =  -*-(f),    D  =  -(f),  etc., 
et  series  proposita  erit 

(f)  m  m  m 

tum  igitur  summa  hujus  seriei  erit 

s  =  qj(tp-''  dxii  —xy-^"-\ 

sive  permutatis  exponentibus  ipsius  a;  et  1  —  x,    crit  quoque 

Nunc     autem      evidens     est     hanc     ipsam     formulam      integralem      ite- 
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ram    ad    characterem    hic    usitatnm    reduci    posse    ope    §.29.    erit   enim 
f  =  q  -^  n  —  1  ei  g  s=: p  —  j,    atque  hinc  prodibit 

S  = 


etc. 


Hinc    ergo    sive    formulis     integralibus     habebimus     hanc     summationem 
seriei  infinitae  maxime  notabilem 

_L  _  JiL  ^  Ji).  _  iiL  ^  iil. 

(f)  m  m  m  m' 

Gorollarinm     1. 
§.  34.      Si    ergo    fuerit    n  =  0,      oritor    aequatio    manifeste 
identica  scilicet  t— ^  =  j—r .    At  si  n  =  1  prodit 

q  _    1  1 


(^-i)(f^)  (f)  m) 

Si  n  =  2  fiet 

q  12 


^i*Hm)  (f  m  m 


Corollarium     2. 

§.  35.       Quo    consensus    cum    veritate    clarius    appareat    evol- 
vamus  casum  determinatum ,    quo  |?  =  3,    q  =  2^    n  =  4,    eritque 

g 
Deinde  fit 


=  1,    et(f^)  =  a)  =  0  =  7. 


(f)  =  (D=3;    ('-fl)  =  (^  =  6;    (--:^)  =  a)=10;    ('-f^)=15; 
Vol.  IV.  74 
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qaae  est  progressio  nameroram  trigonaliam;    tam  vero  erit 

(i)=4;    (|)=6;    (f)  =  4;    (|)  =  .. 
His  igitor  Tidoribiia  Bnbstitatis  erit 

JL   i  4-.6.  4      ,       1 

3.7  3  6  "^  10  15  "*"  21  » 

qaod  egregie  convenit. 

Exemplnm     2. 

§.  36.     StatuamuB  V  =  (1  -#-  a:f  ""^    ut  fiat 

tum  vero  erit 

A=l;    B  =  (if^);    C  =  (i^^);    D  =  (i^);    etc. 
sicque  series  proposita  erit 

(f)  c-f^)  c-f^)  e-f^) 

Evidens    autem    est,     hanc    formulam    integralem    etiam    ad    nostros    cha- 
racteres  reduci  posse.    Ponamus  enim  xx  =  y  ^    erit 


sive  permutatis  exponentibus 

p  -  g  -  1 


S  =  |J/-^(^7(l-y)     '^ 


quae     comparata     cum     §.29.    dat    i  =  q  —  1,     g  —  - — | ,     qui- 

bus  valoribus  substitutis  coUigitur 


S  = 


,  1       _  1      C-T-')     (s-=) 


2, 


(=1=)    2  (!=!£)    (v)    (^-T-)    Pf') 


etc. 


vel  si  ponatur  ^^^ —  =  r,    erit 


2 


s-_L_i_(5::')^(V)^,, 

^(v)  (f)  m  m 
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Corollariam     1. 

§.     37.       Hic     casu     q  =  l     somina     inventa     ipsi     termino 
primo  aeqnatar.    Samamas  aatem  q  =  2,    erit 

111 


(^f)       (i)       m 


hoc  est 


PP—i       pip  —  i)       Ptp-Hi)V 
unde      patet      istam      summationem      esse     veritati     consentaneam ,      de 
quo     quidem     nuUum     superesse     potest    dubium,       quoties    q    est    nu- 
merus      integer     positivus;       quamobrem     quosdam      casus      consideremus 
ubi  non  est  talis. 

» 

Corollarium     2. 

§.  38.  Quo  autem  evolutio  facilior  evadat,  contemple- 
mur  casum  quo  r  =  g ,  ut  fiat  (— )  =  1 ,  tum  autem  erit  p  =  1  -+-  g 
hincque 

quibus  substitutis  orietur  haec  series 


1  _      1        ,         2(g-l)  3(g-l)(g-^2)  4(g-l)(g-2)te~3) 

2  —  e-*-l        (3-t-l)(g-*.2)"*'(g^l)(g-*.2)(«-i-3)"^((r-Hl)(g-H2)((r-^3)(g^4) 


etc. 


quae  series  notatu  maxime  est  digna,  quia  ejus  snmma  semper 
est  I,  quicunque  valores  litterae  q  tribuantur.  Si  enim  sit  g  =  0, 
habebitur 

1=1  —  1-Hl  —  l-*-l—  etc. 

quae  est  series  notissima.  Sit  nunc  q  =  —  1,  et  ob  j-h1  =  0 
multiplicemus^mnes  terminos  per  9  +  1 ,    prodibitque  haec  series 

0  =  1  —  4  -+-  9  --  16  -+-  25  —  etc. 

uti    differentias     sumendo     facile    patet.      Ponamus    q  —  l,      ct    haec 

74* 
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series  prodibit 

1 

l  8 

8  —  3 

2.2          2.3          2.4           2.5             . 
3.6     ■     5.7          7.9     '     9.11          ^^* 

Cum  igitur  sit 

3  ^ 

1.         *     2            2.         6     3            8.         8     4| 

3»      3.5          8          6>      6,7          6          7>      7.9           7 

et  ita  porro,    his  substitutis  prodibit  haec  series 

1  =  1- 

-  1  -1-  1  —  1  -i-  1        1-^1       etc. 

At  si  snmamns  q 

=  —  1  erit 

^  =  2  ■ 

2   ^ 

-4-h6  —  8-+-10  —  12-+-  etc., 

quod  per  differentias  fit  maoifestnm. 

Corollarium     3. 
§.  39.      Snmamus     nunc    r  =  0,     ut    fiat    p  =  1  —  q.     De- 
monstravi  autem  esse  ( ~ )  =  ^^'}^ ,     unde  orietur 

2  ,i.. .,  -  (i=i)  e-^)  (•-=-')  "• 

cujus    casum    g  =  ^    evolvisse    pretium    erit,     membrum    enim    sinistrum 
fit  I .     Pro  parte  dextra  autem  habebimus 

/«  ~  M  —  _  t  •    /«--zi^  -^  li? .    /'«--^\  —  _ 

V     1     /  ~"  2'      \     2     ^~~2.4'     \     3     /~  2.4.6' 

tum  vero  pro  denominatore 

(^')  =  ''  (^')  =  '-  ('-i-')  =  H-.  (t^)  =  ^I;  "»• 

quibus  valoribus  substitutis  erietur  haec  series 

i:  —  ^        3~*"6       7"*"«       *^^^- 
quae     est     series     notissima.       Ponamus     autem     adhuc     q  =  —  1,      et 
raembrum  sinistrum  erit  ut  aute  -^  *>    P^*^  parte  dextra  autem  erit 

(i^)  =  _  3,     (.-)  =  g;     (.-)  =  _  I-:     etC.   tUO, 


1.3.5  . 

etc. 
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X         2.4         4.6         6.8         8.10  . 

4    —  1.8  1.6  ^  1.7  1.9   ^  ^^'^ 

cuJQs  veritas  ita  ostenditnr.    Cam  sit 

2.4  o  1,   4j6  -  i.   6^  „  1.   8U10  q  |^      . 

1.3  —  ^  3'    1.5  —  "^  6»    1.7  —    '  7'     1.9    —  ^  »'   ^"^* 

erit  illa  series  aeqnalis  huic 

1  =  3  —  i-6H-iH-7-i  —  9H-i  —  etc. 

quae  series  in  has  duas  discerpatnr 

^        r       3  —  5  H- 7  — 9 -H  11  —  13  H-etc. 
T"*"  I i-i-l  —  Ih-I  —  -i-H-^ etc 

De  superiore  notetur,    ejus  snmmam  per  differentias  emtam  esse 
3  —  5h-7  —  9H-11  —  13h-  etc.  =  1 ; 

inferioris  summa  ex  serie  supra  inventa,    qua  erat 
I  =  1  —  i  H-  i  -  i  H-  i  -  etc.  erit 
_l-H^ in-*  —  etc   =  —  —  1 

3  ^^  5  7   ^^  9  ^^*    4  ^  J 

unde  jam  manifestum  est  fore 


1C  «  « 


Hinc  igitur  patet,  pro  q  etiam  numeros  negativos  atque  adeo  frac- 
tos  accipi  posse. 

Theorema    generale. 

§.     40.       Si     X     denotet     functionem     quamcunque     ipsius    x^ 
et  proposita  fuerit  haec  aequatio  differentialis  cujuscunqne  gradus 

d^y  =  1.2.3 sXd«^ 

ubi  exponens  q  denotet  numeros  quoscunque  sive  integros  sive 
fractos  sive  positivos  sive  negativos,  cujus  ergo  aequationis  re- 
solutio  totidem  integrationes  reqnirit,  quae  si  singulae  ab  o;  =  0 
inchoentur  omnibusque  peractis  statuatur  x  =  \  ^  tum  semper  erit 
y  =  q  j  Xdx  (1  —  ^)^""\  hoc  scilicet  integrali  ab  a;  =  0  ad 
X  =  1  extenso. 


l  P  P  L  E  II  E  N  T  U  M    XI 

SV  FCSEM  TOM.  III. 

D£ 

CALCILO     VARIATIONDM. 


70. 


^  t  Si  detur  aeqnatio  qnaecanque  inter  binas  yaria- 
^ii^.  ;  sM  ««  ^  quod  eodem  redit,  si  y  fuerit  functio  quae- 
oi>«>(^tc  ^tKaUfii  .t\  tum  omnes  expressiones  quomodocunque  ex  his 
.i\A\<x  i|uuitt(itotibus  X  ei  y  formatae  et  compositae,  tanquam  func- 
,.swvA  uum*  >ariubilis  x  spectari  poterunt,  ita  ut  pro  quovis  valore 
^kvvMir^avo  (^viuiH  Xy    determinatos  quoque  valores  sortiantur. 

1$  ^  lliuusmodi  autem  expressionum  ex  quantitatibas 
01  7  iN^vmaturum ,  tria  genera  constitui  convenit ;  ad  quorum 
^iuukum  ivAmmiuis  ouiuos  illas  expressiones ,  in  quibus  tantum  ipsae 
ouiiiMV^UxVM  (  ot  y  occurrunt  et  per  operationes  quascunque  sive 
«)iiv^«'U\H^  ^tivo  otiaiu  transcendentes  inter  se  sunt  complicatae, 
o\P»^»«^»*l^  ••M»^'  <*»'*'  "•-  P^?/  -*-  Ty^  itein  c*"^  Arc.  sin.  y, 
wi  \\\\^  iMiMtoriiin^  oporationes  transcendentes  cemuntur.  Secun- 
^lmii  tiiiloiM  H^nius  oas  complcctitur  expressiones ,  in  quibus  praeter 
i|ia44  i|iiHiitltiitoN  X  ot  y  ctiam  ratio  differentialium  occurrit,  quam 
i.iMouoiu  Ailoo  uil  ilinoroutialia  cujusque  gradus  extendimus,  cu- 
)u*iiioiU      o\|iroHHioiiuiu      iudolem      quo      clarius      perspiciamus ,       ponatur 
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more  solito 


dy  =  pdx ;    dp  =  qdx ;    dq  =  rdx ;    etc. 

ac  tales  isxpressiones  erunt  fonctiones  quantitatum  x^  y^  py  q^  r^ 
etc.  Tertium  denique  genus  ejusmodi  expressiones  continet  in  qui- 
bus  praeterea  formulae  integrales  involvuntury  quorsum  pertinent 
expressiones  illae  in  calculo  variationum  imprimis  consideratae ,  quae 
hac  forma  sunt  repraesentatae  j  ^dXj  ubi  V  est  functio  quae- 
cunque  non  solum  ipsarum  x  et  y;  sed  etiam  quantitatum  p,  q^  r^ 
ete.j  quin  etiam  ea  alias  insuper  formulas  integrales  involvere 
potest. 


§.  3.  His  circa  tema  hujusmodi  expressionum  genera 
constitntis,  facilius  indolem  calculi  variationum  explicare  poterimus. 
Totum  enim  negotium  huc  redit,  ut  si  proposita  fuerit  relatio 
quaecunque  inter  o;  et  y,  eaque  aliquantillum  varietur,  seu  ejus 
loco  alia  quaepiam  relatio  inter  o;  et  t^  ab  illa  infinite  parum  quo- 
modocunque  discrepans  adhibeatur,  investigari  oporteat,  quantam 
mutationem  omnes  illae  expressiones ,  tam  primi,  qnam  secundi  et 
tertii  generis  sint  subiturae,  ad  quod  inveniendum  in  calculo  varia- 
tionum  prouti  equidem  eum  olim  tractavi,  praeter  differentiale  dy^ 
quo  quantitas  y  augetur  dum  x  in  x  -¥-  dx  abit,  ipsi  quantitati  y 
aliud  incrementum  iy  tribuitur,  penitus  ab  arbitrio  nostro  pendens 
neqne  per  x  determinatum ,  cui  incremento  variationis  nomen  indi- 
deram,  atque  methodum  exposueram,  variationes  inde  in  singnla  ex- 
pressionum  genera  redundantes  inveniendL 


§.     4.       Videbatur     igitur     calculus     variationum     omnino  sin- 

gulare     calculi     genus    constituere,     veram    postqnam     ejus    indolem  ac- 

curatius    essem    perscrutatus ,     universom    bunc    calculnm    perspexi  levi 

facta    inmiutatione    ad    secundam    partem    calculi    integralis,    cujus  ele- 
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menta  in  tertio  yolumine  operis  mei  de  hoc  argamento  exposui, 
reduci  posse.  Pertractavi  autem  in  ista  secunda  parte  eas  inte- 
grationes,  quae  circa  functiones  duarum  variabilium  versantur,  in 
quo  calculi  genere  etiam  nunc  vix  ultra  prima  elementa  progredi 
licuit. 


§.  5.  IUius  scilicet  incrementi  loco,  quod  variationem 
appellavi,  ipsam  quantitatem  y  non  amplius  tanquam  functio- 
nem  solius  variabilis  x  considero,  sed  eam  tanquam  functio- 
uem     binarum     variabilium    x    e,i    t    m    calculum    introduco,     sic    enim 

dum     dx  (^j    significat     verum     differentiale     ipsius    y^      haec    formula 

dl  (j-A    idem     significare     poterit ,       quod     antea     signo     8  y     indicavi- 

mus.  Quo  haec  reddantur  clariora  concipiamus  y  ut  applicatam 
cujuspiam  curvae  abscissae  x  respondentem ,  atque  in  calculo  varia^ 
tionum  alia  relatio  requiritur,  quae  omnes  alias  curvas  huic  saltem 
proximas  complectatur ,  omnes  autem  hujusmodi  curvas,  si  X  deno- 
tet  illam  functionem  cui  y  acquatur^  tali  aequatione  contineri  posse 
y  =  X  -♦-  <V  manifestum  est;  denotantc  V  functionem  quamcunque 
ipsius  x.  Sumta  euim  t  infinitc  parva  haec  aequatio  omnes  om- 
nino  lineas  curvas  propositae  proximas  in  se  comprehendet ,  atque 
adeo  hanc  formam  multo  generaliorem  reddere  licet,  ita  ut  pro  y 
fuuctio  quaecunque  binarum  variabilium  x  (ii  t  usurpari  possit,  dum- 
modo  ea  ita  fuerit  comparata,  ut  posito  <  =  0,  prodeat  ipsa  fiinc- 
tio  proposita  y  =  X. 


§.  6.  Pro  variatione  igitur  invenienda,  quantitas  x  ut 
constans  spectari,  ipsius  vero  y  differentiale  tantum  ex  variabi- 
litate  ipsius  t  desumi  debet;  unde  si  expressio  proposita  fuerit 
primi  generis,  functio  scilicet  ipsarum  x  et  y  tantum,  quam 
littera       Z       designemus,        ponamus       differentiatione       consueta      pro- 
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dire      Mdx  -h  N^,       atque      nunc      pro  variatione      inyenienda      fiat 

dx  =  Oj     at    loco    dy    scribatur    dt  (^j,  quippe    quod    est    incremen- 

tum     ex    sola     variabilitate    t    oriundum.  Quo     facto     variatio     quaesita 

hujus    expressionis    Z    erit     =  ^dt  (~Y  Quare    si     ipsa    variatio    si- 

mili  modo  per  dt  (-^\  indicetur ,    habebimus  (^\  =  N  (^V 

§.  7.  Nunc  ad  expressiones  secundi  generis  progredia- 
mur,  in  quibus  quum  praeter  x  et  y  occurrant  quantitates  p^  q^  r, 
etc.  barum  variationes  quatenus  y  etiam  a  variabili  t  pendet,  per 
legem  generalem  his  formulis  exprimentur 

^(1);    dt(%;    dt(^;    etc. 


Quum  autem  pro  sola  variabili  x^    sit 


P  ~  \dx)''     2  —  [dx)  —  \dx^)' 


erit  per  regulas  generales  differentiandi  functiones  dnamm  va- 
riabilium 

m_(ddv_Y  (dq\_(_^Y  (t\-(Jli.Y  etc 

\dt)  ~~  \dxdtl'    \dt)  ~  \da;*d*/'     \dt)  ~  \dx»dt)'     "•*" 

■ 

ubi     meminisse     juvabit     formulam     verbi     gratia    (^^)    prodire,       si 

functio  y  ter  differentietur ,  et  duabus  vicibus  sola  x,  una  vice  au- 
tem  sola  t  variabilis  sumatur,  tum  vero  qualibet  differentiatione  dif- 
ferentialia  simplicia  dx  vel  dt  abjiciantur. 

§.  8.  His  expeditis  sit  jam  Z  functio  quaecunque  ip- 
sarum  x,  y^  p^  9,  r,  etc. ,  hic  quidem  nuUo  adhuc  respectu 
habito  ad  variabilem  ^,  quippe  quae  tantum  in  subsidium  va- 
riationis  introducitur ,    atque  differentiatione  more  solito  facta  prodeat 


dZ  =  Udx  -♦-  N^  H-  Pclp  -f-  Qda  -h  Rdr  h-  etc. 
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nunc  igitnr  pro  variatione  seu  dt  (^j  invenienda  scribi  debebit  ut 
sequitur 

^^  =  0;    dy  =  dt(%);    dp  =  dt  (%)  =  dt  (^) -, 

^2  =  *(£!);    dr  =  dt(£-r^;    etc. 
atque  variatio  quaesita  erit 

*  (f )  =  N*  {%)  *  P*  m)  -  «*  (»i)  -  «*  (^S)  *  etc. 

unde  sequitur  divisione  per  dt  facta  fore 

(f)=N(|)-P(S)*«(5l)-«(££)-e.- 

§.  9.  Sit  nunc  etiam  expressio  quaecunque  tertii  ge- 
neris  proposita  j  Zdx^  ubi  Z  sit  functio  quaecunque  ipsarum 
^j  Vt  Py  ^j  ^i  ^^c.  ita  ut  per  differentiationem  ordinariam  ha- 
beatur 

dZ  =  yidx  -I-  N^  -+-  Pdp  -f-  Qdj  -♦-  Rdr  H-  etc. 

ubi  quidem  hactenus  nulla  ratio  novae  variabilis  t  est  habita,  atque 
integratio  formulae  propositae  j  Zdx  per  solam  variabilem  x  est 
expedienda,  quo  observato,  quaestio  huc  redit,  ut  si  jam  y  ut  func- 
tio     binarum     variabilium    a;    et    ^    consideretur     et     ubique     quantitas    y 

elemento    dt    (—]    augeatur,     augmentum     quod     ipsa     formula     integralis 

j  Zdx  inde  capiet  definiatur,  hoc  enim  augmentum  ipsa  erit  va- 
riatio  formulae  integralis  propositae, 

§.  10.  Quare  ad  hanc  variationem  inveniendam  in  functio- 
ne    illa    Z    ubique    loco    y    scribatur     ejus     valor     auctus    y  -+-  dt  (-Jj, 

'di)   ^^  ^ 

quod  erit  ipsa  variatio  quaesita.  Quoniam  vero  in  hac  intcgratione 
sola    X    pro    variabili     habetur     elementum    dt    ante    signum     poni     pote- 

~di)' 
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§.     11.       Quoniam    igitur    in    §.     8.    valor    ipsius    (-j^j    jam 

evolutus  l^betur/.  si  ille  hic  substituatur ,  formulae  J  Zdx  variatio 
prodibit  ita  expressa 

*J«fa[N(^)-P(^)-Q(^)*B(&)*etc.] 

quam  etiam  sequenti  modo  per  partes  repraesentasse  javabit 

«  J  N*.  (I) -K  *  /  P*r  (S) -H  *  J  Q*:  (;|^) -^  *  J  EAr  (^)  H- etc. 

qua  expressione  contenti  esse  possemus,  si  quaestio  circa  casum 
aliquem  determinatum  institueretur ,  ubi  y  non  solum  functioni 
cuipiam  datae  ipsius  x  aequaretur,  sed  etiam  nova  variabilis  t 
modo    determinato    introduceretur ;       tum     enim     omnes     istas     formulas 

(l)?  (-S);  (£1);  ^*^-  ^^*^  evolvere  liceret,  ita  ut  tum 
elementum  dx  per  solam  functionem  ipsius  x  afficeretur;  siqui- 
dem  uti  initio  innuimus,    evolutione  facta^    iterum  poni  debet  t  =  0. 

§.  12.  At  vero  tales  quaestiones  determinatae  nunquam 
occnrrere  solent;  sed  potius  relatio  inter  y  et  x  semper  in- 
cognita  esse  solet,  inde  demum  determinanda ,  quod  variatio  in 
nihilum  abire  debeat,  quippe  in  quo  methodus  maximorum  et 
minimorum  versatur.  Hujusmodi  quaestiones  ergo  ita  enunciari 
convenit:  qualis  relatio,  inter  quantitates  o;  et  ^  intercedere  debeat,  ut 
formulae  integralis  propositae  J  Zdor  variatio  in  nibilum  abeat, 
quomodocunque  etiam  nova  variabilis  t  in  calculum  introducatur? 
Qnodsi    autem     quaestio    hac    ratione    instituatur,     perspicuum    est    for- 

mulis  /-^j;   (-^);    (5^);    etc.  nullos  certos  valores  tribui  posse. 

§.  13.  Verum  hic  prorsus  singulare  artificium  in  sub- 
sidium  vocari  potest,  cujus  ope  formulas  integrales  posteriores 
in    §.11.    ad    formam    priores    reducere    licet,      ita    ut    in    omnibus 
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eadem    formula     (^j    occurrat.       Quum    enim    dx    i^£\    sit     differen- 

tiale  formulae  f^j  sumta  sola  x  variabiliy  erit  per  conaietam  in- 
tegralium  reductionem 

simili  modo  quia  dx  (5^^)  est  differentiale  formulae  (^),  ha- 
bebimus  statim  hanc  reductionem 

/*fe(aSi)  =  «(^)-/*'(S)(S). 
nunc  vero  per  praecedentem  reductionem  fit 

/*»(S)(S)  =  (g)(l)-/*'(S)(l). 

sicque  omnino  habebimus 

/  «j*^  (^) = Q  m  -  m  m^io-  (p  {%)< 

atque  nunc  satis  perspicuum  est,  sequentem  formulam  integralem  ita 
reductam  iri 

J  ^^^  \d^)  =  ^  [wTt)  "~  \di)  \dxdt)  ■*"  \d^)  \di) 

-/<fe(s)(i). 

ac  si  insuper  talis  formula  adesset,    foret 

r  s/)r  ^  ^y  ^  —  s  i-^\  —  i^\  i  ^^y-\  -4-  i^^\  i  ^^\ 

J  ^^^  \dx*dt)  ~  ^  \d;t^,dt)         \dx)  \dx^'dt)  "*"  \dx*)  \dxdt) 

-  (St)  (I)  -  /  ^  &)  (!)• 

§.  14.  Quodsi  nunc  has  formulas  reductas  substitua- 
mus  in  expressione  variationis  quaesitae  formulae  J  ZdXj  tum 
haec     variatio     non     solum     formulis     constabit     integralibus ,      sed     etiam 

continebit  partes  absolutas,  quarum  aliae  formulam  f^j,  aliae  hanc 
(^-j,  aliae  vero  hanc  (^^2^^)  etc.  continebunt;  dum  contra  om- 
nes     integrales     eandem     formulam     (^j     involvunt,       quocirca     variatio 

quaesita  formulae  propositae  J  Zdx^  sequenti  modo  habebitur 
expressa 
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*  /  *^  (I)  [N  -  (S)  -  (S)  -  (S)  -  (S)  -  «'=■] 
-^(^•^■-(S)*^^)-^^)**^-) 
-  *  (^)  w  -  (S)  -  (S)  -  «"■] 

-^*(^)[R-(S)  ■*-«'«•] 

-*-*(33^)tS-el«] 
-f-  etc. 

§.  15.  Quamquam  hic  meum  institutnm  non  est  metho- 
dum  maximorum  et  minimorum  pertractare ,  quoniam  hoc  alibi  jam 
satis  copiose  est  factum;  tamen  hic  praetermittere  non  possum, 
quin  observem,  si  variatio  formulae  J  Zdx  evanescere  debeat, 
quomodocunqne  etiam  nova  variabilis  t  in  calculum  ingrediatur, 
id  nuUo  modo  fieri  posse,  nisi  tota  pars  prima  integralis  seorsim 
evanescat,  ex  quo  necesse  est,  inter  x  et  y  hanc  aequationem 
constitui 

0  =  N  -  (f )  ^  (^)  -  (g)  jK  (S)  -  e*=. 

et  quia  nunc  variabilis  t  nuUa  amplius  ratio  habetur,  sicque  tan- 
tum  unica  adhuc  variabilis  x  superest,  clausulis  omissis  hanc  ha- 
bebimus  aeqnationem 

0-N  —  ^^^  —  ^f-^  —  etc 

qua  desiderata  relatio  inter  o;  et  ^  exprimitur.  Partes  autem  ab- 
solutae,  tantum  ad  terminos  extremos  referuntur,  circa  quas  ea  ab- 
servari  debent,    quae  jam  alibi  fusius  sunt  praecepta. 

§.  16.  Hic  etiam  non  immoror  iis  casibus,  quibus  quan- 
titas  Z  ipsa  insuper  formulas  integrales  involvit,  quoniam  etiam 
boc  argumentum  alibi  satis  est  pertractatum ,  verum  hic  opus  multo 
magis  arduum  molior,  dum  eandem  hanc  metb^odum  ad  fimctiones 
adeo    duarum    variabilium    extendere    conabor,      quod    equidem    in    dis- 
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sertatione  illa^  qnam  olim  de  calculo  variationum  conscripseram , 
tunc  temporis  praestare  non  potui,  multitudine  tot  quantitatum  di- 
versi  generis  deterritus. 


Applicatio    methodi    praecedentis    ad    functiones 

duarum    variabilium. 

§.  17.  Si  habeatur  aequatio  quaecunque  inter  temas  va- 
riabiles  x^  y  et  is  ^  ea  naturam  cujuspiam  superficiei  exprimi  cen- 
semus,  ubi  quidem  binas  coordinatas  o;  ei  ^  in  plano  horizontali 
constitui  intelligamus ,  tertiam  vero  z  verticalem,  sicque  haec  tertia 
z^  ut  functio  spectari  potest  binarum  x  et  y\  unde  more  solito 
duplicia  incrementa  consideranda  occurrunt,  quatenus  scilicet  a  va- 
riabilitate  ipsius  a;,  vel  ipsius  y  nascuntur.  Illud  nempe  incremen- 
tum     ipsius    z    quod     ex     variatione     ipsius    x    oritur     hac    formula    dx 

(^j,     hoc    vero    ex    variatione     ipsius    y    oriundum    ista    dy    l^j     indi- 

cari  solet. 

§.  18.  Quodsi  jam  haec  superficies  aequatione  inter  Xj 
y  et  z  expressa,  cum  aliis  quibuscunque  superficibus  ipsi  proxi- 
mis  comparari  debeat,  id  commodissime  fiet  novam  variabilem  t 
introducendo ,  ita  ut  jam  z  spectanda  sit  ut  functio  trium  variabi- 
lium,  a;,  y  et  t^  quae  quidem  sumto  ^  =  0,  in  functionem  supe- 
riorem  abeat,  at  dum  ipsi  t  valores  infinite  parvi  tribuuntur,  om- 
nes  superficies  proximas  complectatur ,  quo  posito  perspicuum  est, 
quoniam  variabiles  x  et  y  ti  nova  t  neutiquam  pendent  earum  dif- 
ferentialia  dx  et  dy  nullo  modo  cum  dt  permiscere,  sola  vero 
coordinata  z  triplicis  generis  incrementa  capere  potest,  praeter  bina 
enim  jam  ante  commemorata,  quae  vel  ab  x  vel  ab  y  proficiscun- 
tur,      accipere    poterit     incrementum    a    variabilitate    ipsius    t    oriundum, 

quod  tali  formula  dt  l-^j  est  repraesentandum. 
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§.     19.       Ponamus  nunc     V    esse  expressionem     utcunque    ex 

ipsius     coordinatis    x^     y    et  z    compositam,  sive    per     meras    operatio- 

nes    algebraicas,     sive    etiam  transcendentes  formatas,     quae    more     so- 
lito  differentiata  praebeat 

dY  =  Ldx-¥-Mdy-^^dz, 

atque     si     ejusdem     incrementum     desideretur     a     nova     variabili    t     sola 
oriundum,     manifestum    est,     statui    debere     dx  =  0    et    ^  =  0,     at 

loco     d^    scribi     debere    dt  (-^y    sicque     hoc    signandi    modo    usurpato 

habebimus 

Tales  autem  expressiones  ut  ante  primum  genus  constituunt. 

§.  20.  Progrediamur  ergo  ad  secundum  genus,  quo  ex- 
pressio  v  praeter  ipsas  coordinatas  x,  y^  z  etiam  rationes  dif- 
ferentialium  earum  involvat;  atque  hic  quidem  ante  omnia  for- 
mam  hujusmodi  expressionum  accuratius  perpendi  oportet.  Quo- 
niam  autem  hic  statim  quantitas  z  duplicia  incrementa  capere  po- 
test,  (hic  enim  nondum  ad  novam  variabilem  t  respicimus)  pona- 
mus  brevitatis  gratia 

quae    duae     litterae     differentialia     primi     gradus     comprehendunt    deinde 
pro  differentialibus  secundi  gradus  ponamus 

\d7^)         ^'     \dxdfj)         ^  '     \dy^)         ^^   ' 

unde     scquentes     relationes     inter     has     litteras     et     praecedentes     no- 
tasse  juvabit 

{t)  =  r,  (|)  =  (ll  =  ^;  (%)  =  ^. 

simili  modo  differentialia  tertii  gradus  his  formulis  complectamur 
{^l£\-r'    (^\-r'-    (^\-f^'-    (^^-r"'- 
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obi  hae  rcUtiones  suat  notandae 

^Mm  «utoni  differentialia  bas  formulas  praebent 

^  —  \^)^     ^~\dx^dy)^     ^    —{djo^dy^)'     ^     ~  \dxdy*)' 


ei  sH*  ultra  quousque  libuerit. 


§.  21.  His  explicatis,  expressiones  secundi  generis,  prae- 
(or  ipsas  coordinatas  Xy  y  et  z^  etiam  quantitates  p^  p\  q^  q^ 
<|\  ♦*»  ''i  ^" i  ^'")  ^tc.  utcunque  involvere  possunt,  ex  quo  si 
V  deuotat  quamcunque  bujusmodi  expressionem ,  ejus  differentiale 
uuu^)  M^ito  sumtum  sequenti  forma  exbibeamus 


etc. 


p^ 

-f- 

Q^ 

-+- 

R 

dr 

p'dp' 

-+- 

Q'dq' 

H- 

R' 

dr' 

-f- 

Q"dq" 

• 

R" 

dr" 

H- 

R" 

'dr'" 

\\\\M\\      l\»rmam      animo      imprimi     conveniet,       ne     opus     sit     eam      sae- 
y\\\ft  lopoton». 

§.  22  Quodsi  jam  bujusmodi  expressionem  variatio,  seu 
\\\  uuMt^uioiitun)  inveniri  debeat^  quod  resultat  ex  variatione  novae 
\4iiiilMhM  /,  quam  in  valorem  coordinatae  z  introducimus ,  jam  vi- 
\\m\\^    «Muii     «It^bcrc    dx  =  0    et    ^y  —  O^     tum    vero    fieri    dz  =  dt 

I  \^,      oli    (uiiidcin     vero     rationem     sequentia     differentialia     simili     modo 

^swwi     o\priiiii^nda,       quac     cum     suis     transformationibus     per     se     satis 
s\M\^  t«*i  Ho  habcbunt 

.'/•-">'(l)  =  *(,a;  *^'  =  *(t')  =  (S); 

,k,  ^  *  (^)  =  *  (5-y ;  ^'  =  *  (f )  =  *  (^) ; 

^•=*(¥)  =  *(^); 
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*-"'  =  *(¥)  =  *(^)i  «««• 

§.  23.  Totum  ergo  negotiam  huc  redit,  ut  in  formula 
illa  differentiali  pro  dY  data,  loco  singulorum  differentialium  isti 
valores  substituantur ,  hocque  modo  prodibit  variatio  expressionis  V 
ex     sola    variabilitate    ipsius    t   oriunda,    seu    valor    hujus    formulae    dt 

("^)'      qnoniam    autem    singula    membra     elemento    dt    erunt    affecta, 
eo  omisso  adipiscimur  sequentem  formam 

y  =  N  (li)  "*"  ^  (m)  ^  Q  (ro?)  "*"  ^  (soi) 

■^  '^  ^(?yd«/  '^  ^  \dxdydt)  "*"  ^    \da^dydt) 

^  o"/  ^''  i  ^  R"  r  ^^  \ 

quae    ad    variationes    quarumcunque    expressionum     secundi    generis    in- 
veniendas  suffidt. 

§.  24.  Nunc  expressiones  tertii  generis  aggredi  poterimus 
formulas  integrales  involventes  in  quibus  potissimum  vis  hujus  me- 
thodi  cemitur.  Quando  enim  quaestio  circa  maxima  vel  minima, 
quae  in  superficiebus  occurrere  possunt,  versatur,  formula  illa,  quae 
maximum  vel  minimum  reddi  debet,  necessario  est  formula  integra- 
lis  atque  adeo  formula  integralis  duplicata,  cujus  indolem  hic  pau- 
cis  explicari  convenit.  Quemadmodum  enim  in  praecedente  parte 
formulae  integrales  simplices  sunt  consideratae ,  quae  ad  datam 
abscissam  x  sunt  relatae,  ita  bic  in  superficiebus ,  quaestiones  sem- 
per  non  ad  solam  abscissam  x^  sed  ad  totum  quoddam  spatium  in 
plano  horizontali  tanquam  basem  sunt  referendae,  cui  portio  super* 
Vol.  IV.  76 
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ficiei  qoae  maximi  minimive  qaadam  proprietate  gandere  debet,  im- 
mineat.  Quare  cum  talis  basis  duplicem  habeat  dimensionem  al- 
teram  ab  x^  alteram  vero  ab  y  pendentem,  hujusmodi  formulae  in- 
tegrales  emnt  duplicatae ,  hoc  modo  exprimi  solitae  jj  Y  d  x  d  y^ 
eae  scilicet  duplicem  integrationem  postulant,  atque  in  priore  sola 
coordinata  x  vel  sola  y  pro  variabili  habetur,  et  integratio  usque 
ad  terminos  basis  propositae  extenditur,  tum  vero  demum  etiam 
altera  variabilis  assumitur,  atque  altera  integratio  absolvitur.  Et 
quoniam  perinde  est  utra  prius  pro  variabili  habeatur,  sine  dis- 
crimine  geminam  illam  integrationem  signo  duplicato  jj  indica- 
mus,  neque  vero  hic  loci  est,  omnia  quae  circa  hujusmodi  in- 
tegrationes  duplicatas  sunt  observanda,  fusius  exponere,  quippe  quod 
argumentum  supra  in  supplemento.  YI.  pag.  416.  seq.  jam  satis 
accurate  est  pertractatum. 

§.  25.  Quodsi  ergo  hujusmodi  formulae  integralis  jj  Ydxdy 
variatio  quaeri  debeat,  ubi  Y  denotat  expressionem  quamcunque  vel 
primi  vel  secundi  generis,  ex  superioribus  satis  liquet  hanc  variatio- 
nem  ita  expressum  iri 


dt  ij  (?)  d<cdy , 


quae  forma  iterum  est  integralis  duplicata,  et  prouti  vel  x  vel  y 
priore  integratione  ut  constans  spectatur,  ea  formula  vel  hoc 
modo 

vel  hoc  modo 

exhiberi  potest. 

§.26.       Sit    nunc     V    talis     expressio     qualem     supra     §.    19. 
descripsimus ,       et     cujus     variationem     seu     valorem     l-^j     in     §.    23. 
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evolvimas,      tantnm    opus    erit,      singola    membra     ibi     exposita     hoc 
loco    (-^]    substituere;     unde    sequens    congeries    formularum    nascetur, 

quibus     junctim      sumtis      variatio      quaesita     dt   jj   (-^A    dxdy     ex* 
primetur 

*J/N(^)aa%-d<//P(,^)aa;^-a«/jQ  (^)^*d«//R  [-^)dxdy 

-*iJi*'(^)^^^*^//Q'G-fe)^-^/i»'  ym)^ 

-^//Q"(^)^-^//R"  Uh)^ 

■♦-•^//«'"(w)^ 

etc. 

§.  27.  Nunc  singula  haec  membra  post  primum  peculia^ 
res  reductiones  admittunt,  quas  probe  notasse  juvabit.  Pro  secundo 
membro  sumamus  primo  x  tantum  variabile  eritque: 

/i'(S)*>  =  i'(^)-J(S)*'(S). 

unde  etiam  alteram  integrationem  adjiciendo  erit 

xf  p  (^)  *«* = j  f  (^).'»»  - // (S)  (S)  **. 

Vio  tertio  membro  sumatur  primo  sola  y  variabilis  eritque 

/'"(s)*=p'(s)-/(s)«»(f). 

unde  ipsum  tertium  membrum  transibit  in 

// 1"  (S)  ^ = /  p"  (S)  *»  - // (^')  (f)  ^- 

§.  28.  Pro  sequentibus  membris  hae  ipsae  reductiones  se- 
quentes  dabunt  transformationes ,  pro  quarto  scilicet  habebimus  ex 
secundo 

//« (5i)  *«*=/«(»)%-// (^)  (g)  **- . 

at    vero    hoc    membrum    posterius    ad    similitudinem     secundi     reducitur 
boc  modo,    ubi  tantum  loco  P  scribi  debet  (^j, 

76* 
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f(l)(S)^-//(S)P**. 

'ita  ut  niinc  qaartum  membram  praebeat  hanc  formam 

f « (S)  *  -  /  (I)  (S)  -^  -  //  (I)  (^)  -^*- 

Simili  modo  quintnm  membrum  ope  secundi  reducitur,  ubi  loco 
P  scribitur  Q'  et  loco  {0j,  {d^^  «^^^  ^^^^  (^)  scribendo 
(jj4j,    sicque  habebitur 

IJ  «■  (^)  «.  =  /  Q'  iS)  i>-SI  (S)  (S)  «* . 

quod  posterius  membrum  cum  tertio  conferatur,  ubi  tantum  loco 
P'  scribi  debet  (^)?  quo  pacto  totum  membrum  induet  hanc 
formam 

JQ'($)«^-/(S)(S)*«-//(I)(S)**. 

sextum  vero  membrum  bis  cum  secundo  collatum  reducitur  ad 
hanc  formam 

j  Q"  m^^-!  {%)  m  ^  -  //  &}  m  «»■ 

§.     29.       Si     hoc     modo     ulterius     progrediamur     ad     sequentia 
membra,    septimum  membrum  in  sequentes  partes  resolvitur 

f  R  m  ^y  -  J  [m  (S)  ^y^  /  (|)  m)  dy 

—  f J  (S)  (iS)  ^^y ' 

deinde  octaTum  membrum 

f  ^  {-^)  ^y  -  /  (H)  (S')  ^^  -+-  /  (^)  (S)  ^^ 

-ff(S)(l^)^^^' 

tum  nonum  membrum  fiet 

1 R"  (a;)  *^  -  /  (s)  (f }  ^^  -  /  ©  (s')  ^ 

-fJ(S)(£i)*'^''. 
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et  decimnm 


CoUigamas    minc     omnes     istas     formulas     in     unam 


§.     30. 

snmmam,  atque  variatio  qnaesita  pluribus  constabit  membris,  qua- 
rum  primum  formulas  integrales  duplicatas,  reliqua  vero  simplices 
complectentur :  hoc  pacto  variatio  quaesita  sequenti  modo  erit 
expressa 

_  (^\  ^  (M.\ 

\dy)  '^[dxdy) 


dtjjd^{%) 


(m\  _ 


dt 


f(S)P'^- 


fdd(i"\ 


Wdy) 

[dxdy^f 
(d^\ 
\  dy^  ) 


j<i*(s)-/*(^)(^) 

J  Q>  (S)  -  /  *- (f )  (^) 
/  <i"i-  m  -  /  ^'  (f)  {%) 


dxdtj 

ddg\ 
dydt) 


/  *  (p  m 

I  ^  (s)  (w) 

/  *»  (S)  (S) 


S  R  i»  ( w) 
/  R'  ^  (i^) 
/«"*^(^) 

/«'"^"'(w) 


etc. 


nificent    et 

perspicere 

etiamnanc 


-  J  d^  (^)  (^^ 

—iH^)(m) 

31.  Yemm  quid  haec  singnla  membra  proprie  sig- 
,  ad  qnemnam  nsnm  adhiberi  qneant,  nentiquam  adhuc 
licet,  nnde  hoc  argumentum  cnjus  prima  fundamenta 
vix    jacta    sunt    censenda,      omnem    geometrarum     attentio- 


nem     atque     multo     accuratiorem      inyestigationem      postulare     videtur, 
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quod  negotium  vix  ante  suscipere  licet,  quam  casus  nonnnUi  par- 
ticulares  omni  studio  et  diligentia  fuerint  evoluti,  quin  etiam  ipsa 
pars  prior,  quae  tantum  circa  functiones  unius  variabilis  versatur 
neutiquam  adhuc  satis  clare  et  destincte  est  enucleata,  ita  ut  per- 
spicue  intelligeremus  veram  indolem  atque  *  naturam  singularem  par- 
tium,  quibus  variationem  contineri  invenimus,  quem  in  finem  diluci- 
dationes  sequentes  hic  adjungere  visum  est. 


Dilucidationes    super    theoria    variationum    ad 
functiones    saltem    unius    variabilis 

accommodata. 

§.     32.       Quaestiones     quae    hic    occurrunt    ad    hoc     problema 
'generale  revocare  licet. 

Si  y  fuerit  functio  gnaecunqm  ipsius  x,  indeque  definia- 
tur  valor  cujuspiam  formulae  integralis  datae  J  Zdrc,  denotante 
Z  expressionem  ex  ipsis  guantitatibus  x  et  y  eariimque  differentia- 
lium  rationibus  utcunque  compositam^  quaestio  estj  si  loco  Ulius 
functionis  y  alia  quaecunque  illi  proxima  seu  infinite  parum  tan- 
tum  ab  ea  discrepans  adhibeatur^  quanto  majorem  minoremve  va- 
lorem ,    tum  eadem  formula  integralis  J  Zdx  sU  consecuiura. 

§.  33.  At  quia  hoc  modo  ista  quaestio  enunciata  ni- 
mis  videri  posset  abstracta,  eam  more  soluto  ad  geometriam  re- 
Fig.  15.  vocemus.  Sit  igitur  super  axe  AP  proposita  curva  quaecunque 
AM,  aequatione  inter  abscissam  AP  =  a;  et  applicatam  PM  =  y 
expressa ,  pro  qust  definiri  oporteat  valorem  formulae  cujuspiam  in- 
tegralis  J  Zdx^  qui  sit  =  W,  quo  posito  consideretur  alia  curva 
quaecunque  a^  infinite  parum  a  data  discrepans,  ac  si  pro  hac 
curva    itidem     definiatur     valor     formulae    J  Zdx^      quaeritur,      quantum 
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iste  valor  a  praecedente  sit  discrepataras :  eyidens  enim  est,  hoc 
discrimen  praebere  ipsam  variationem  quantitatis  W ,  quam  supra 
ope  calculi  variationum  exliibuimus. 

§.  34.  Quo  haec  adhuc  clariora  evadant,  exemplum  quod- 
piam  proferamus,  quo  proposita  curva  AM  ejusque  axe  AX  tan- 
quam  verticali  considerato,  quaeritur  tempus  quo  corpus  ex  puncto 
A     super    hac     curva    AM     descendens    usque     ad    punctum    M    per- 

tingit.       Jam     quia    celeritas    corporis     in    M    est    ut   |/  AP  =  -j/  rr, 

et  ipsum  curvae  elementum  =  dx  y^  (1  -^  pp)^  posito  scilicet 
dy  =  pdx     uti     in     solutione     generali     est     praeceptum,      erit    tem- 

pus     per     elementum     Mm  =  dx — -7 ,      unde     formula     integralis 

y  X 

J  Zdx     pro     hoc     casu     abit     in     J  dx  — -7 ,      ita     ut     habeatur 

y(i^i)p) 

Z  =  — 7 ,       quare    nunc    tempus    erit    definiendum ,       quo    corpus 

y  X 

super  curva  quacnnque  proxima  (X|l  descendens  ab  a  usque  ad  (x 
perveniet,      ubi    discrimen    dabit     ipsam      variationem      formulae     J  dx 

1/(1^1») 

— -7 ,    huic  casui  convenientem. 

§.  35.  Quoniam  hic  formula  integralis  consideranda  venit, 
ante    onmia     dispiciendum    est,      quomodo    eam     determinari     oporteat. 

dx  ^r  (\  » I  -  nti\ 

In     exemplo     quidem    allato,      manifestum    est     formulae    J  — -^ 

integrale  ita  capi  debere,^  ut  evanescat  posito  o;  =  0,  unde  etiam 
in  genere  intelligitur ,  semper  pro  integratione  formulae  J  Zdx^ 
certum  aliquem  terminum  veluti  punctum  A,  tanquam  principium 
integrationis  statui,  atque  integrale  J  2^  evanescere  debere  po- 
sito  rr  =  0,  vel  si  forte  circumstantiae  aliter  fuerint  comparatae, 
tribuendo  .  ipsi  x  valorem  quempiam  datum ,  deinde  vero  initio  con- 
stituto,      valor    formulae    J  Zdx  =  W    abscissae    AP  =  x    respondebit. 
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§.  36.  His  circa  formulam  integralem  j  Z  d  x  obser- 
vatiSy  yideamus,  quamnam  ideam  nobis  de  curvis  illis  proximis 
a|t  formare*  debeamus.  Ac  primo  quidem  patet,  has  curvas  con- 
tinuo  quodam  tractu  ductas  esse  debere,  ita  ut  in  iis  nusquam  an- 
guli  aliive  sultas  deprehendantur ;  hoc  solo  notato,  perinde  est 
sive  istae  curvae  lege  quapiam  continuitatis  vel  aequatione  quapiam 
contineantur ,  sive  sint  adeo  discontinuae ,  quasi  libero  manus  motu 
ductae« 


§.  37.  Hujusmodi  lineae  curvae  commodissime  sequenti 
modo  formatae  menti  repraesentari  possunt.  Ducatur  scilicet  pro 
lubitu  linea  curva  quaecunque  BN  eidem  abscissae  AP  imminens, 
ac  ductis  ad  singula  axis  puncta  X  applicatis  XTY  singula  in- 
tervalla  YV  in  ratione  finiti  ad  infinite  parvum  secentur  in  t;,  ita 
ut  Yv  sit  quasi  pars  infinitesima  intervalli  YY.  Hoc  enim  modo 
curva  aviL  obtinebitur  a  curva  proposita  AM  in  omnibus  punctis 
infinite  parum  dissita,  qualem  ad  institutum  nostrum  requirimns. 
Praeterea  tamen  notandum  est,  in  curva  illa  arbitraria  BN  nusquam 
tangentem  ad  axem  AP  normalem  esse  debere,  quia  hoc  modo 
divisio  illorum  intervallorum  turbaretur.  Atque  nunc  evidens  est, 
non  solum  intervalla  Yv  esse  infinite  parva,  sed  etiam  tangentes 
in  punctis  Y  et  e;  infinite  parum  a  parallelismo  deficere. 


Explicatio    partis    primae    in    variatione. 

§.  38.  His  circa  ipsam  quaestionis  propositionem  an- 
notatis,  contemplemur  nunc  accuratius  quoque  solutionem  su- 
pra  inventam,  ejusque  singulas  partes,  ut  quid  quaelibet  earum 
innuat  et  ad  quemnam  usum  sit  transferenda  perspicue  intelli- 
gamus;  solutionem  autem  in  §.  14.  datam  hic  contemplabimur. 
Statim      igitur      consideremus      primam      variationis     ibi     inventae      par- 


AD  FINEM  TOM.  III.  609 

tem,    quae  hac  fonnola  integrali  continetar 

*/*'©P'-(S)*(^)-(^)*(S)-e'«-]. 

CQJQS  integratio  ita  capi  debet,  ut  in  ipso  termino  initiali  A 
eyanescat,  qua  conditione  constans  arbitraria  determinatnr ,  quod 
si  ergo  in  singulis  punctis  XT  haec  formula  applicata  intelligatur , 
aggregatum  omnium  istarum  formularum  elementarium  ab  initio  A 
usque  ad  terminum  M  extensum  praebebit  primam  partem  varia- 
tionis  quaesitae,  atque  hic  quidem  in  figura  perspicuum  est,  spatio- 
lum    Yv    exprimere    incrementum    applicatae    y    a    sola    variabili    t    ori- 

undum,    ita  ut  sit  Yv  =.dti-^. 

§.  39.  Haec  igitur  prima  pars  variationis  involvit  om- 
nia  spatiola  Yv  intra  terminos  A  et  M  contenta,  quae  quum  in 
infinitum  variari  possint,  atque  adeo  a  positivis  ad  negativa  trans- 
ire  queant,  maximae  variationes  hic  locum  habere  possunt.  Yerum 
tamen  unicus  casus  hinc  debet  excipi,  quo  curva  AM  ita  est  com- 
parata,    ut  sit 

tum  enim  utcunque  curvae  proximae  fuerint  comparatae,  ista  pars 
prima  variationis,  semper  in  nihilum  abit.  Neque  deviatio  curva- 
rum  proximamm  a(x  a  principali  AM  intra  terminos  A  et  M  quic- 
quam  ad  variationem  confert;  ex  quo  haec  curva  respectu  for- 
mulae  integralis  J  Zdx  imprimis  est  memorabilis,  quandoquidem 
in  ea  haec  formula  integralis  vel  maximum  vel  minimum  obtinet 
valorem. 

Explicatio    partis    secundae    in    variatione. 

§.  40.  Progrediamur  nunc  ad  secundam  partem  variationis 
supra  inventae,    quae  est 

*(l)(l'-S*S-S*e.c.) 
Vol.  IV.  77 
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circa  qnam  priifium  obsenro,  qnoniam  ea  ad  terminum  M  refertnr, 
per  integrationem  rite  institntam  insnper  adjici  debere  similem  ex- 
pressionem  ad  terminnm  priorem  A  relatam,  at  vero  signo  con- 
trario  affectam,  id  qnod  ideo  est  necessarinm,  ut  facto  rr  =  0, 
etiam  haec  expressio  penitus  toUatur.    Befertnr  autem  ista  pars 


*©(P-S*^-e*e.) 


unice    ad    ultimum    terminum    M,    ubi    dt  (^]    ipsum    spatiolum    Mpi 

exprimity      similique    modo    in  alteram    partem    pro    initio    A  spatiolom 

Aa    ingredietur.      Hinc    patet  si     omnes     curvae     proximae  a^     per 

ipsos  ambos  terminos  A  et  M  ducantur  tum  variationem  secundae 
partis  in  nihilum  abire. 

§.  41.  Consideremus  autem  casum,  quo  curva  proxima 
a(L  per  primum  quidem  terminnm  A  transit  non  vero  quoque  per 
altemm  M,  sed  sit  punctum  ^  ejus  terminus,  atque  variatio  ex 
secunda  parte  nata  erit 

Atque  hinc  etiam  definire  poterimus  variationem  ex  eodem  fonte 
oriundam,  si  curva  proxima  A|jl,  non  in  ipso  puncto  it  sed  alio 
quocunque  o  terminetur,  existente  semper  intervallo  jjlo  infinite 
parvo.  Ducta  enim  applicata  omp,  variatio  modo  inventa  insu- 
per  augeri  debet  particula  formulae  J  Zdx^  quae  elemento  Vp  =  dx 
respondet ,  quae  particula  quum  sit  =  Z  .T?p,  pro  arcu  curvae  pro- 
ximae  Ao  erit  variatio  ex  secunda  parte  oriunda 

§.42.  Ducatur  recta  Mo,  et  quaeramus  angulum  oMm, 
quem     haec     recta     Mco     cum     curva     principali     constituit,      ponatur 
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iste  angulus  oMn»  =  q^  et  ducta  MO  ipsi  J?p  parallela,  quia 
est  proxime  mo  =  M(x  et  angoli  mJAo  tangens  =  p^  ideoqne 
(m  =  p  .  Pp ,    habebitur  Ow  =  Mjt  -h  jp  .  Pp ,    unde  fit 

tang.  oMo  =  ^  -+-  jp , 
atque  hinc  colligitur 

oMm  =  tang.  o  =  ^^^,^^^^^^,^. 

Servemus  nunc  in  calculo  hunc  ipsum  angulum  (o  atque  hinc  ha- 
bebimus  spatiolum 

„     _  Pp(l-4-j?p)<anp.tt 

quo  yalore  substituto  variatio  pro  arcu  Aco  erit 

^i^L^-*-    l-jptoni^.a)  •     (^^  —  ^  "+" -^  ~  ®^'>-l' 

§.  43.  Nunc  operae  pretium  erit  eum  angulum  o  de- 
finire,  ut  ista  variatio  in  nihilum  abeat,  id  quod  eveniet,  si  ca- 
piatur  ' 


tang.  ci>  = 


Z 


l,Z-(l-Hfip)(P-g-+.^-etc.) 

quare  hoc  angulo  ita  constituto  pro  omnibus  lineis  proximis  ubi- 
cnnque  in  recta  Mco  terminatis  variatio  ex  secunda  parte  oriunda 
evanescet.  Hic  casus  prae  caeteris  omnino  notatu  dignus  consi- 
derari  meretur,  quo  recta  Mq  fit  ad  curvam  principalem  in  puncto 
M  normalis,    quod  evenit,    si  fuerit 

^Z  -  (1  H-iv)  (P-g-H^-etc.)  =  0, 

qua  aequatione  certa  conditio  ipsius  formulae  integralis  J  Zdx  sive 
indoles  expressionis  Z  definitur. 

§.     44.      Non    igitur    pigebit    in   ,talem    expressionem    Z    in- 
quisivisse,    ac    primo    quidem    patet    eam    praeter    coordinatas    o^   et   y 

77* 
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'H'    "'■■  ■ 

;\-:,  ,Mu|ia'  qnantitatem  p  inTolTe»  debare.  Snniuiiu  iatem  pnetera» 
i*'^-  )D  Z  non  ingredi  Utteras  q^  r,  ete.  it»'  nt  dt  Q  =  0,  fi  »  Q,  ae 
^l  noBtra  aaqaatio  reaolTenda  erit 

^'^Vt  nM  notandnm  est  eaae 

.?:,>■■   ■ 

^^^  foare     ai     ambae     coordinatae    «    et    y    tanqnam     amBtantea     tractetn- 

-■■';,  ;   .     fnr,    erit 

dZ  =  Pc!p,    ideoqne  P  =  0, 
qno  Yaian  ibi  introdacto  fiaee  prodibit  aeqoatio 

qoae  integrata  dat 
^-  J.Z  =  (.  /(1 -+-j)p)-i-I.C, 

qoae    conatans    fiinctio    qoaeconqne    ipsaram    s    et   y    esae    poteit ,    talii 
fonctio  Bit  V,    atque  babebimns 

Z  =  V>/(l-*-pp), 
ideoque  formala  iotegralis 

jYdxy{l-*-pp). 
HuJDS  formalae  siguificatum  satis  eleganter  per  tempus,  qao  corpaa 
qaodpiam  per  carram  AM  promoTetnr  ezprimi  potest.  Si  enim 
ceieritas  in  poncto  M,  faerit  =  y>  boc  est,  si  celeritas  in  singDUs 
punctis  proportionalis  faerit  fimctioni  caicunque  binarum  Tariabilium 
X  et  y,    tom 

Vdx-y/il  -t-pp) 
ezprimit  elementnm  temporis,    ideoque  formnla 

/V^l/(l-i-j>p) 
totam  tempoa  qno  corpus  ab  A  ad  M  perrenit  • 


iL- 
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Explicatio    partis    tertiae    in    variatione. 
§.45.     Qaod  ad  tertiam  partem  variationis  attinet,    scilicet 

*  (^)  (Q  -  f  *  §  -  e.«.) 

ea  locum  non  habet,  nisi  expressio  Z  etiam  differentialia  secundi 
gradus    involvat,      quod    quidem    rarissime    usu    venire   solet.      Hic    au- 

tem     obsenrandum    est,       quoniam    MpL  =  dt  l-^j    fore     pro     sequenti 

elemento 

«»  =  *(^)-»-**r(^), 
unde  colligitur 

\,  I  ddy\  ima  —  M|fc  Mca  —  M|fc 

^  \dxdi)  ~        da>        —         ^       » 

hac  autem  formula  exprimitur  declinatio  directionis  ^o  a  direc- 
tione  TAnij  quae  quidem,  ut  jam  ante  observavimus ,  semper  est 
quam  minima. 

§.  46.  Quodsi  ergo  tangens  in  (i.  perfecte  fuerit  paral- 
lela  tangenti  in  M,  quod  evenit,  si  etiam  in  curva  generatrice 
BN,  tangens  ad  N  huic  fuerit  parallelay  tum  variatio  ex  tertia 
parte  oriunda  prorsus  evanescit,  quod  etiam  de  termino  initiali  A 
est  intelligendum ,  si  tangentes  in  A  et  B  inter  se  fuerint  parallelae: 
atque  hmc  jam  perspicitur,  ut  variationes  ex  quarta  parte  oriundae 
evanescant,  necesse  esse^  ut  praeterea  etiam  radii  osculi  in  punctis 
M  et  {L  fiant  aequales. 

§.  47.  Atque  ex  his  jam  satis  perspicuum  est,  varia- 
tiones  ex  secunda  parte  oriundas  evanescere,  si  omnes  curvae 
proximae  api  per  utrumque  terminum  M  et  A  ducantur.  Dein- 
de  vero  insuper  etiam  variationes  tertiae  partis,  si  omnes  cor- 
vae  proximae  simul  in  utroque  termino  A  et  M  cum  curva  princi- 
pali    AM    communes    habeat    tangentes.       Praeterea    vero    quoque     va- 
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riationes  qnartae  partis  in  nihilnm  abirei  si  omnes  ciirvae  prozi- 
mae  in  terminis  A  et  M  insnper  ratione  cnrvatnrae  eom  eorva 
principali  conveniant.  Hic  antem  probe  meminisse  juvabity  va- 
riationes  tertiae  partis  per  se  evanescere,  si  modo  qoantitas  Z  non 
differentialia  secnndi  grados  involvat;  qnartae  vero  partis  semper 
evanescere  nisi  differentialia  tertii  gradns  in  qnantitatem  Z  ingre- 
diantar,  et  ita  porro.  Unde  qnnm  initio  ostenderimns ,  qnomodo 
variatio  primae  partis  ad  nihilum  sit  redigenda,  nnnc  evidentissime 
intelligimus  sub  quibusnam  conditionibus ,  omnes  variationis  partes 
simul  evanescant. 


Dilucidationes    circa    curvas    maximi,    minimive 

proprietate    praeditas. 

§.  48.  Si  formula  integralis  /  Zdx  in  curva  quaesita 
debeat  esse  vel  maximum  vel  minimum,  jam  snpra  ostendimus, 
positc) 

dZ  =  Mdx  -H  N^  -H  Vdp  -H  Qdq  -h  Rdr  -h  etc. 

naturam  hujus  curvae,     hac  exprimi  aequatione 

quae  acquatio  nisi  quantitates  P,  Q,  R  evanescant,  vel  sint  con- 
stantes,  semper  est  differentialis  vel  secundi,  vel  quarti,  vel  sexti, 
aliusve  gradus  paris.  Hic  ergo  statim  memoratu  dignum  occurrit 
quod  ista  aequatio  nunquam  vel  simpliciter  differentialis ,  vel  tertii, 
vel  quinti,  aliusve  gradus  imparis  evadat,  id  quod  mox  clarius 
exponemus. 

§.  49.  Quaestiones  ergo  huc  gertinentes  sponte  in  varias 
dividuntur  classes,  pro  gradu  differentialium ,  ad  quem  aequatio- 
nes  exsurgunt,  quandoquidem  ab  hoc  gradu  natura  solutiouis  ma- 
xime     pendet,       propterea     quod     ea     semper     totidem     constantes     arbi- 
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trarias     involvit.      Ad     primam     ergo     classem     referimns     eos  casns 

qnibns    aeqnatio    pro    maximo    vel    minimo    inventa    prorsas    est  finita. 

Ad    secnndam    autem    classem    eos,      quibus    haec    aequatio    fit  diffe- 

rentialis    secundi    gradus,    ad    tertiam    eos,     quibus    aequatio    ad  quar- 

tam    gradum    ascendit    et    ita    porro,      quas    singulas     classes  ordine 
describamus. 

C  1  a  8  s  i  s    L 

§.  50.  Ad  solutionem  ergo  primae  classis  formula  J  Zdx 
statim  perducity  quando  expressio  Z  tantum  per  coordinatas  x 
et  y  exclusiS'  omnium  differentialium  rationibus  determinatur ,  quia 
enim  hoc  casu,  simpliciter  fit  dZ  =  Mdx  -+-  Ndj^,  aequatio  pro 
curva  maximi  vel  minimi  erit  N  =  0,  quae  ergo  aequatio  omnino 
est  determinata,  atque  adeo  curva  satisfaciens  unica  in  suo  ge- 
nere.  Yeluti  si  quaeratur  linea,  in  qua  valor  formulae  J  dx 
{2  xy  —  yy)  fiat  maximus  vel  minimus^  ob  Z  =s  2  xy  —  yy, 
ideoque  N  =  2  (a;  —  y) ,  aequatio  quaesita  erit  x  —  y  =  0 ,  seu 
linea    quaesita    erit    recta    ad    axem    angulo    semirecto    inclinata,    pro 

qua    ergo    valor    formulae    propositae    integralis    est    y,      qui    utique 

minor    est,      quam    si    uUa    alia    linea    curva    sumeretur    pro    eadem 
scilicet  abscissa. 

§.  51.  His  autem  casibus  prima  dassis  nondum  exhauri- 
tur,  sed  dantur  adhuc  alii  perinde  ad  aequationes  finitas  ducentes, 
ad  quod  ostendendum,  sit  3  functio  quaecunque  ipsarum  x  et  y 
atque  d3  =  ^dx  -♦-  Stt^,  jamque  ponatur  Z  =  3jP,  eritque 
M  =  9)Ip;  N  =  92^;  P  =  3}  quare  ut  formula  J  Zdx  fiat  ma- 
ximum  vel  minimum,    aequatio  reperitur 

quae    itidem    est    aequatio    finita.      Quod    quidem    etiam    statim    prae- 
videre    licuisset,     quum    enim    sit    pdx  =  dy^     haec    formula    integra- 
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# 
lis    J  3^    &    praecedente    J  Zdx    aliter    non    differty     nisi    qnod    coor- 

dinatae    x    et   y    sint    permutatae,     unge    quod    de    priore    erat    af&rma- 

tum,    etiam  de  posteriore  valet. 

Hinc  natura  primae  classis  adhuc  generalius  ita  describi 
potest,  ut  ea  complectatur  omnes  formulas  integrales  hujusmodi 
J  (Z  -4-  3p)  dx,  ubi  litterae  Z  et  3  denotant  functiones  quas- 
cunque  ipsarum  x  et  y^  tum  enim  aequatio  pro  curva  maximi 
yel  minimi  erit^  0  =  91  —  9R,  quae  est  aequatio  omnino  de- 
terminata. 

C  1  a  s  s  i  s    U. 

§.52       Ad    classem     secundam     referimus    eas     formulas  in- 

tegrales    J  Zdx^      quae     deducunt    ad     aequationem     differentialem  se- 

cundi  gradus,  huc  ergo  primo  pertinent  casus,  quibus  Z  tantum  ex 
litteris  x^    y  6t  p  componitur ,    ita  ut  sit 

dZ  =  Mdx  -H  N^  -4-  Pd!p , 

unde  quidem  casum  posteriorem  primae  classis  excipere  oportet, 
quippe  quod  evenit,  si  P  fuerit  functio  tantum  ipsarum  o;  et  y, 
ita  ut  pro  praesenti  casu  quantitas  P  praeter  x  et  y  etiam  litte- 
ram   p    complecti     debeat.      Tum     autem     aequatio     pro     curva    quaesita 

erit   0  =  N  —  ^,     ubi  quum   P  involvat  jp,     ideoque  ^,     formula  -^ 

continebit  differentialia  secundi  gradus,  haec  ergo  aequatio  neuti- 
quam  est  determinata,  quum  duas  adeo  constantes  arbitrarias  re- 
cipiat,  quibus  effici  potest,  ut  curva  per  data  duo  puncta  transeat, 
atque  adeo  quaestiones  hujus  classis  ita  accuratius  sunt  definiendae, 
ut  curvae  investigentur ,  quae  non  inter  omnes  plane  curvas,  sed 
inter  eas  tantum,  quae  per  eadem  duo  puncta  ducuntur,  prae- 
scripta  maximi  minimive  proprietate  gaudeant;  semper  autem  quae- 
stiones  hujus  classis  ita  sunt  comparatae,  ut  per  naturam  suam  hanc 
restrictionem  postulent. 
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§.  53.  Praeterea  vero  etiam  ad  Becanaam  classem  re- 
feni  oportet  casus,  quibns  Z  =  3^  existente  3  functione  qoa- 
conque  ipsarom  x,    ^  et  jp ,    si  enim  faerit 

habebimus 

M  =  aR3;    N  =  gij;    P  =  %;    etQ  =  3; 
quare  quum  aequatio  pro  curva  sit 

formula  haec  P  —  ^  abit  in 

%— ^  =  5P2  — 2»  — 9lp  — 5P2  =  — 2»  — %), 
unde  aequatio  nostra  evadet 

o  =  N-*-^d(a»-Hg?p)=:2gi2-H^-+.i,f . 

quae  manifesto  tantum  differentialia  secundi  gradus  continet.  Grenera- 
lius  ergo  adhuc  si  formula  integralis  proposita  fuerit  J  (Z  -+-  3^  dte, 
ubi  Z  et  3  quomodocunque  ex  quantitatibus  Xj  y  et  p  sint  com- 
positae,    aequatio  pro  curva  quaesita  erit 

sive  etiam 

0  =  Nds  —  dP  -*-  2  «Rfllp  -*-  ^  -^pM, 

quae  manifesto  tantum  est  differentialis  secundi  gradus. 

C 1 a  s  s  i  s    m. 

§.  54.  At  si  quantitas  Z  ita  ex  litteris  x,  y,  p  et  q 
fuerit  composita  ut  posito 

# 

dZ  =  Mda;  •+-  N^ly  -*-  Pfl>p  -»-  Qdj, 

etiam    qoantitas    Q    involvat    litteram    q,      tum    hqjnsmodi    casus    ad 
tertiam    classem    enint   referendi,     et   com   aeqoatio   pro    carva    qoae- 
Vol.  rV.  78 
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sita  reperiatur 

evidens    est    terminnm    -^    involvere    dififerentialia    qnarti    gradns,     nnde 

aeqnatio  finita  pro  cnrva  implicabit  quatnor  constantes  arbitrarias, 
qnibns  ergo  efSci  potest,  nt  curva  desiderata  non  solnm  per  datos 
duos  terminos  transeat,  sed  etiam  ejus  tangentes  in  ntroque  ter- 
mino  datam  obtineant  positionem,  in  qna  qnadmplici  determinatioiie 
natnra  qnaestionnm  ad  hanc  classem  pertinentinm  continetnr  et  ac- 
cnratissime  perspicitur. 

§.  55.  Reliquis  casibns  ad  hanc  classem  pertinentibns 
non  immoror,  vemm  potins  illnstrationis  caussa  insigne  adferam 
exemplum,  quo  cnrvae  elasticae  investigari  solent.  Scilicet  si 
littera  p  denotet  radium  osculi  cnrvae  quaesitae  in  pnncto  M, 
omnes    hae    cnrvae    hac    gaudent    proprietate,     ut    in    iis    haec    formula 

p  dxy(i'+'pp)  Vi^-^pp) 

J sit  minimum ,    ideoque  habeatur  Z  =  — -- — ,    cum  vero  sit 

3 

_  V ^r     habebimus  Z  = — — p ,    unde  fit 

«  (1   ^ppf 

M  =  o,    N  =  0,   P^JZl^,  etQ  =  -.:^, 

(1  +  ppf  (1  -*.  ppY 

quare  cnm  ob  N  =  0  aequatio  pro  curvis  quaestis  sit 

ejus  integrale  statim  praebet 

P  -^  =  A 
quae  adhuc  est  diflerentialis  tertii  gradus. 

§.  56.  Verum  haec  aequatio  adhuc  in  genere  integrari 
potest,       multiplicetur      enim      per      qdx  =  dp^      ut      habeatur      haec 
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aequatio  Pdp  —  adQ  =  Adp,  quum  vero  sit  dZ  =  Pdp 
-H  Qdg,  erit  Vdp  =  dZ  —  Qdg,  quo  valore  substituto  ae- 
quatio  resultat  haec  dZ  —  Qd^  —  gdQ  =  Adi>,  cujus  in- 
tegrale  manifesto  est  Z  —  Q?  =  A.p  -f-  B;  nunc  igitur  pro  Z 
et  Q  valores  supra  dati  substituantur ,  atque  nanciscemur  sequen- 
tem  aequationem 


(1-. 

.qq 
-PPf 

=  Ap-t-B, 

1 

matatis 

igitnr  signis 

constantium 

colligemus 

qq  = 

=  (Al> 

-hB)  (1-h 

5 

ppf> 

ideoque 

2  = 

(1-*- 

ppy  ViJ^p- 

-*-B)  = 

sicque 

conclndi 
dx  = 

!  porro 

A,.  - 

mos 

dp 

hincqae 

(1  -*-ppfV{^P 
pdp 

.-hB) 

} 

(l-Hi?p)V(Ajp-HB) 
quibus  duabus  aequationibus  constmctio  curvae  absolvitur. 


§.  57.  Gum  olim  haec  methodus  maximorum  et  minimo- 
rnm  tractari  est  coepta,  non  solum  ejusmodi  curvae  sunt  investi- 
gatae,  in  quibus  formula  quaepiam  integralis  J  Zdx  esset  vel  ma- 
ximum  vel  minimum;  sed  etiam  ejusmodi  quaestiones  proponebantur , 
ut  non  inter  omnes  plane  curvas,  sed  inter  eas  tantum,  quae  ha- 
beant  eandem  longitudinem  ea  quaeratur,  in  qua  iUa  formula  fiat 
maxima  vel  minima,  ex  quo  ipso  casu  nomen  problematis  Isoperi- 
metrici  est  natum,    hoc  uutem  nomen  non  impedivit,    quo  minus  ejusmodi 
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qinaBtimef  geoenlioret  proponeraitiir ,  ot  inter  (Mnnes  eis  cnrrK 
qoilms  TiaJor  cerUe  eqa^iaiD  fiirfliiibie  iotegnJis  /  Y^x  aegne 
eooyeDiit)  et  defioittor  io  qoa  fcmola  /  Zdx  auzimom  miiD- 
moiye  mrtiator  vakirenii  qoio  elijuo  eoDditioDes  tdhoc  fiieroBt  miil- 
t^^icatie  in  hooe  modofli,  ot  toatom  ioter  oomeB  eas  eoxras,  qni- 
tNii  DOD  solom  {moola  j  Ydx,  sed  etiam  hae  qaotcooqiie  j  JT  ^m^ 
f  y  d^9  etc.  aeqoaliter  competaot,  ea  defioiator  io  qoa  /  Z#2 
rit  mjtirifMnfn  yel  oiioimom,  €;|osmodi  problenmta  tom  temporis  snm- 
iDOpere  ardoa  soot  risa.  Postqoam  Yero  io  tractato  meo  de  hoc 
argooieDto  ostmdissem,  hojosoiodi  probleoiata  semper  redod  posBe 
ad  hoc  probleflUi  simplex,  qoo  ioter  ofluies  plane  lineas,  ea  mwesn 
tigetor^    io  qoa  haec  formola  iotegralis 

/  ^  (Z  -♦-  aV  -♦-  pr  -H  -rV'  -♦-  etc.) 

fiat    mazimom    vei    minimom,     hojos    generis    probleoiata    onllam 
plios  habeot  difficoltatem. 
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